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Kategorie Z8

ULOHY I. KOLA
Z8-1-1

Najdéte vsechny dvojice dvojcifernych cisel, které maji
tyto vlastnosti:

a) jejich soucet je délitelny &islem 23,

b) odetteme-li od vétsiho ¢&isla mensi, dostaneme dCislo
délitelné Cislem 29.

ResSeni. Vétsi z hledanych &isel oznatime A4, mensi B.
Protoze to jsou dvojciferni c¢isla, musi pro jejich soucet
a rozdil platit

20 A+B=<197, 1<A4— B=89. (1)

Podle zadani alohy je soucet 4 + B nasobek ¢isla 23 a rozdil
A — B nisobek &isla 29. Tedy

21 <A+ B =23k <197, )
1<4— B =29r=89. (3)

Odtud dostaneme podminky pro cela ¢isla & a ~. Z nerovnosti

(2) plyne
21 19
B ¥ g
23 ="= 23

~J
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neboli

1=k=8. 4)
Podobné z nerovnosti (3) plyne
89
o =h=
29 — T 29
neboli
1=h=<3. (5)

Pro £ mame 8 mozZnosti, pro # mame 3 moZnosti. Stadi tedy
prozkoumat 8.3 = 24 moZnych dvojic & a A.
Reseni si viak jedté¢ usnadnime. Seétenim a odeltenim
rovnosti ve vztazich (2) a (3) dostaneme
24 = 23k+ 29k 6)
2B = 23k — 29h. NGO
Protoze levé strany jsou sudd Cisla, musi byt i pravé strany
sudd ¢isla. To muZe nastat jediné v pfipadé, Ze Cisla 2 a &
jsou bud obé suda, nebo obé lichd.
Protoze 99 = A, plyne z rovnosti (6)
198 = 23k + 294 )
neboli
198 — 29k = 23k.
ProtozZe 4 je aspoii 1, plyne odtud

198 — 29 > 23F,

takze £k = 7.
Protoze B = 10, plyne z rovnosti (7)
20 = 23k — 29k 9)
neboli

20 + 294 < 23k.
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Protoze % je aspoii 1, plyne z posledni nerovnice
20 + 29 = 23k,
takZe k = 2.

Z provedenych dodate¢nych tivah vyplyvd, Ze misto 24 pii-
padu pro dvojice Cisel % a & stadi vySetfit jen 9 piipadua:

a)h=1 a k=351
b)h=2 a k=2,4,6
)h=3 k=3,51

Tyto hodnoty dosadime postupné do rovnosti (6) a (7). Do-
staneme celkem pét feSeni dané Glohy. Jsou to:

A=49,B=20 proh=1 a k=3
A=T72,B=43 proh=1 a k=5
A=9,B=66 proh=1 a k=17
A=7,B=17 proh=2 a k=4
A=98,B=40 proh=2 a k=6
Z4adné jiné feseni neexistuje.
Z8-1-2
Délky stran pravouhlych trojuhelnika jsou vyjadfeny pti-
rozenymi Cisly a jedna z odvésen ma délku 15. Zjistéte vsech-

ny pravouhlé trojuhelniky s uvedenymi vlastnostmi.
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Reseni. Délky stran oznatime podle obrazku 1, Podle Pyt-
hagorovy véty je

x2 = 152 4+ 92, (1)
X
15
y.
Obr. 1
Odtud dostaneme
x2 — »% =152

Rozdil na levé strané rozloZzime v soucin
(x + y)Xx — y) = 225.

Rozlozime i &islo 225 na soutin dvou d&initeld. Jsou pouze
tyto moZnosti:

225 =1.225 = 3.75 = 5.45 = 9.25 )

ProtoZze &isla x, y jsou kladni, je x + y > x — y. Proto
v rozkladech (2) musi byt prvni Cinitel roven x — y a druhy
¢initel musi byt x + y. Dostaneme Ctyfi soustavy rovnic:

(S1) x—y=1 (82) x—y=3
x+y =225 x+y=175
(83) x —y =5 (84 x—y=9
x+y =45 x+y=25
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Re$enim téchto soustav dostaneme délky nezniamych stran
¢ty moznych pravouhlych trojahelniktt danych vlastnosti.

Zadéni tlohy proto vyhovuji ¢tyfi trojuhelniky s délkami
stran:

T1: 15, 112, 113 T3: 15, 20, 25
T2: 15, 36, 39 T4: 15, 8, 17

Snadno sami ovéfite, Zze ve vSech Ctyfech pripadech jsou
pro délky stran splnény trojihelnikové nerovnosti. Pomoci
Pythagorovy véty se muZete také piesvéddit, Ze vSechny Ctyfi
trojuhelniky jsou pravouhlé.

Pozndmka. Viimnéte si, Ze na konci feSeni tGlohy Z8-I-2
nemusite ani trojuhelnikové nerovnosti ovéiovat. Jestlize pro
ti'i kladn4 ¢isla x, y, 2 plati

22 = %2 + 32,

pak tato &isla spliluji i trojahelnikové nerovnosti a jsou to tedy
délky stran pravouhlého trojuhelniku. Snadno to dokdZeme.
ProtoZe z je zfejmé nejvétsi z Cisel x, y, 2, stali dokizat ne-
rovnost

2<x+ Y.
Ale to je jednoduché:

22 = x2 4+ 32 < x% + 2xy + 2
Tedy
22 < (x + y)
2<x+ Y.
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Z8-1-3

Zjistéte hodnotu vyrazu

11(62 + 52) (6% + 5%) (68 + 58) (66 + 516)
632 _ 532 .

Reseni. Protoze
63 = 6216 = (616)2, 532 = 5216 = (516)2,

miZeme jmenovatele rozloZit podle zndamého vzorce pro roz-
dil druhych mocnin:

632 — 532 = (616 4 516) (616 — 516)
V rozkladu miZeme pokracovat. Postupné dostaneme soudiny:
(616 + 516) (616 — 516) =

= (66 + 516) (68 + 58) (68 — 58) =
= (616 + 516) (68 + 58) (64 + 5%) (6% — 5%) =

= (618 + 516) (6% + 5%) (6% + 59 (62 + 56 + 5)(6 —5)

PrepiSeme-li v daném vyrazu jmenovatele v tomto tvaru, mi-
Zeme bez vypolti mocnin krtit. Snadno kracenim vypocltete:

11.(62 + 52) (64 + 5%) (68 + 58) (66 + 516)
(616 + 516) (68 + 58) (6 + 54) (62 + 52)(6 + 5)(6 —5)
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Z8-1-4

Je dén ¢tverec ABCD se stranou délky a. Vrcholem A4
vedeme libovolnou piimku, kterd protind stranu BC ve
vnitinim bodé M a prodlouZeni strany DC v bodé N. DokaZte,
Ze

1 1 1

CM| " [CN| ™ a’

ReSeni. Nalrtneme si obrizek 2.

D C y N
X
a d a
a-x

|

L
A a B

Obr. 2

Pro zjednoduseni zdpisu oznat¢ime |CM| = x, |CN| = y.
Trojuhelniky ABM a NCM jsou podobné, nebot pro jejich
vnitini Ghly plati:
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<L ABM ~ <t NCM  (pravé uhly)
<L AMB ~ <t NMC  (vrcholové tihly)
<L BAM ~ <t CNM  (stfidavé ahly)
(Pro oduvodnéni podobnosti trojihelnika ABM a NCM sa-
moziejmé stali uvést jen dvé z uvedenych shodnosti thla.)
Z podobnosti trojthelnik
A ABM ~ )\ NCM

plyne rovnost poméra odpovidajicich si dvojic stran:

x:y=(a—x):a

1 1
Odtud vypolteme nejdfive y = |CN| a pak — = —:
yP jdtive y = [CN| a pak > = oy

CN a.x 1 1 a—x

y=ICNl= =5 y |CN| a.x

Dosadime do levé strany rovnosti, kterou mdme dokézat
a upravime ji.

1 1 1 1 1 a—x
CM[TICN| " x "y T & ax
a—(a—x) x
- ax  ax

1
Po kraceni ¢islem x > 0 dostaneme opravdu —.
a
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Z8-1-5

Ve tfech nadobach je celkem 18 1 vody. Polovinu vody
z prvni nddoby prelili do druhé, pak jednu tfetinu vody z dru-
hé do tieti, a nakonec jednu ¢&tvrtinu vody z tieti do prvni
nidoby. Potom zustalo ve vSech niadobich stejné mnoZstvi
vody. Jaké mnoZstvi vody bylo ptivodné v kazdé nadobé ?

1. feSeni - pomoci rovnic. Mnozstvi vody v nddobdch na
zacatku i po postupném prelévdni zapiSeme do tabulky.

[ o |
| 1. nadoba 2. nadoba ! 3. nadoba !
, |
| | [ |
1 1 |
| Na zacatku x y | z
| |
j 1 1
[ Po 1. pfeliti =>4 y+gx z
S .
| v 1o 1 2 1 1 1
| Po 2. preliti 5 3v+3% 2+ + 5%
| I — — e —
| o kot |13, 1 1| 2 1 3 1 1!
i o 3. preliti ¥ty + 5| 3y +3a Zz+7y+§x‘

Udaje v tabulce muzete prekontrolovat, v kazdém tadku je
souet x + ¥ + 2 a ten je samoziejmé roven Cislu 18; tedy

x+y+2=18.
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Po poslednim pfeliti je ve vSech nadobéch stejné mnoZstvi
vody, tj. 6 litra. Tim dostaneme soustavu rovnic:

13 1 1

ﬁx+ﬁy+zz=6

1 2

—é—x+3—y = 6

1 1 3

BEE Y rm 0
x+ ¥y + z =18

Dostidvame soustavu Ctyf rovnic, ale jen pro tii neznimé. Ve
skutenosti viak stali pouze tfi z nich, protoze posledni rov-
nice je souctem predeslych tfi. Jednu z rovnic miZeme vyne-
chat, nejvhodnéjsi je vynechat prvni rovnici. Budeme fesit
soustavu rovnic:

1 2

R R =0
1 1 3
FRANEAIE i

x+ y+ =z2=18

Z prvnich dvou rovnic odstranime zlomky:

x + 2y =18
x + 2y + 62 =48
x+ y+ z=18
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Prvni rovnici ode¢teme od zbylych dvou rovnic. Dostaneme:

x + 2y =18
6z = 30
—y+ 2=0

Odtud jiz snadno postupné vypocitime neznimé

Protoze fesime slovni tlohu, je tieba provést jesté zkoudku:

| 1. 2. 3.
nadoba nadoba niadoba

|

|
Na za&4tku | 8 5 5
Po 1. preliti ‘ 4 9 5
Po 2. preliti ! 4 6 8
Po 3. preliti 6 6 6

Pavodné bylo v 1. nddobé 8 litrti a ve zbylych dvou po
5 litrech.

2. ¥eSeni - Gsudkem., Zpusob prelévini a konelny stav
znézoriiuje Sipkovy diagram (str. 31). Ulohu budeme fesit
od konce. Sipkovy diagram si dopliite sami.
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1 2. 3
nadoba nadoba nadoba

Po 1.
preliti

Po 2.
prelit

Po 3.
preliti

Po tfetim preliti je ve vSech nadobdch po 6 litrech vody. Pfi -

3
tom ve 3. nddobe je téchto 6 litri rovno n stavu pred prelitim.

To znamena, Ze prii tfetim preliti pfibyly v 1. nadob¢ 2 litry
a ve 3. nddobé naopak 2 litry ubyly. Stav v nadobéach byl
tedy pred 3. prelitim:

oNONO
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2
Pti druhém preliti zustaly v2. nddobé E} stavu. Proto pfitom-

to prelévani ubyly v 2. naddobé 3 litry, o které se zvétsil stav
ve 3. nadobé. Pred druhym pielévanim byl tedy stav:

O © ¢

Kone¢né pii prvnim prelévani ubyla z 1. nidoby > stavu a

1
—— tam zuUstala, coZ jsou 4 litry. Proto musel byt na zaldtku

ONONO

stav:
Zkouska a odpovéd je stejnd jako pfi 1. feSeni.

Pozndmka. Stoji za povsimnuti, Ze feSeni tsudkem je v tom-
to ptipadé kratsi a numericky jednodussi.

Z8-1-6

Krychle ABCDA’B'C’'D’ m4 hranu délky a = 4 cm. Zjisté-
te, jakou &ast povrchu krychle zaujimaji body, které maji od
vrcholu A4’ i od vrcholu B’ vzdilenost nejvyse rovnou délce

hrany krychle. Zndzornéte tuto ¢ast povrchu na siti krychle.
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Reseni. Na¢rtneme si obrdzek 3. Nejprve uréime mnozinu
vSech bodu povrchu krychle, které maji od vrcholu 4’ vzda-
lenost v rovnou nejvyse délce hrany krychle, tj.v =< a = 4 cm.

D’ K c’
A" A 4B
a=4cm
D —1—/7C
A L B
Obr. 3

Tyto body vyplni tfi &tvrtkruhy se stiedy ve vrcholu 4',
s polomérem a = 4 cm, které leZi ve tiech sténdch se spo-
le¢nym vrcholem A’. Znizornime je v siti krychle, obr. 4.
Podobné najdeme na povrchu krychle mnoZinu bodu, které
maji od vrcholu B’ vzdélenost v = a. Budou to opét tii
¢tvrtkruhy. Obéma podminkdm vyhovuje tedy ttvar, ktery
je pranikem obou mnoZin, v siti je zndzornén jako prunik
dvou kruha. Tento Gtvar se sklddd ze dvou shodnych &4sti
A'B'K a A’B’'L. Stadi tedy vypotitat obsah jedné ¢4sti napt.
A'B'K.

Trojahelnik A'B’K (obr. 4) je rovnostranny a uhly pfi
vrcholech A’, B’ maji velikost 60°. Kfivodary ttvar A'B'K je
tedy roven sjednoceni dvou kruhovych vyse¢i o poloméru

a = 4 cma stiedovém uhlu 60°. Protoze 60° = 3 .360°, je
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D D c’ C D
K >
ARA AN
N\
N\
MAY 1\
7 Y l \
60' 4 60.
; 1
A A 1 B B A
y 4
N
L
A B
Obr. 4

obsah kazdé této vysece roven 3 obsahu kruhu o poloméru

a = 4 cm. Kazd4 z téchto vyseci ma obsah
Sy = ~6—7ca2 = 8,37 cm2.

Obsah kiivocarého utvaru 4'B’'K dostaneme jako dvojnd-
sobek obsahu Sy zmenseny o obsah S rovnostranného troj-
uhelniku 4’'B'K. Vy3ku trojuhelniku A'B’K (obr. 5) vypo-
¢teme pomoci Pythagorovy véty:

2
= a? =
2
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Obr. 5

Obsah trojuhelniku 4'B’'K je tedy

1
STZEa-v—?a al/i—-—]/3—-—693cm2

Obsah kiivocarého utvaru A'B'K je
Sk =2.8v — Sr
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Obsah celého kfivocarého utvaru A’'LB’K je roven 28k, tzn.

a2
28k = _6‘.7,36 = 19,62 cm2.

My méme vypoditat, jakou ¢4st povrchu krychle zaujima kii-
vocary utvar 4’'LB’'K. Povrch krychle je
S = 6a2 = 96 cm?.

Hledana ¢ast je tedy

Krivocary utvar A'LB’K zaujima pfiblizné 20 9, povrchu
krychle.

Pozndmka. Viimnéte si, Ze do vzorcu pro Sy, Sk, S jsme
za a nemuseli dosazovat. Proto byvad vyhodné provadét vy-
pocty obecné a dosazovat az do konecného vzorce.

ULOHY K DALSIMU PROCVICOVANI

Utastnikim matematické olympiady z 8. ro¢nikt byly do-
poruceny fesit dalsi obdobné ulohy. Tyto ulohy fesili sou-
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tézici - na rozdil od soutéznich tdloh - ¢asto s pomoci svych
uciteld matematiky. Uvedeme znéni téchto tloh:

1. Dvé piirozena Cisla jsme seletli, odeletli, vyndsobili
a vydélili. Ziskali jsme ¢tyfi nova celd ¢isla. KdyZ jsme je se-
Cetli, dostali jsme vysledek 243. Najdéte vSechny dvojice
prirozenych Cisel, které maji tuto vlastnost.

Ndvod. Hledan4 Cisla oznatime x, y (x > ») a zapiSeme

x
(x+y)+(x—3)+ xy +;=243.

x

Na levé strané sectéte a pak vytknéte 'k

Vysledek. Dvé dvojice 24, 8 a 54, 2.

2. Strany pravouhlého trojahelniku jsou vyjadieny v centi-
metrech jako celd ¢isla. Jedna odvésna ma délku 5 cm. Vy-
poctéte délky zbylych dvou stran. Najdéte viechny moZnosti.

Vysledek. Jediny trojuhelnik o strandch 5 cm, 12 cm, 13 cm.
3. Zjistéte hodnoty vyrazu:
V="7071° + 718 + ... + 712+ 72) + 1
11(182 + 72)(18% 4 74) (188 + 78) (1816 4 716)(1832 4 732)
H = 1864 — 764

Ndvod. V prvém piipad€ napiste 70 = (71 — 1) a pouzijte
vzorec
a*—1=(a—-1@t+a2+ ... +a+ 1)
Vzorec dokazte.

1
Vysledky. 7110, —.
"ysledky > 25
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4. Uvnitf rovnostranného trojahelniku ABC je zvolen bod
P.Body D, E, F jsou paty kolmic z bodu P vedenych postupné
ke stranam BC, CA, AB. Dokaite, e

|PD| + |PE| + |PF| 1

|BD| + [CE| + |4F| ~ |3~

Ndwod. Ukazte, ze hodnota ¢initele, a tedy ani hodnota jme-
novatele, nezavisi na poloze bodu P. Pfitom bod P muZe byt
nejen uvnitf trojihelniku ABC, ale i na libovolné jeho strang.
Pohybujte s bodem P po rovnobéZce s nékterou stranou troj-
thelniku ABC.

5. Krychle mé délku hrany x. Na kazdé sténé je vysrafo-
véan obrazec zndzornény na obrédzku 6.
Vypoctéte, jak velkd &ast povrchu krychle je vysrafovéna.
Ndwod. Vypoltéte obsahy nevysrafovanych ésti tverce.

Vysledek. V jedné sténé a stejné na celé krychli je vysrafo-
vano 0,826 = 82,6 9, povrchu.

Obr. 6
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6. Otec se rozhodl rozdélit sviij majetek svym syniim takto:
Nejstarsi dostal 1000 Ké&s a jednu desetinu zbytku, druhy
dostal 2000 K¢&s a jednu desetinu nového zbytku. Tieti syn
dostal 3 000 K¢&s a opét desetinu zbytku. Tak postupovalo dé-
leni i mezi ostatni syny. Ukézalo se, Ze vSichni synové dostali
stejny dil. Vypo&téte celkovou hodnotu otcova majetku, kolik
korun dostal kazdy syn a kolik jich bylo.

Vysledek. 81 000 K&s, 9000 Kés pro kazdého z deviti syna.

ULOHY II. KOLA
Z8-11-1

Jestlize napiSeme &tyfi za sebou jdouci nenulové Cislice ve
vzestupném potadi za sebou, dostaneme Ctyiciferné Eislo.

a) Dokazte, Ze je moZné zaménit poradi poslednich tii
Cislic tak, Ze vznikne Ctyfciferné Cislo délitelné Cislem 11.

b) Kolik ctyfcifernych &isel délitelnych jedendcti je moZno
timto zpusobem vytvofit ze viech ¢tvetic po sobé jdoucich
¢islic ? (7 bodu)

Reseni. Nejmensi &islo, které miZeme napsat, je a = 1234,
Ziménou pofadi poslednich tfi Cislic dostaneme z Cisla a
pét dalsich &isel:

1234 1243 1324 1342 1423 1432 1)

Z nich-jsou délitelnd &islem 11 jen dv& podtrZend Cisla 1243
a 1342, nebot
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1234 =11.112 + 2 1342 = 11.122

1243 =11.113 1423 =11.129 + 4

1324 =11.120 + 4 1432 =11.130 + 2.

Pri¢teme-li k ¢islam (1) postupné pétkrat za sebou &islo 1111,
dostaneme vSechna moZna vychozi &isla i &isla, kterd z nich
vzniknou zdménou poradi poslednich tii Cislic. ProtoZe pti-
¢itdme ndsobek ¢isla 11 (1111 = 11.101), vzniknou z &isel,
kterd jsou ndsobky 11, zase ndsobky ¢&isla 11 a z &isel, kterd ne-
jsou nasobky ¢&isla 11, zase &isla, kterd nejsou nésobky 11.
(Muzete se o tom presvédcit, kdyz tato Cisla vypisete.) Tak
dostaneme celkem 12 nésobku &isla 11:

1243 1342
2354 2453
3465 3564
4576 4675
5687 5786
’ 6798 6897

Pozndmka. Pravdépodobné znéte znaky délitelnosti piiro-
zenych Cisel &isly 2, 3, 4, 5, 6, 9. Také pro délitelnost ¢islem
11 1ze uvést znak délitelnosti. UkdZeme si to na dvou pii-
kladech:
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a = 724563 b = 96844

Najdeme ciferné soulty d&islic, které stoji jednak na lichém
misté, jednak na sudém misté od konce. Je-li jejich rozdil né-
sobkem ¢isla 11, je i dané Cislo ndsobek 11. V opa¢ném piipadé
neni dané Cislo nasobkem ¢isla 11.

a = 724563 24+5+3=10
7+4+4+6=17

17 -10= 7

Cislo 7 ani &islo a nejsou nésobky &isla 11.

b = 96844 9+8+4 =21
6+ 4 =10

21 — 10 =11

Cislo 11 a tedy i &islo b jsou ndsobky &isla 11.

Ovéfime

b = 96844:

96 844

Il

znak délitelnosti &islem 11 pro piipad C<isla

9.10000 + 6.1000 + 8.100 + 4.10 + 4 =
9.(9999 + 1) + 6.(1001 — 1) + 8.(99 + 1) +
+4.(11 = 1)+ 4=

(9.9999 + 6.1001 + 8.99 + 4.11) +
+O+8+4)—(6+4)
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Soucet ¢isel v prvni zédvorce (predposledni fddek na str, 41)
je nasobek ¢isla 11, protoZze podtrZzend ¢isla jsou ndsobky &is-
la 11. Druhé a tieti zdvorka se rovnd zminénym cifernym
soudtum. Dané Cislo je délitelné &islem 11, je-li délitelny
¢islem 11 i rozdil zminénych cifernych soudta.

Ovéite si sami podobnym postupem, Ze Cislo a = 724563
neni nasobkem ¢isla 11.

Z8-11-2

Podle dohody mezi zéky tiidy, ktefi se zGcastnili sbéru, se
penize za sbér rozdélily takto: Prvni zdk dostal 2 Kés a jednu
tiicetinu zbytku, druhy dostal 4 K&s a jednu tficetinu nového
zbytku, tfeti dostal 6 K¢&s a jednu tficetinu dalsiho zbytku
atd. Vsichni obdrZeli stejnou &4stku. Kolik Z4kti se sbéru

zcastnilo a kolik korun za sbér obdrzeli dohromady ?
(5 bodu)

ReSeni. Oznatime x celkovy polet obdrzenych korun,
Prvni dva Z4ci dostali:

A x — 2
A Z:) S 4 4+ x — 2+”3** —41:30

Ale oba dostali stejné. Porovnidnim obou &istek dostaneme
rovnici:
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x —2 [ x—2 ]30
2+*—:;0*“—4+ x —|2+ 30 —41:

Rovnici fesime obvyklym zpusobem. Nejdiive ndsobime obg
strany Cislem 30:

) - .
60 + (x —2) :120+lx —<2+ 20 >—4J
Seltenim dostaneme
x — 2
30

= 56

a odtud snadno vypocteme x = 1682. Celkové dostali Zdci
za sbér 1682 Kds.
Prvni Zik dostal
1682 —2
30
korun. ProtoZe vSichni Zici dostali stejn€, miZeme vypocitat,
kolik zdka bylo celkem:

1682 :58 =29

Musime ovSem udélat zkousku. Prinejmen$im uZ proto, Ze
jsme pifi feSeni vibec nevyuZili podminky pro zpusob od-
mény ostatnich Zaka pocinaje od tietiho Zédka.

Zkouska. Vime, Ze prvni dva Zaci dostali po 58 Ké&s. Dalsi
dostali:

2 + 58

1682 —2.58 — 6

G 7:1 S 6 + 30 = 58
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1682 —3.58 — 8

4,78k ... .. ... ... = 58
zak 8 + 30 5

Tak bychom mohli postupovat déle. Vypoclet viak muZeme
provést obecné:

1682 —(n — 1).58 —2n
* 30

Tento vyraz postupné upravime na tvar

1740 — 60n

2n 4 — -
n + 30 58

Podle podminek ulohy musi byt jedna tficetina ze zbytku
nezéporné (islo, tedy

1740 — 60n = 0.
Odtud plyne n = 29. Posledni zdk je tedy skutetné de-

vétadvacaty.

Pozndmka. Provedeni zkousky se od zaka v soutéZi nepo-
Zadovalo.

Z8-11-3

Vyska rovnoramenného trojahelniku ABC k jeho zaklad-
né AB je v = 8 cm. Vypoltéte délku ramene AC a délku
zékladny AB, jestliZe jsou vyjadfeny pfirozenymi Cisly.

(6 bodn)
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ReSeni. Nadrtneme si obrdzek 7. Vyska CD rovnora-

menného trojihelniku ABC puli zdkladnu AB, takze |AD| =
c

= |DB| = PR Pomoci Pythagorovy véty dostaneme z pravo-

uhlého trojthelniku ADC

neboli

e D)o )

Na pravé strané je sou¢in dvou raznych Ciniteld, nebot
¢ # 0. Proto rozloZzime i &slo 64 na soudin dvou rtznych
¢initelt. Jsou 3 moZnosti:
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64 =1.64 =2.32=4.16

Odtud dostaneme 3 soustavy rovnic:

‘ 1 ‘ 2 c 4
a——= a——= a— - =

‘ 64 ‘ 3 ‘ 16
a+ 2 = a+ 5 = 2 a+ 5=
Snadno vypotteme kofeny téchto soustav:

a=325 a=17 a=10

¢ =63 ¢ =30 c =12

Protoze délky stran maji byt vyjadieny celymi &isly, vyho-
vuji tloze jen dvé z téchto feseni.

V obou piipadech jsou trojahelnikové nerovnosti pro strany
a a ¢ splnény. Ovéfte to sami.

Z8-11-4
a
Napiste rozdil b T 4 jako soucin dvou vyrazi, z nichZ
jeden j ¢ ’ 5 bodt
jeen)e7+7. (5 bodir)

ReSeni. Nezndmy vyraz oznatime V. Plati tedy
a b v a b
» Ta)V T T o
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Zlomky uvedeme na spole¢né jmenovatele
a’ + b2 a? — b2

ab -’ ab
Rovnost vyndsobime sou¢inem ab a pak vypolteme V.
a2 — b2

Ta+ B

Vysledek je tedy
a b a b\ a%— b2
e e e
b a b a) a2+ b2

ULOHY III. (KRAJSKEHO) KOLA V CSR
Z8 - 11l -1
Urcete délky stran pravouhlého trojuhelniku s obsahem
§ = 312 cm?, jestlize soucet celotiselnych délek obou jeho

odvésen je 50 cm. (5 bodu)

1. FeSeni (pomoci délitelnosti). Nadrtneme si obrizek 8
a oznatime délky stran. Obsah trojihelniku vypo&teme

1
c S:?ab=312 cm?,

Obr. 8

47



MuZeme sestavit soustavu rovnic:

ab = 624
a+b= 50 (1)

ProtoZze a, b jsou celd Cisla, rozlozime Cislo 624 na soulin
takovych dvou d&initeld, jejichZ soucet je roven 50. Nejdiive
rozlozime ¢islo 624 na soucin prvodlisel

624 = 24.3.13.

Nyni snadno rozloZime Cislo 624 na soucin dvou pfirozenych
Cinitela. Nemusime vSak vypisovat vSechny moZnosti, staci
jen ty, kde mensi z obou C¢initeld je mensi nez 50 (nebot
a + b = 50). Je celkem 10 moznosti:

624 = 1.624 624 = 8.78
2.312 12.52
3.208 13.48
4.156 16.39
6.104 24.26

Podle podminky tlohy musi byt soucet Ciniteld roven 50.
Tomu vyhovuje jen rozklad

624 = 24.26.

Odvésny hledaného trojahelniku maji tedy délky 24 cm
a 26 cm. Podle Pythagorovy véty vypocteme délku prepony
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¢ = ]242 + 262 = |1252 = 35,4.

Pfepona ma tedy ptiblizné délku 35,4 cm.

2. FeSeni (uzitim algebry). Soustavu rovnic (1) mizeme
fesit algebraicky. Prvni rovnici nédsobime Cislem 4 a druhou
rovnici umocnime na druhou:

4ab = 2496
a? + 2ab + b2 = 2500

Odecteme-li od druhé rovnice prvni rovnici, dostaneme

a? — 2ab + b =
neboli
(a — b2 = 4.

Muzeme predpokladat, Ze a > b, takze

a—b=2.
Odtud a z druhé rovnice soustavy (1) snadno vypo¢teme
a =26, b =24.

3. FeSeni (experimentalni), Soustavu (1) feSime experi-
mentalné tak, ze ¢islo 50 rozlozime viemi moZnymi zptsoby
na souCet dvou prfirozenych Cisel, a pak ovéfime, zda je

1
splnéna rovnost Ea.b = 312, Vlastni feSeni pfenechdme

Ctenaitim,
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Z8 - 111 -2

Pro které redlné ¢&islo a je hodnota vyrazu V = (a + 2)2 +
+ (1 — a)? nejmensi ? Urcete tuto hodnotu. (4 body)
ReSeni. Vyraz I snadno upravime na tvar
V = 2a% + 2a + 5.

Zde pouzijeme v matematice ¢asto pouzivané upravy. Vytkne-
me koeficient pfi kvadratickém ¢&lenu z prvnich dvou &lenu:

V =2a%+a)+5

Pak vyraz v zdvorce doplnime na druhou mocninu dvoj¢lenu:

1 1 1
V=2<a2 +2.a 5+ ———»> +5=

2 4 4
4 1)\2 1 5= 1)\2 9
—2(a+?—2+— a+ )+
1 .
Tento vyraz bude zifejmé nejmensi pro a = mr) a jeho

9
hodnota se bude rovnat o

Z8 -1l -3

V kosodélniku mé jedna strana délku 2.|/5 cm. Jeho
uhlopfi¢ky, z nichz jedna ma délku 4 cm, sviraji thel 45°.
Jak je dlouhd zbyvajici whlopfi¢ka? Sestrojte kosodélnik
a urlete jeho obsah. Kolik m4 tloha feleni? (6 bodu)
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ResSeni. a) Konstrukce kosodélniku, Nalrtneme a popi-
Seme si obrazek 9.

Obr. 9

Z ného snadno nahlédneme konstrukci; napf. (obr. 10).

. AC: |AC| =4 cm

. O:stied AC

. ¢: pfimka jdouci bodem O a svirajici s AC thel 45°

. k: kruZnice £ (4; 2]/5 cm)*)

. B: Bek N ¢ (2 moZnosti)

. D: usetku BO pieneseme na polopfimku opaénou k polo-
piimce OB

. Kosodélnik ABCD

A V1 WD -

~

*) Protoze je 2V§= VZ_O = 1/’/42 + 22, sestrojime polomér kruz-
nice k jako pfeponu pravouhlého trojuhelniku s odvésnami délek
4cma?2cm.
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Uloha mé 2 fedeni, na obr. 10 jsou to kosodélniky ABCD,
AB'CD'.

"~ Obr. 10

b) Vypocet délek uhloptitek BD a B'D’. Z bodu 4 vedeme
kolmici k pfimce BD, jeji patu ozna¢ime E. Trojuhelnik AEO
je pravouhly s jednim ostrym Ghlem 45°. Proto je i jeho druhy
thel roven 45° a trojtihelnik AEO je rovnoramenny. Snadno

vypocteme délky jeho odvésen |OE| = |4E| = |/2.

Bod E je stied zdkladny BB’ rovnoramenného trojihelniku
ABB'. Proto je |BE| = |B'E|. Délku BE vypo&teme z pravo-
thlého trojuhelniku ABE podle Pythagorovy véty
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|BE| = |/|4B|* — |4E|?
|BE| = |20 — 2 = |18 = 3]2.
Nyni vypo¢teme poloviny délek ahlopfi¢ek BD a B'D’.
1 = - _
?[BD} = |BO| = |BE| — |OE| = 3)/2 — |2 = 2)/2
1 _ _ —
'2—iB’D’| = |B'O| = |BE| + |OE| =32 + |2 = 4]2
Celé uhlopiic¢ky maji tedy délky
|BD| = 4]2, |B'D| = 8]2.

¢) Vypocet obsaht kosodélniki ABCD a AB'CD’. Obsah S
kosodélniku ABCD je roven dvojnisobnému obsahu troj-
thelniku ABD.

1
S = 2.—|BD|.|4E| = | BD|.| 4E|

S=4)2.)2=8

§ =8 cm?
Podobné vypotteme obsah S’ kosodélniku AB'CD’.
S’ =16 cm?

Z8- | -4

Adam, Bofek a Cyril méli postovni zndmky, ale o rizném
poc¢tu kust. Kdyz dal Adam Cyrilovi sedminu ze svého podtu,
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méli Adam a Cyril stejny pocet zndmek. KdyzZ pak jesté Boiek
dostal od obou (Adama a Cyrila) po tficeti zndmkéich, méli
vSichni stejny pocet zndmek. Kolik kusii zndmek mél pavod-
né kaZdy z chlapcu, jestliZze na za¢dtku méli Boiek s Cyrilem
dohromady o 110 kust zndmek vice neZ mél Adam ?
(5 bodu)
ReSeni. Polty znimek, které méli na zaldtku Boifek
a Cyril, oznatime postupné b, ¢. Dalsi podminky zapiSeme
do tabulky.

5 Adam | Botek | Cyril \
| | | ;‘
Na b+ c—110 - | ¢ |
zaCatku | | ! .
| |
Po 1. 6 1 1 ‘
predani 7(17 + ¢ — 110) | b ¢+ 7(b + ¢ —
| | —110) =
; 1 %
| = = (b + 8¢ — 110)
Po 2. 6 ? 1 1
fedani 0+ c¢c—110) — | b+ 60 | (b + 8 — 110) —
p 7 ‘ |7
| \
30 — ‘ | —30 = |
| ! |
7(b+c—145)1 i=7(b+8¢—-320)‘
1 ‘ |
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ZapiSeme rovnicemi stavy zndmek po 1. a po 2. predani:

6 1
~7—(b + ¢ —110) = ~7—(b + 8¢ — 110)

6
—(b+c—145) = b+ 60

Po odstranéni zlomku a jednoduché tpravé dostaneme:
56 — 2¢ = 550

—b + 6¢c =1290

Redenim této soustavy zjistime, %e na zaCdtku méli Borek
a Cyril tyto polty zndmek:

b = 210, ¢ = 250
Z 1. tadku tabulky vypoéteme, Ze Adam mél na zacatku 350
znamek.

Zkouskou ovéfte sami, Ze nalezené feSeni vyhovuje viem
danym podminkam.

ULOHY III. (KRAJSKEHO) KOLA V SSR
Z8- 11 -1

N4jdite najmensie prirodzené &islo véacsie ako 100 000, ktoré
sa d4 zapisat pomocou &islic 6, 8 a ktoré je ndsobkom &isla 72.

55



Reseni. Hledané &islo bude aspoii Sesticiferné. Protoze
mi byt ndsobkem d&isla 72 = 9.8, musi byt i ndsobkem
Cisel 9 a 8. Aby bylo ndsobkem ¢&isla 9, musi byt jeho ciferny
souclet také nasobkem Cisla 9,

Vypocteme ciferné soulty vsech Sesticifernych Cisel za-
psanych pomoci ¢islic 6 a 8.

64+6+6+6+6+6=36
6+6+6+6+6+8=38
6+6+6+6+8+8=40

8+8+8+8+8+8=48

Jediné 36 je nédsobek &isla 9. Ale ¢&islo 666 666 neni ndsobkem
isla 8.

Hledané ¢islo bude tedy asponl sedmiciferné. Vypolteme
opét ciferné souty vSech Cisel sestavenych z Cislic 6 a 8.

64+6+6+6+6+6+6=42
6+6+-6+6+6+6+8=44
6+8+8+8+8+8+8=54
8+8+8+8+8+8+8=56

Mezi nimi je jediny ndsobek &isla 9, tj. Cislo 54. Nejmensi
islo sestavené z jedné estky a Sesti osmicek jejCislo 6 888 888.
Snadno zjistime, Ze je také ndsobkem cisla 8, a tedy i 72.

Pozndmka. Chceme-li vyzkouset, zda cislo 6 888 888 je
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ndsobkem Cisla 8, nemusime je celé délit. Stadi pouzit znaku
délitelnosti Cislem 8:
Pfirozené Cislo je ndsobkem &isla 8, prave kdyz ¢islo uréené
poslednim trojéislim je ndsobkem ¢isla 8.
Dikaz plyne ihned z rozkladu tvaru
6 888 888 = 6 888.1 000 + 888 = 6888.125.8 + 888.
Podrobnosti diikazu prenechdvime ¢tendftm.

Z8 - 111 -2

Z miesta A do miesta B i§li dve autd. Prvé auto islo 2 ho-
diny rychlostou 75 km/h a potom zrychlilo na 90 km/h,
Druhé auto islo jednu hodinu rychlostou 70 km/h a potom
zvysilo rychlost na 95 km/h. Do miesta B dorazilo druhé
auto o 12 mintt skér nez prvé. Akd je vzdialenost medzi
miestami A a B?

ReSeni. Nalrtneme si obrizek 11. Dobu jizdy prvniho
auta zvySenou rychlosti 90 km/h oznacime x.

2.75 x.90

X -
70 (1ex- )95

Obr. 11

Prvni auto ujelo drdhu dlouhou
2.75 + x.90 = 150 + 90x. (1)
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1
Druhé auto pfijelo o 12 minut, tj. o — hodiny do B dfive nez

5
prvni auto. Ujelo celkovou drahu
1
70 + (1 + x — -5—) 95 = 146 + 95x. (2)

Ob¢ auta ujela stejnou vzdilenost. Dostdvame rovnici

150 + 90x = 146 + 95x.

4
Jeji kofen je x = 5 = 0,8. Vzdalenost mezi A, B vypocita-

me dosazenim x = 0,8 do vyrazu (1) nebo (2). Vyjde |AB| =
= 222 km.
Zkousku si udélejte sami.

Z8 -1 -3

V rovine je dany trojuholnik STU. Zostrojte trojuholnik
ABC tak, aby platilo: S je stred strany 4B, T je taZisko troj-
uholnika 4BC a U je pita vysky vedenej vrcholem 4.

yxy

CS v poméru 2 : 1, proto je CT = 2T'S. Vyska trojuhelniku
z vrcholu A4 se rovnd dvojndsobku vzdilenosti bodu S od
piimky CB, tj. v = 2x. To ndm stali k sestrojeni trojahelniku
ABC.

Popis konstrukce
1. A STU
2. C: C lezi na polopfimce opatné k T'S; CT = 2TS
3.ata =< CU
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|
X

4
M

(@)
ek

Obr. 12

4. x: x je vzdalenost S od pfimky a
5. A: A lezi v poloroviné aS na kolmici vedené bodem U

k pfimce a ve vzdélenosti v = 2x
6. B:Bean« AS
7. N\ ABC

Zkouska. Bod S je stiedem strany AB, nebot tsetka SM
je stiedni pfi¢kou trojuhelniku ABU (SM || AU a |SM| =

1
= ?IAUI)' Z konstrukce plyne, Ze T je t&zisté a U pata vys-
ky z vrcholu 4.

Z8-111-4

Dan4 je kocka ABCDA'B'C’'D’ s hranou dizky 1 m.
V strede M steny A'B'C’'D’ je mravec, ktory dokdZe prejst
1 m za 1 minatu. Ozname P vietky miesta na povrchu
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kocky, ku ktorym dokdZe mravec prist za 1 minttu alebo
krat§i Cas. VSetky tieto miesta tvoria Cast povrchu kocky,
ktorej obsah midte vypocitat.

ReSeni. Nalrtneme si obrézek krychle (obr. 13) a rozvi-

neme &ast povrchu, po kterém se muze pohybovat mrave-
nec (obr, 14 na str, 61).

M

l

I

|
p)—— | Jc
/

Obr. 13

Mista, kam muze dorazit mravenec, jsou na siti (obr, 14)
zndzornéna jako prunik kruhu 2 = (M; r = 1) a sité. Ob-
sah tohoto f(tvaru je roven Ctyfndsobku obsahu ttvaru
MC'PQD’.

Nyni vypoéteme obsah obrazce MC'PQD’. Vsechny vy-
pocty provadime v metrech a CtvereCnych metrech. Obsah
obrazce MC'PQD’ vypolteme jako soucet obsahit dvou
shodnych trojuhelniki MC'P a MD’'Q a kruhové vysele
MPQ. Ze zadani a konstrukce plyne, Ze

1
|IMP| =1, |MS| = 2"
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Q P
D A ,& C
8677/

B0 /X 60"

S; S
AN
A \Q y B
\_—k/

A B
Obr. 14

Proto je pravouhly trojuhelnik M S;P roven poloviné rovno-
stranného trojuhelniku, takZze thel S1MP mé velikost 60°.
Podobné& maji velikost 60° i Ghly SoMQ a PMQ.

MuzZeme vypotitat délky stran PC’ a QD'.

[a—y

PC| = |PS)| — |G| =2 -

s —5=703-D

I\)]»—‘

Scucet obsaht trojuhelnikit MC'P a MOD' je tedy roven
1 | [—
2.7|PC’|.|MSl| e ~4—(]/3 - 1).
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Obsah kruhové vysete MPQ je roven jedné Sestiné kruhu

1
o poloméru r = 1, tj. P Obsah obrazce MC'PQD’ je roven

1/ — 1
4 1/3—1 +6n.

Obsah utvaru, ktery muze dosdhnout mravenec, je roven
Ctyindsobku, tedy
— 27
S=]3-1+ ?i2,83.
Hledany obsah je roven pfiblizné 2,8 m2.

Pozndmka. Je mozné kontrolovat vysledek odhadem. Obsah
hledaného tutvaru je pfiblizné obsah kruhu o poloméru
r = 1 m zmenS$eny o obsah ¢tyf pravouhlych rovnoramennych

)
trojuhelnika s odvésnami délky |PC’| = ) (J3— 1). Tedy
obsah § je odhadem

1 e 2
T2 — 2[-2— (3 - 1)] - 2,87.

Odhad vychdzi o néco vétsi, coz je pochopitelné. (Pro¢?)
Rédove v8ak odhad souhlasi s vysledkem.

62



