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Kategorie C

ULOHY DOMACT CASTI 1. KOLA
C-1-1

Na niténém zivésu se kyve zivazi. Sitka rozkmitu je
56 cm, vy3kovy rozdil nejniZ$i a nejvyssi polohy zavazi je
8 cm. Vypoctéte délku zavésu.

ReSeni. Zivazi se pohybuje po kruZnici o poloméru r,

r
r-8
28 28
\ 8
Obr. 1
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ktery se rovna délce zavésu. Je to velikost piepony pravo-
uhlého trojahelniku (obr. 1), jehoz jedna odvésna se rovnd
poloviné rozkmitu a druhd odvésna mé délku r — 8. Podle
Pythagorovy véty je tedy r2 = (r — 8)2 + 282, odkud
r = 53 cm.

C-1-2
Urcete Cisla a, b, ¢ tak, aby byla feSenimi rovnice
x3 —ax? + bx — ¢ = 0.

Reseni. Cisla a, b, ¢ jsou privé tehdy feSenimi dané
rovnice, plati-li sou¢asné vztahy

ad—a® +ab—c=0
b —ab?> + b2 —c=0
3 —ac? + bc—c=0.

Musi tedy byt ¢ =ab a souCasné bbb —a)(b+1)=0
a ab(b —1)(a’*h + 1) = 0. Je tedy nutné b = 0 nebo b =a
nebob = —1.Je-lib = 0,jec = 0, alibovolné. Je-lib = —1,
musi byt ¢ = —a a soutasné a(a? — 1) = 0, takzea = ¢ = 0,
b= —1, nebo a=1, b=c= —1, nebo a =b = —1,
c=1.Je-lib =a, musibytaa —1)(a® + 1) =0ac = a2,
takze je bud a =b=¢ =0, nebo a =b =c =1, nebo
a=>b= —1, c = 1. Zkouskou se muzeme jesté presvédcit,
ze vSechny obdrzené vysledky vyhovuji pozadavku tlohy.
Piehledné jsou uvedeny v tabulce.
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a b c Rovnice Koteny
libovolné 0 0 x¥x —a) =0 0, 0, a
0 —1 0 x(x—D@E+1)=0 0, 1,—1]
1 -1 —1 (x+D(x—12=0 —1, 1, 1
—1 —1 1 (x4+12x—-1) =0 —1,—1, 1
1 1 1 (x—D@E+1D) =0 1

Text tlohy nepozaduje, aby se kazdy kofen rovnal nékterému

z Cisel a, b, ¢, napiiklad v pfipadé a = ¢ =0, b = —1 ma
rovnice kromé 0 a —1 je§té kofen +1. V pfipadé¢ a =1,
b = c¢ = —1 ma4 sice pfisluina rovnice kofeny 1 a —1, ale

¢islo 1 je tzv. kofenem dvojnisobnym, zatimco mezi Cisly
a, b, ¢ se vyskytuje &islo 1 jen jednou. Pokud by se v tloze
pozadovalo, aby kazdé z &isel a, b, ¢ bylo tolikandsobnym
kofenem dané rovnice, kolikrit se vyskytilie mezi Cisly a,
b, ¢, vyhovovala by jen feSeni v prvnim a &tvrtém fadku
uvedené tabulky. Dostali bychom je také jako ty trojice
(a, b, ¢), pro které se rovnaji mnohocleny x3 — ax? + bx — ¢
a(x —a)(x —b)(x — ¢), tj. ty trojice, pro které plati sou-
Casné rovnosti a + b + ¢ = a, ab + bc + ca = b, abc = c.

C-1-3

V roviné je din konvexni ¢tyfahelnik ABCD, stiedy jeho
stran 4B, BC, CD, DA oznatime po fadé¢ K, L, M, N.
Dokazte, ze ptimky AC, BD jsou navzijem kolmé prave
tehdy, kdyz je |[KM| = |NL|. DokaZte, ze pfimky KM, NL
jsou navzdjem kolmé pravé tehdy, kdyz je |AC| = |BD|.
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Reseni. Usetka KL je stiedni ptickou v trojihelniku ABC
(obr. 2), usetka MN je stiedni pfickou v trojuhelniku ADC.

1
Je |KL| = |MN| = |AC|, KL|MN||AC. Podobnt je

1 ;
INK| = |ML| = |BDJ|, NK || ML || BD. Uhlopiitky KM

a LN jsou v rovnobézniku KLMN pravé tehdy stejné dlouhé,
kdyzZ je to pravouhelnik, tedy kdyz je KL | NK, tj. AC |
— BD. Uhloptitky KM, NL rovnobézniku KLMN jsou
pravé tehdy navzajem kolmé, kdyzZ je rovnobéznik kosoctverec,
tj. |[KL| = |[NK|, tedy |AC| = |BD|.

C-1-4
Jakym nejmensim poltem barev je mozno obarvit pruse-
¢iky deviti pfimek na obr. 3a tak, aby na zidné této primce

nelezely dva body téze barvy ?
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Reseni. Kazdd z danych pfimek protini 3est dalsich, je
tedy tieba nejméné Sesti barev. Ukazeme vsak, Ze est barev
nestali. Pii Sesti barvach by muselo byt jednou barvou
obarveno aspoil pét z uvazovanych 27 bodu. Ale kazdy bod
obarveny touto barvou je prusetikem dvou danych piimek,
na kterych uz nemuze lezet dalsi bod téze barvy. Takze pét
bodu téze barvy by muselo lezet na deseti pfimkéach, mame
vsak k dispozici jen devét pfimek. Sedm barev viak uz stadi,
dukazem je rozlozeni barev zndzornéné na obr. 3b (ruzné
barvy jsou oznaCeny raznymi Cislicemi). Kazdd barva musi
byt zastoupena Ctyfikrat, pouze jedna tiikrat (je oznalena
&islici 7).

C-i-5

Necht m, n jsou libovolnd prirozena Cisla a plati, Ze Cislo
5 nedéli Cislo mn(m + n). Potom ¢&islo 52 nedéli &islo
(m + n)> — m> — nd. Dokazte.

ResSeni. Podle predpokladu nedéli &islo 5 Zidné z &isel
m, n, m + n. Je (m + n)> —md — n> = 5mn(m + n)(m2 +
+ mn + n?). Mame tedy dokazat, ze C&islo 5 nedéli soulet
m? + mn + n2. Kazdé z Cisel m, n dava pii déleni péti zby-
tek 1, 2, 3 nebo 4. Dévé-li jedno z nich zbytek 1, nemuze
dat druhé zbytek 4, protoze by pak byl jejich soucet délitelny
péti. Podobné je to se zbytky 2 a 3. Mohou byt tedy zbytky
pii déleni &isel m, n Cislem 5 pouze tyto dvojice: (1, 1),
1, 2), (1, 3), (2, 2), (2, 4), (3, 3), (3, 4), (4, 4). V prvnim
piipadé je m =5r + 1, n =55 +1, r, s jsou pfirozen4
Cisla. Pak je m2 4+ mn + n?2 =5(52 + 552 + 5rs + 3r +
+ 35) + 3. Vidime, ze toto &islo neni délitelné péti, jeho
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zbytek pti déleni péti je 3. Podobné se to dokdze ve zbyvaji-
cich sedmi ptripadech. Duavtipnéjsi, i kdyZz trochu vykonstruo-
vany je tento postup: Cislo m2 + mn + n2 je pravé tehdy
délitelné péti, kdyz je délitelny péti jeho dvojnasobek 2(m? +
+ mn + n2) = m? + (m + n)? + n2 Zadné z tisel m, m + n,
n neni délitelné péti, kazdé diva pfi déleni péti zbytek 1, 2,
3 nebo 4, proto jeho druhd mocnina déva pii déleni péti vzdy
zbytek 1 nebo 4. Pak v3ak neni nikdy soucet tii takovych
druhych mocnin délitelny péti.

C-1-6

Je dén &tverec ABCD. Zvolme libovolné v roviné tverce
bod P a oznatme 4, B’, C’', D’ obrazy bodu P v stiedovych
soumérnostech se stfedy v bodech 4, B, C, D. Dokazte, ze
A'B'C'D’ je &tverec. Urlete mnozinu vsech bodu P, pro
které je prunik &tverca ABCD, A'B'C’'D’ nepréazdny.

Dy Co
, D C ,P
D4 _ ] —— 17
i Cls
I K
[ K< |
: A i B
| |
i
VW———— g Bo
A B’
Obr. 4
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Reseni. Usetka AB je stiedni piickou v trojuhelniku
A'B'P (obr. 4) rovnobéznous A'B’, proto je A'B’|| AB,
|A'B’| = 2|AB|. Obdobné to plati pro usetky B'C’, C'D’
a D'A4’'. Je tedy A'B'C’'D'¢tverec, je to obraz ¢tverce ABCD
v stejnolehlosti se stftedem v bodé P a koeficientem 2. Pied-
pokladejme, Ze néktery bod K’ ¢tverce A'B'C’D'lezi soucasné
ve ¢tverci ABCD. Pak lezi ve &tverci ABCD také stied K
useCky K'P, je tedy bod P bodem soumérné sdruzenym
k bodu K’ podle bodu K, pfi¢emz oba body K, K" lezi v ¢tverci
ABCD. Mé-li obracené bod P tuto vlastnost, tj. pro néktery
bod K’ ¢tverce ABCD lezi stted K usetky K'P také ve
¢tverci ABCD, maji ¢tverce ABCD, A'B’'C’'D’ neprazdny
prunik, do pruniku patii bod K'. Body P popsané vlastnosti
vytvoii ¢tverec ApByCoDo, ktery mé s ¢tvercem ABCD spo-
le¢ny stied a rovnobézné strany, pficemz |AgBy| = 3|A4B.

ULOHY SKOLNI CASTI I. KOLA
CcC-S-1

Urcete viechna prirozend Cisla n, pro ktera je Cislo 27 + 1
druhou mocninou ptirozeného ¢&isla.

Reseni. Necht pro prirozené &islo n plati 2% + 1 = m?2,
kde m je také piirozené Cislo. Pak je 2% = (m — 1) (m + 1).
Jsou tedy ¢isla m — 1, m + 1 mocninou ¢&isla 2 s celym
nezapornym exponentem. Vzhledem k tomu, Ze se jejich
rozdil rovnd dvéma, je nutné m —1 =2, m+ 1 = 4.
Proto je n = 3 jediné feSeni Glohy.
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C-S-2

Prvky dané mnoziny M jsou nenulovid celd &isla. Mno-
Zina M obsahuje aspoil jedno sudé, aspon jedno liché, aspori
jedno kladné a aspon jedno zaporné Cislo. DokaZte, Ze v mno-
7iné M existuji dvé &isla, jejichz soucet je Cislo liché a soutin
je Cislo zdporné.

Pozndmka. Cisla ..., —4, —2,0, 2, 4, ... jsou.sudi,
gisla ..., —3, —1, 1,3, ... jsou licha.

Reseni. Necht ac M, be M, &islo a necht je sudé, cislo b
liché. Maji-li &isla a, b opatna znaménka, spliiuji podminky
ulohy. Maji-li ¢isla a, b stejné znaménko, existuje v M ¢&islo ¢
opa¢ného znaménka. Je-li Cislo ¢ sudé, spliuji podminku
alohy ¢&isla b, ¢, v opatném piipadé muzeme vzit dvojici
a, c.

C-S-3a

Do kruznice o poloméru r = 10 je vepsan pravidelny
osmidhelnik ABCDEFGH. Vypoctéte obsah lichobézniku
ABDE.

Reseni. Je |AE| = 20 (obr. 5), |[BD| je délka a strany
¢tverce vepsaného kruznici o poloméru r = 10, tedy a =
= 101_/5. Vyska lichobézniku se rovnd poloviné strany
¢tverce BDFH, takze hledany obsah je 50 (]/E + 1).

C-S-3b
Najdéte vSechny pravothlé trojahelniky, pro které je
délka jedné odvésny aritmetickym pramérem délek druhé

odvésny a prepony.
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Obr. 5

ReSeni. Oznatime-li ¢ délku piepony a a, b délky odvésen,
ma platit 2a = b + ¢ a soucasné a2 + b2 = ¢2. Vyloucenim ¢
4 5
dostaneme 3a2 — 4ab = 0. Jelikoza £ 0,jea = ?b, c= —3—b .
Uloze vyhovuji prévé viechny trojthelniky o stranich 3d,
4d, 5d, tedy trojuhelniky podobné trojthelniku o stranich
3,4,5.

ULOHY II. KOLA
C-1I1-1

Urcete obsah lichobézniku ABCD se zdkladnami 4B, CD,
jsou-li diny délky stran a = |4B|, ¢ = |CD| a délka thlo-
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pricky u = |BD|, pfi¢emz vite, ze thlopfitky AC, BD jsou
navzéjem kolmé.

ResSeni. Bodem C (obr. 6) vedme ptimku rovnob&inou
s pfimkou BD, jeji prusecik s pfimkou AB oznatime E.
Trojuhelniky CDA, BEC maji stejné obsahy, nebot |CD| =
= |BE| a prislusné vysky se rovnaji vysce lichob&zniku.
Proto se obsah § lichobézniku ABCD rovna obsahu pravo-
ahlého trojthelniku ACE, ktery méa pieponu a + ¢, jedna
jeho odvésna ma délku u. Je tedy nutné a + ¢ >ua § =

u S
=—2—]/(a-|—c)2 — ul.

D c C

Obr. 6
C-1-2

Najdéte viechny dvojice pfirozenych ¢&isel m, n, pro které
je &islo (m + n)> — m® — nd> délitelné Cislem 56.

Reseni. Podle tlohy C - I - 5 se vyraz s = (m + n)5 —
— m® — n® rovna 5mn(m + n)r, r = m> — mn + n?, a po-
kud ¢islo 5 nedéli sou¢in mn (m + n), nedéli &islo 5 Cislo r
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a tedy neni &islo s délitelné Cislem 55. Jsou-li Cisla m, n ob&
délitelnd péti, je Cislo s ziejmé délitelné Cislem 56. Je-li pravé
jedno z c&isel m, n délitelné péti, neni péti délitelné zadné
z Cisel m + n, r a Cislo s je délitelné Cislem 56 pravé tehdy,
kdyz jedno z c&isel m, n je délitelné Cislem 5°. Neni-li zddné
z Cisel m, n dé&litelné péti, ale jejich soulet ano, davaji pfi
déleni péti zbytky 1 a 4 nebo 2 a 3. V zadném z téchto pii-
pada neni Cislo r nasobkem péti. Aby ¢islo s bylo délitelné
tislem 59 je nutné a staci, aby byl soucet m + n nasobkem
tisla 55. Takze Cislo s je délitelné Cislem 56, jestlize jsou
&isla m 1 n délitelna péti, nebo je jedno z nich délitelné Cislem
55, nebo je jejich soucet délitelny Cislem 5%, v Zidném dal3im
pfipadné neni s délitelné Cislem 56.

C-1l1-3a
Zjistéte, kolik feSeni ma soustava rovnic

X1 + x2 + x3 + x4 + x5 = X6 + x7 + X,

|x1 X2 x3 x4 X5 x6 X7 x| = 1

v oboru celych ¢&isel.

ResSeni. Z druhé rovnice plyne, ze kazdé z &isel x; se muze
rovnat pouze 1 nebo —1. Je-li x¢6 = x7; = xg = 1, musi se
jedno z &isel x1, xo, ..., x5 rovnat —1, ostatni +1, to je
5 moznosti. Jestlize se jedno z &isel xg, x7, xg rovnid —1
a zbyvajici dvé se rovnaji + 1 (to jsou tfi moZnosti), musi

se dvé z Cisel x1, ..., xsrovnat —1 a tH +1, to je (Z) =10
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moznosti, celkem tedy 3.10 = 30 moZnosti. Obdobné je

tomu v pifipadé x¢ + x7 + xs = —1 (30 moZnosti) a v pii-
padé x¢ = x7 = x3 = —1(5 moZnosti). Celkem m4 soustava
70 feeni.

C-1l-3b

V trojihelniku ABC oznatme R polomér opsané a r po-
lomér vepsané kruznice. DokaZte, Zze |BC| + |AC| — |AB| =
= 2r préavé tehdy, kdyZ plati |AB| = 2R.

ReSeni. Oznatme S stied kruZnice vepsané trojthelniku
ABC (obr. 7) a K, L jeji body dotyku se stranami BC, AC.

Obr. 7

Je pak |BC| + |AC| — |AB| = 2|CK| = 2|CL|. Je tedy
|BC| + |AC| - |AB| = 2r pravé tehdy, kdyZ je |CK| =r,
coZ znamend, z¢ CLSK je &tverec a trojuhelnik ABC je
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pravothly s pravym thlem pii vrcholu C. Je-li trojihelnik
pravouhly s pravym uhlem pfi vrcholu C, splyvé stied pre-
pony AB se stiedem kruZnice trojuhelniku opsané a je tedy
|AB| = 2R. Je-li obricené |AB| = 2R, je usetka AB pru-
mérem kruznice opsané trojuhelniku ABC, ktery je pak
podle Thaletovy véty pravouhly s pravym uhlem pfi vrcho-
lu C. Tim je celé tvrzeni Glohy dokizané.
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