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Kategorie B

_ ULOHY DOMACI CASTI I. KOLA
B-1-1

Najdéte viechny dvojice (p, k), kde p je prvolislo a %k
prirozené ¢&islo, pro néz ma rovnice x2 — 2(p%F + 2)x +
+ p% = 0 FeSeni v oboru celych &isel.

ReSeni. Rovnici upravime na tvar (x — pk — 2)2 =
= 4(p* + 1). Vidime, Ze rovnice md privé tehdy Feleni
v oboru celych &isel, kdyz je &islo |/p* +1 celé, tedy pF =
=m?2 — 1 =(m — 1)(m + 1), pro n&které celé Cislo m. Pak
musi existovat celd nezapornd &isla a,b tak,ze p* =m — 1,
pb =m + 1, k = a + b. Odettenim prvnich dvou rovnosti
dostaneme p%(pb—2 — 1) = 2, a tedy

P(t =2 P{I =1
nebo
ph—a —1=1 be—a —1= 2.
V prvnim pfipadé je p = 2, £ = 3, v druhém pripadé je

P =3, k= 1. Jsou to jedind dvé feseni ulohy.
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B-1-2

V kazdém pravouhlém trojihelniku o pieponé ¢ a od-

vésnich a, b plati 2(au? + bv?) < 5cw?)/2, kde u, v, w jsou
po fadé délky téznic k strandm a, b, c. DokaZte.

Obr. 8

Reseni. Vyjidiime si nejdfive u, v, w pomoci a, b, piitemz

[ [ a\2
vime, Ze ¢2 = a% + b2 Je (obr.8) u = ] (—-2—> + b, v =

2
e V<—2-) +a w= > J/a% + 2. Méame tedy dokézat ne-
rovnost

a3 b3 -1

2\ ab + r + a%b + r < 51/2.?(]//612 + b2)3,
kterou upravime na ekvivalentni tvar

2a + b)(a? + 3ab + b2) < 5|2 |a® + b2.(a% + b2).

Jea+b=< ]/5 ]/aT}—_l;E, nebot a2 + 2ab + b2 < 2(a% + b2).
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Dile je 2(a? + 3ab + b2) £ 5(a% + b%), nebot 0 < 3(a? —
— 2ab + b?). Vyndsobenim téchto dvou nerovnosti dosta-
neme nerovnost, kterou jsme méli dokdzat.

B-1-3

Jestlize pro kladna Cisla a, b, ¢, p, ¢, r plati ac = b2, pr = ¢2,
tak plati také (a + p)(c + r) = (b + ¢)2. Dokazte. Ukazte
dale, kdy plati v poslednim vztahu rovnost.

ReSeni. Settenim obou nerovnosti z predpokladu dosta-
neme ac + pr = b + g2, jejich vyndsobenim a odmocnénim

dostaneme nerovnost |/

acpr = bq. Pro nezaporna Cisla u, v

plati « + v = 21,"'u'v. Polozime-li # = ar, v = ¢p, miame

ar + cp = 2|larcp = 2bq. Seltenim s prvni odvozenou ne-
rovnosti dostaneme dokazovanou nerovnost. Rovnost bude
platit pravé tehdy, kdyz bude platit ac = b2, pr = g2 a ar =
= ¢p. Z téchto rovnosti plyne acpr = b2¢2, dosadime-li za ar
vyraz cp, dostaneme ¢p = bg = ar,takze a:b:c=p:q:r
a ac = b2 Plati-li obricené tyto vztahy, plati rovnost

(@a+p)(c+1r)=(+q>
B-1-4

Je déna kruznice k se stfedem S a na ni dva body 4, C
(4 # C). Jaka je nutnd a postacujici podminka pro velikost
uhlu ASC, aby existoval rovnobéznik ABCD, jehoz obvod
ma s kruznici & Sest spole¢nych bodu ?

Reseni. Predpoklidejme, Ze existuje rovnobéznik ABCD
spliiujici podminku ulohy. Ozna¢me ¢ velikost konvexniho
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uhlu ASC (obr. 9). Oznaceni bodu B, D muzeme zvolit tak,
aby body D a S lezely v téze poloroviné s hrani¢ni pfimkou
AC. Oznatme K, L, M, N ty vnitini body stran 4B, BC,
CD, DA rovnobézniku ABCD, které lezi na kruZnici &, dile
oznatme o = | NAC| = |x LCA|, p = |x KAC| =
=[x MCA]. Piimka AC svird s te¢nou kruznice k£ v bodé C

ﬁhel , proto je o << —— ﬂ < i Také uhel ADC je men-

§i nez PX protoze bod D lezi ve vnéjsi oblasti kruznice k.

Pritom je | ADC| =180° —a — f < % Seltenim po-

slednich tfi nerovnosti dostaneme 120° << ¢. Je-li obricené
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L4

tato nerovnost splnéna, mizeme zvolit « tak, aby 90° — 4

<

<a< Z Rovnobéznik ABCD, pro kteryjepak | BCA| =
= |x BAC| = a, spliiuje podminky ulohy. Je pak totiZ
| ADC| = 180° — 2« < —?i, takze jsou body D, B body

vnéj$i oblasti kruznice k.
B-1-5

Najdéte vSechny uspoiddané dvojice (p, g) prvolisel p, g,
pro které plati 3p2 + 6p = 2¢2 + 7q.
Reseni. Rovnici upravime na tvar

3p(p +2) = q(2¢ + 7).

Je vidét, Ze prvocislo ¢ déli soudin 3p(p + 2), takze musi délit
jedno z &isel 3, p, p + 2. Jestlize g déli Cislo 3, je nutné
g = 3, jestlize déli &islo p, rovnd se Cislu p. Snadno zjistime,
ze ¢ = 3 ani ¢ = p nevyhovuje. Musi tedy byt p + 2 na-
sobkem ¢isla ¢, polozme p + 2 = kg, k pfirozené (islo.
Dosadime-li do dané rovnice p = kg — 2, dostaneme
g(3k% — 2) = 6k + 7. Jelikoz je g > 1, je nutné 3k2 — 2 <
< 6k + 7, po upravé (k — 1)2 < 4. Prichazeji tedy v uvahu
pouze hodnoty %k = 1, 2. Vyhovuje viak pouze k2 = 1, pro
které je ¢ = 13, p = 11. Dvojice (11, 13) je jediné FeSeni
ulohy.
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B-1-6

K danému &tverci ABCD sestrojime kruZnici & se stie-
dem A4 a polomérem |AB|. Na strané BC zvolime bod E,
na strané CD bod F tak, aby pfimka EF byla te¢nou kruz-
nice k. Oznalme G stied tGseC¢ky 4D, H prusetik pfimek
CG, EF a K prusetik piimek AH, CD. Dokazte, ze pfimka
EK je osou uhlu CEF.

ReSeni. Oznaéme L prisetik piimek CG a AB (obr. 10),
T bod dotyku pfimky EF a kruznice k2 a M patu kolmice
vedené bodem K k pfimce EF. Protoze bod G je stiedem

D C
T \
/ \ E
GL—"1 -
/ k
/ ’
e /
L A B
Obr. 10

tsetky AD, je |AL| = |AB| = |AT|. Trojuhelniky ALH
a KCH jsou stejnolehlé, stfedem stejnolehlosti je bod H.
V téze stejnolehlosti si odpovidaji trojahelniky ATH a KMH.
Jelikoz je |AL| = |AT|, je také |KC| = |KM|. Pak jsou
ovSem trojuhelniky ECK a EMK shodné, nebot jsou pravo-
uhlé, maji spole¢nou pieponu EK a stejné dlouhé cdvésny
KH, KC. Shoduji se proto i v uhlech proti témto odvésnim,
tji. |x KEM| = |x KEC|, coz jsme méli dokézat.
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ULOHY SKOLNI CASTI I. KOLA
B-S-1

Najdéte vSechna cela kladna C&isla n, pro ktera je <&islo
27 — 1 druhou mocninou celého kladného ¢isla.

ReSeni. Je-li pro piirozena &isla #, m splnéna rovnost
27 — 1 = m?2, musi byt &islo m?2 a tudiz i Cislo m liché. Po-
lozme m = 2k — 1, k ptirozené. Pak je 27 = 4k2 — 4k + 2.
Prava strana je délitelnd dvéma, neni v3ak délitelna ¢tyfmi.
Proto je nutné n = 1, je to jediné feSeni ulohy.

B-S-2

Je ddno n reédlnych C&isel x1, x2, ..., x, takovych, ze
n n n
S x? =3 x} = 1. Dokazte, z2e > x] = 1.
i=1 i—1 i1

ReSeni. Jelikoz se souet druhych mocnin danych &isel
rovnd jedné, rovni se kazdé z nich v absolutni hodnot&
nejvyse jedné, tj. [x;) < 1 proi =1, 2, ..., n. Pak je oviem
x} < |x}| £ x3, ptiCemZ x} = x} pouze tehdy, je-li x; = 0
nebo x; = 1. Podle predpokladu se soucet tfetich mocnin
danych &isel rovnd soultu jejich druhych mocnin, proto se
kazdé z nich rovné nule nebo jedné. JelikoZ se kazdy z téchto
soutdl rovnad jedné, rovnd se jedné pravé jedno z danych
¢isel, ostatni se rovnaji nule. Pak je oviem roven jedné i sou-
et jejich sedmych mocnin.
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B-S-3a

Uvnitit rovnostranného trojuhelniku lezi usetka PQ délky
10. Usetku PQ promitneme kolmo na viechny tii strany
trojuhelniku. Pri jaké poloze dseCky PQ je soulet délek
vSech tii praméta nejvétsi?

ReSeni. Sviri-li pifimka PQ s nékterou stranou trojihel-
niku thel « < 30°, svird s jednou dalsi stranou thel 60° — «
a s tfeti stranou uhel 60° + « (obr. 11). Soucet délek viech

Obr. 11

tii praméti je 10[cos o + cos (60° + o) + cos (60° — a)] =
= 20 cos «. Tento soulet je nejvétsi pifi o = 0°. Svira-li
pfimka PQ s nékterou stranou trojuhelniku whel vétsi nez
30°, svird s nékterou jinou stranou uhel mensi nez 30° a mi-
zeme tento pfipad prevést na piedchazejici. Je tedy soucet
délek vSech tii pramétd nejvétsi, pravé kdyz je usetka PQ
rovnobéznd s nékterou stranou trojihelniku.

B-S-3b

Na stranach AB, AC trojihelniku ABC jsou po fadé
zvoleny body M, N tak, ze |MB| = [NC| a obsah trojahelniku
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AMN se rovni jedné poloviné obsahu trojihelniku ABC.
" Vyjadrete velikosti usetek AM, AN pomoci b = |AC|,
¢ = |AB)|. Zjistéte, kdy maji trojahelniky AMC, BMC stejny
obvod.
ReSeni. Oznatme |MB| = |[NC| = x, obr. 12. Obsah

1
trojuhelniku ABC je ) bc sin o, obsah trojahelniku AMN

Obr. 12

1
je > (b — x) (¢ — x) sin «. Z podminek dlohy plyne pro x
rovnice 2(b — x)(¢c — x) = bc. ProtoZze musi byt x < b,
1 PR
x < ¢, dostaneme x = —2—(6 + ¢ — /b2 + ¢?).Jepak |[AN| =

1 P 1 PR
= (b—c+ |2+ ¢, |[AM| = —2'(0 — b+ |82 + ).
Obvody trojuhelnika AMC, BMC jsou pravé tehdy stejné,
kdyz je |AC| + |AM| = |BC| + |[BM|, 4. a = |/b% + ¢2,
tedy kdyz je trojuhelnik ABC pravothly s pravym uhlem
pfi vrcholu 4.
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ULOHY II. KOLA
B-II-1

V trojuhelniku ABC urdete na strané AC bod P tak, aby
platilo: Jestlize piimka rovnobézna se stranou 4B protne
use¢ky AP, PB, BC po fad¢ v bodech R, S, T, je |AR| =|ST|.

Reseni. Necht P spliiuje podminku alohy a necht R, S, T
jsou pruseliky usetek AP, BP, BC s pfimkou rovnobé&znou
s pfimkou A4B. Oznatme Q pruselik use¢ky BC a pfimky
vedené bodem P rovnobézné s AB (obr. 13). Z podobnosti

Obr. 13

trojuhelniki ABP, RSP a z podobnosti trojuhelnika PBQ,
SBT plyne |AR| : |AP| = |BS| : |BP| = |ST| : |PQ|. Z rov-
nosti |AR| = |ST|plyne |AP| = |PQ| a obrécen&. Ptitom je
|AP| = |PQ| pravé tehdy, kdyZ je trojuhelnik APQ rovno-
ramenny se zdkladnou 4Q. To nastane zase pravé tehdy,
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1
kdyz je | PAQ| = > |« CAB|. Bod P tedy urtime takto:

Osa uhlu CAB protne stranu BC v bodé Q, bodem Q vedeme
rovnobézku s piimkou AB, jeji prusetik se stranou AC je
bod P, ktery splituje podminku ulohy.

B-11-2

Spojnice stfedu protilehlych stran konvexniho ¢tyfuhelniku
rozdéli ¢tyfahelnik na ¢tyfi Ctyfahelniky. Obsahy tii z nich
jsou 8, 16, 20. Urcete obsah ¢tvrtého.

Reseni. Necht ABCD je konvexni Ctyiahelnik (obr. 14),
K, L, M, N necht jsou po fadé stiedy usetek AB, BC, CD, DA

a P prusetik uhlopfitek KM, LN rovnobézniku KLMN.
Trojahelniky AKP a BKP maji stejny obsah, nebot K je
stied useCky AB. Totéz plati pro dvojice trojuhelnika BLP
a CLP, CMP a DMP, DNP a ANP. Z toho plyne, Ze soucet
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obsahu ctyftahelnikd 4KPN, CLPM se rovna souctu obsahtu
zbyvajicich dvou ¢&tyfuhelnikt BKPL a DMPN. Kazdy
z téchto dvou souctu se rovna PY kde S znati obsah celého
¢tyfuhelniku ABCD. Kromé toho je KL stfedni pricka
trojuhelniku ABC, proto se obsah trojuhelniku KLB rovna
jedné Ctvrtiné obsahu trojihelniku ACB. Obdobné to plati
pro trojuhelniky DMN a DCA a rovnéZ pro dvojice troj-
uhelnika AKN, ABD a CML, CDB. Jelikoz se soucet

S
obsah trojuhelnika KZLBa DMN rovné i souet obsahu

S
¢tyfahelnika PKBL a PMDN je roven PX rovnd se obsah

kazdého z trojuhelniki PKL a PMN a také trojahelnika

S
PNK a PLM hodnoté rE Na zacatku FeSeni ulohy jsme si

odvodili, Ze soucet obsahu dvou protéjsich ¢tyfuhelnika se
rovnd souctu obsahu zbyvajicich dvou protéjsich Ctyithel-

nika a kazdy z téchto soucta se rovna P Jestlize obsahy tii

z Ctyfahelnika jsou 8, 16 a 20, musi se obsah ¢tvrtého nutné
rovnat 4 nebo 12 nebo 28, obsah § se pak v uvedenych
piipadech rovnd 48 nebo 56 nebo 72. Kdyby se obsah
tieba Ctyfahelniku PKBL rovnal 4, byl by jeho obsah mensi

nez obsah trojuhelniku PKL, ktery by se rovnal § = 6, coz

neni mozné. Stejné tak nevyhovuje hodnota 28, protoze

S
jeden z Ctyfuhelniki by mél obsah 8 a ry by bylo 9. M4

61



tedy dany Ctyiahelnik obsah S = 56 a obsah &tvrtého Ctyi-

thelniku je 12. Ukazeme si je$té konstrukci takového &tyi-

thelniku. Zvolime k tomu libovolny rovnobé&znik KLMN
S

o obsahu 5= 28. V poloroviné opa¢né k poloroving KNM

vedeme s KN rovnob&zku u tak, aby pro kazdy jeji bod 4

S
(obr. 15) se obsah trojuhelniku AKN rovnal 8 — 8 1.

Obr. 15

Stejné tak musi bod B lezet na rovnobézce s pfimkou KL

S
tak, aby se obsah trojuhelniku BKL rovnal 12 — ks
Protoze K musi byt stfedem usetky AB, lezi bod B také
na pfimce soumérné sdruzené k piimce u podle bodu K.
K bodiam B, A jiz pak sestrojime body C, D. Ctytuhelnik
ABCD mai pozadované vlastnosti.
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B-1Il-3a

Jsou-li oy, a2, . . ., a, v radidnech méfené velikosti vniténich
uhla konvexniho n-uhelniku a n > 4, pak plati

7 1
2 %z 5 (n—2)m

=1

Dokazte a urlete, kdy plati znaménko rovnosti.
ReSeni. Seftenim nerovnosti (x; — 2;)2 >0 pro i >;
dostaneme

n n
(n—1)3a 223wy,
i=1 i>j
n n 2
tedy 7 > «f = ( > oti) . Posledni nerovnost plyne téZ pfimo
i1 i=1
z tzv. Cauchyovy nerovnosti. Pro souet vnitfnich uhli
konvexniho n-uhelniku plati

z oA = (fl = 2) T,
i—1
tedy

Za-gn(n 2)%n2.

1 1
Podle piedpokladu je n = 4, takze ~”— (n—22 = Y (n—2),

¢imz je nerovnost ulohy dokazina. Rovnost nastane, pravé
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kdyZz je n = 4 a vSechny vnitini uhly &tyfdhelniku jsou si
rovny, tedy kdyZ je mnohothelnik obdélnik nebo &tverec.

B-Il-3b

Najdéte vSechna feSeni rovnice xyz = 3(x + 3y + 2)
v oboru celych kladnych &isel. ReSeni, kterd se lisi jen pota-
dim, nepovazujeme za raznd.

Reseni. Je-li trojice x, v, z fefenim dané rovnice v oboru
prirozenych ¢&isel, je aspon jedno z Cisel x, y, z délitelné
tfemi; necht je to napfiklad x, x = 3k, k pfirozené (islo.
Pro ¢Cisla &, y, z pak plati kyz = 3k + y + =z, takZe k(yz —
—3) =y + 2. Musi tedy byt nutné yz —3 =y + 2,
tj. (y — 1)(2 — 1) < 4. Bez Gjmy obecnosti muzeme jesté
predpokladat y < 2. Pro y =1jek =1+ ;—j~§, takze
jsou moznosti z =4, k=5, x =15 nebo z =5, k =3,
x=9 nebo z2=7, k=2, x =6. Je-li y =2, je 25,
z+2
%8 —3"

takze z = 2, k=4, x =12 nebo z =5,

+3 s 3
¢ —
32_3333’3 5

k=1, x =3.Proy=4je 2z <2, coZuz nemusime uva-
Zovat.

Uloha mi 6 feseni: (1, 4, 15), (1, 5, 9), (1, 6, 7), (2, 2, 12),
(2,3,5)a (3,3, 3).

F:4
k=1,x=3.Proy=3jez<3, k=7
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