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Kategorie A

ULOHY DOMACT CASTI I. KOLA
A-1-1
Redlna funkce f je definovdna na mnoziné vSech uspofada-

nych dvojic (n, x), kde n > 1 je pfirozené Cislo, x je redlné
tislo. Funkce f spliiuje podminky

M [, x) = x,
©) f@n, x) =n + f(n, x + 1),
3) fCn +1,x)=n+f(n+1,x + 1).

Dokazte, Zze pro n = 2 a kazdé redlné Cislo x plati
4) f(n, x) =n + x + [logo(n — 1)].
(Symbol [x] znadi celou ¢&ast &isla x.)
ReSeni. Tvrzeni dokiazeme matematickou indukci. Dosa-

zenim n = 1 do rovnosti (2) a pouzitim (1) postupné do-
staneme
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2, x)=1+fL,Lx+1D)=14+x+1=2+x=
=2 + x + [logz1],
vztah (4) tedy plati pro n = 2 a libovolné redlné x.
Predpokliadejme, ze rovnost (4) plati pro kazdé pfirozené
k << n a pro viechna realna x, a dokdZeme, Ze pak plati i pro
k = n a libovolné reilné x.
Je-li n = 2k, je podle (2) a podle indukéniho predpokladu
(k< m)
fn, x) = f2k, ) = k + fk, x + 1) =
=k +k+x+1+ [loglk—1)]) =
=2k + x + [1 + log2(k — 1)] =
=2k + x + [log:(2k — 2)] =

=2k + x + [log2(2k — 1)] = n + x + [loge(n — 1)].

Zde jsme vyuzili toho, ze [logam] = a, pravé kdyz 2¢ < m <
< 2¢"1, Pro m = 2k — 2 odtud plyne

20 < 2k — 2 <2k — 1 < 201
ale 2k — 1 je liché, takze 22 < 2k — 1 < 2271 a tudiz
[loga(2k — 1)] = a = [loge(2k — 2)].
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Je-li n = 2k + 1, je podle (3) a podle indukéniho pted-
pokladu

fin,x) =fCRk+ 1, x) =k +flk+1,x +1)=
=k +(k+1+x+1+ [logk]) =
=2k + 1 + x + [log22k] =
=n + x + [logxn — 1)].
A-1-2

Funkce f zobrazuje interval | = (—¢, ¢), ¢ > 0, do mnozi-
ny komplexnich Cisel tak, ze pro kazdé ¢ € | plati

[f(t)] = f(t)(cos t + isint),
Il —1 =) — 3
a ke kazdému ¢ € | 1ze nalézt s € | tak, Ze

2[f(D)] <|f(s)l.

Vypoctéte ¢ (na tii platné Cislice) a vypoctéte f(z), vite-li,
ze| f(to) = 5.

Reseni. Funkce f je komplexni funkce reilné proménné.
Z podminky |f(z) = f(r)(cos ¢t + isin ) je vSak vidét, Ze
S(t) =|f(?)| (cos t — isin ¢), k ureni f proto staCi urcit real-
nou funkci g, g(z) = | f(2)|.
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Umocnénim druhé podminky dostaneme
(g(1) — 1)* = |g(2) cos t — 3 — i g(1) sin ]2,
g¥ (1) — 28() + 1 = (g(t) cos t — 3)* + (g(r) sin 1)* =

= g¥(t)(cos?t + sinr) — 6g(7) cos t + 9,

3cost — 1

) &) =

Aby funkce f byla dobfe definovina, musi byt g(z) > 0 pro

viechna 7 z defini¢niho oboru | = (—c, ¢), takze cos > Els
) 1 1 1
Protoje (—c,¢) = | —arccos 3> arccos - ,tj. ¢ < arccos 3

Protoze pro kazdé tre(—c¢, ¢) existuje s € (—c, ¢) tak, Ze
g(s) > 2g(1), musi byt funkce g neomezend. Odtud plyne, Ze

je ¢ = arccos = 1,23 (hodnotu ur¢ime pomoci tabulek ne-
bo pocitatky).

3
Je-li | f(20)] = 5, je podle (1) cos 79 = 52 tedy |sin zp| =

4
=g e Odtud plyne, ze je f(20) = | f(20)) (cos g — i sin 29) =
5 . + i : 3+ 4i
A 5 1 5 - —_ 41.
Jiné FesSeni. Hodnoty funkce f lezi na vétvi hyperboly
uréené (v komplexni roviné) rovnici
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gl —z,— 3] =1

s ohnisky v bodech (s komplexnimi soufadnicemi) 0 a 3
(obr. 16).

Obr. 16

Ptitom podle prvni podminky je
f() = ()l (cos t — isin 2) = [f(2) (cos (—1) + isin (*I)),.

takze pro ¢ € (—c, ¢) dostaneme hodnotu f{(z) jako prusetik
dané vétve hyperboly s polopfimkou s pocatkem v 0 a svirajici
s redlnou osou thel —z (v obloukové mife). Podle treti
podminky ulohy je funkce f neomezend, takze pro [t| = ¢
uvedené polopfimky uz danou vétev hyperboly neprotinaji,
tj. poloptimky
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2z = |z|le"ic, z = |z|eic

jsou rovnobézné s jejimi asymptotami. Jak snadno zjistime,
1
mé dand hyperbola hlavni poloosu a = 5 @ excentricitu

a 1

£ =55 takze pro hodnotu ¢ plati cos ¢ = - =3

Je-li [f(20)] = 5, plyne z rovnice hyperboly | f(79) — 3| =4,
trojuhelnik s vrcholy 0, 3, f(2) je tedy, jak snadno zjistime,
pravouhly (obr. 17), a proto f(z9) = 3 + 4i.

5
P!
Obr. 17
A-1-3
Necht n je pfirozené Cislo, 1 £ a1 £ as < ... < ay, by, b,

..., by jsou redlnd Cisla. Kolik feSeni ma soustava rovnic
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ax1 + x2 4+ ... + x5, =b

x1 + asxz + ... + xXp = bo

X1+ x4 ... 4 apxy = by?

Provedte diskusi.
Reseni. Pripad n = 1 je trividlni, budeme predpoklidat,
Zen = 2. Je-li a1 = 1, ma preni rovnice tvar

1 x4+ X2+ ...+ x5 = by,

dosadime-li tedy do zbylych rovnic soustavy, dostaneme sou-
stavu

(ai—l)xi—i—bl:bi, 2§1§n.

Odtud je vidét, ze pro 1 = a; = ... = a; m4 soustava fe-
Seni, jen kdyZz b1 = b2 = ... = b;. Pak dostaneme k> 1
stejnych rovnic (1), a pokud 2 < n a a1 > 1, je

b — b

@ %= k+1=<j=<n

Pro a2 > 1 ma tedy dan4 soustava vidy jediné feSeni

n bi - bl
LR =t
i—=2
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by — by

xXp= 275 ).

v 2=sj=n)
Pro 1 =a = ... = ax (k > 2) mi soustava feSeni, pravé
kdyz by = b = ... = b;. V tomto pfipadé md soustava ne-
kone&n& mnoho feSeni, nebot neznimé xpi1, ..., Xp jsou

jednoznaln& uréeny vztahem (2), ale pro neznamé xi, ..., Xk
méme jedinou podminku

1

x1+x24+ ... +xx=b — Z Xj.
j=k+1

Je-liag >1,t.1 <a1 £ a2 £ ... £ ay, dosadime z prvni
rovnice

n
Z x; = by — (a1 — Dxy
i=1
do ostatnich rovnic soustavy
n

(a; — l)x,- + Z x; = by 2
DN

AN
~.
AN
R

takze dostaneme

b;—b1+(a1~1)xl.
a;—l

Xj =

Z prvni rovnice pak plyne
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(ar — Dx1 + a1 + (a1 —1Dx o1 b
i1 §=1

Vidime, Ze v tomto pfipadé m4d soustava jediné FeSeni

b b;*—bl
1__ at—l
X1 = =1 - ,
ofie 3!
<a1_) + ai—lv
=1
bj — by + (a; — Dx
. @=Dn h<ism.
a;—l

Zdvér. Pro n > 2 ma dana soustava jediné feSeni, pravé
kdyz a> > 1. Pokud ay=ax= ... =a =1 (k> 2), mi sou-
stava nekonecné mnoho feseni, pravé kdyz by = b2

= by; jinak nemd zddné feSeni.

A-1-4

Necht body A4’, B’, C’ lezi na jednotkové kruznici se
sttedem § opsané trojihelniku ABC tak, Ze dvojice vektori
SA”aBC, SB’ a CA, SC’ a AB jsou souhlasné rovnobézné.
Jsou-li P a P’ obsahy trojuhelniki ABC a 4'B’C’, pak plati

HH

N"cl

Dokazte.
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ReSeni. Jsou-li o, f, v uhly daného trojuhelniku ABC,
plati pro uhly trojuhelnika SB'C’, SC'A’, SA'B’, jak snadno
plyne z konstrukce bodu 4’, B’, C’ (obr. 18),

Obr. 18

|x BSC'|l=7n—ua, |xCS4'|=7—§,
|xA'SB'| =7 —y.

Oznatme R polomér kruZznice opsané obéma trojuhelnikim
ABC, A'B'C’, pro obsah P’ trojuhelniku A4'B’C’ pak plati

P o= .%_ R2(sin(m — «) + sin(w — f) + sin(w —y)) =
1

Il

1
> R%(sina + sin f + siny).
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Obsah P trojuhelniku ABC muZeme vypocitat razné. Tak je
napr.

> 1 . abc
=5 absiny = AR’

nebot pro tétivu délky ¢ s obvodovym uhlem y plati (obr. 19)
¢ = 2R sin y. Tak dostaneme i vztah

Obr. 19
1 . . - .
@) = —2—ab siny = 2R? sin « sin f sin y.
Ze znimé nerovnosti
x+y4+z s
3) e

3

kterd plati pro libovolna tfi nezdporna &isla x, y, 2, a z rovnosti
(1) a (2) tak plyne nerovnost
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If

2P V P
—_— o
3R 2R?

neboli (R = 1)

Pl

v

3 s
2

coz je nerovnost, kterou jsme méli dokazat.

Rovnost nastane, pravé kdyZ nastane rovnost v nerovnosti
(3), tj. pravé kdyz sin « = sin = sin y, tedy pravé kdyz
dany trojihelnik ABC je rovnostranny (trojahelnik A'B'C’
pak bude také rovnostranny).

A-1-5
Necht funkce f je pro s > 0, z > 0 definovéna pfedpisem

si(1 — s1)
A+ +e)

fGs, 0) =

Dokazte, ze tato funkce nabyva svého maxima pravé v jed-
nom bodé. Naleznéte tento bod a maximum funkce.

Reseni. Podle znimé nerovnosti s> + 2 > 25z (s, ¢ > 0)
pro funkci f plati

st(l — s1) st(1 — s1) st(1 — s1)
< — =
S22 T L4222 (1 + s’

1) =
f(si ) 1 +
pii¢emz rovnost nastane, pravé kdyz s = ¢.
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Funkce f tedy nabyva maxima na nékteré hyperbole st = u

pros =1 = ]/; (ptiCemz stali uvazovat 0 << # << 1, kdy je
f(s, ©) > 0). Funkce

ma4 derivaci

A+ w2 (—2u+ 1) —2(1 + u)(u—u?) _ —3u +1
1+ ) M up?

W (u) =

1
takZe funkce 4 je na intervalu <O, —3~> rostouci a na intervalu

1
<~3—, oo) klesajici. Odtud plyne, Ze funkce f nabyva svého
1

/
maxima v jediném bod& (s, 7), s = ¢ = ]/ 5 a e

D)

Pozndmka. Vhodnou upravou muZeme vyuZit nerovnosti

x + )2
xy £ Q Je totiz
4
u(l —u)
hu) = ——— =
() (1 + u)?
1 2u(1 —u) 1 1 1

— < - N
2 A tap = alqup aAFW=7
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Odtud plyne, ze funkce % nabyva svého maxima pro 2u =

1 1
=1—u tju= 30 takze f(s, 1) £ e rovnosti pro s =

A-1-6

Sachovnice se sklddd z 8 X8 poli vytvéiejicich &tverec. V&
je jedna z figur, jimiz se hraje $ach. Rekneme, Zze dand v&z je
neohrozena, jestlize v fadku a sloupci, ve kterém se naléza,
uz neni jina véz.

a) Urcete pocet takovych rozmisténi 8 vézi na Sachovnici,
pfi nichZ je kazd4 z nich neohroZena.

b) Urcete pocet takovych rozmisténi 8 vézi na Sachovnici,
pii nichz je aspoii jedna z nich neohrozena.

c) Urcete pocet takovych rozmisténi 8 vézi na Sachovnici,
pfi nichz je aspoil jedna z nich neohrozena a zddné dvé nejsou
v témze fadku.

d) Reste ulohy b) a ¢) pro &tvercovou $achovnici skladajici
se z nXn poli, pfitemZ rozmistujeme k& vézi (1 < k < n).

ReSeni. Mime-li na 3achovnici 8 X8 rozmistit 8 vézi tak,
aby se z4dné dvé neohroZovaly, musi stit v kazdém sloupci
a v kazdém fadku pravé jedna véz.

Pro umisténi véze v prvnim sloupci midme 8 moZnosti.
Pro kazdou z téchto moZnosti mdme 7 moZnosti, jak umistit
véz ve druhém sloupci (jeden fidek je blokovan vézi z prvniho
sloupce), pro umisténi vézi v prvnim a druhém sloupci je
tedy 8.7 = 56 moznosti. Pro kazdou z nich mame 6 moz-
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nosti, jak umistit véz ve tfetim sloupci, atd. Celkem je tedy
8.7.6. ... .2.1 = 8! moznosti, jak véZe rozmistit. (Ke
stejnému vysledku lze dospét také takto: kazdému rozmisténi
vézi prifadime posloupnost osmi ¢isel aj, ao, ..., as tak, Ze
v daném rozmisténi stoji v 7-tém sloupci véZ v a;-tém Fadku.
Jelikoz se véze neohrozuji, je posloupnost ay, az, ..., as po-
fadim ¢isel 1, 2, . . ., 8; a naopak kazdé poradi davé popsanym
zpusobem rozmisténi neohrozujicich se vézi. Hledany pocet
rozmisténi je tedy roven poctu poradi osmiprvkové mnoziny,
tj. 81.)

Dile vyfesime rovnou obecnou ulohu pro % vézi a Sachov-
nici nXn. V tomto pfipadé je vhodné nejprve uvazovat véze
rozliSené ocislovanim vy, va, ..., k.

Ozname A; mnozinu viech rozmisténi, ve kterych je véz v;
neohroZena, i € {1, 2, ..., k}. Chceme urtit polet rozmisténi,
ve kterych asponi jedna vé€Z neni ohroZzoviana, tj. pocet prvka
mnoziny A; U A2 U ... U Ag. Podle principu inkluze a ex-
kluze (viz napf. Vrba, A.: Kombinatorika. 1. vyd. Praha,
Mladsi fronta 1980. SMM, sv. 45) je

M) ALV AU U Akl = (AL Al e+ A —
— AL N Al — AL N A3l — ... — A DA +
+ At NANA3 + ...+ [Are N A NAL — ... +
+ (=D)AL nAs Nl N AL

Necht 1 <7 < k. Je-li w j-prvkovd podmnoZina mnoZiny

{1, 2, sy k}, pak [NA;] =[Ar NA2 N ... NAy. Stati

proto urdit Cislo |A; N Az N ... N Ay, tj. pocet rozmisténi,
ve kterych jsou véze vy, v2, ..., v; neohrozeny. V&z vy mu-
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Zeme umistit #% zpusoby (do kteréhokoli poli¢ka), pro wzs
zbyvéd (n — 1)2 moznosti (jeden fddek a jeden sloupec jsou
blokoviny vézi v1), atd. aZ v; maZzeme umistit (n — j + 1)2
zpusoby. Véze vj,1, ..., v; jiZ mizeme umistit libovolné ve
zbylych (n — ;)2 polich (nesmime vstoupit do radka a sloup-
¢t pouzitych pro véZe vi, ..., v;). Takovych rozmisténi je

((n ) ) (kB — 7)! (pocet variaci k — j prvka z (n — j)2-prv-

kové mnozmy). Je tedy

A1 NA2 N .. NA; =

— )2
= n¥n — 12 ... (n—j + 1) (<Z 7) ) (B — L.
—J
Po dosazeni do (1) dostdvame

ArtU AsU ... U A =

~§< a(en— 12—y 1e( ) =

S () or(sF)o-

Jestlize nyni zapomeneme na rozliSeni jednotlivych vézi,
bude vidy k! rozmisténi stejnych, takze hledany pocet je

b 2 ) (a7
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Druhou ¢&ast ulohy d) vyfeSime obdobné. Oznatme B;
mnozinu viech rozmisténi, ve kterych neni vé€Z v; ohroZena
a pfitom 74dné dvé véze nestoji ve stejném fadku. Podle
principu inkluze a exkluze pak je

Biu Bou ... U Byl =B + [Bo| + ... + |Bi| —
— By "By — ... — |Bp-1 "Byl + ... +
+<*-1)"'_1|Bl NBN ... (‘\Bk}

Protoze
By "nBanN ... NBy| =
=nn—12...(n—j+ 12(m —)in—j)(n—j—1)...
ce.(n—k+ 1),

je
iBIU BQU s ne LJ B},-,[ =

S () [ v (e

Stejné jako v pfedeslém piipadé (zapomeneme-li na rozliSeni
vézi) dostaneme hledany pocet rozmisténi jako

i i o () () ame - (0 @ =i

j=1
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Pritom ve viech soultech klademe 0° = 1 (napt. proj = k =
=n).

ULOHY SKOLNI CASTI I. KOLA
A-S-1

Je dan pravouhly trojuhelnik ABC. Na kolmici k pfeponé
AB prochézejici bodem B sestrojime v poloroviné opatné
k poloroviné ABC bod D tak, aby platilo |[BD| = |4B|.
Na kolmici k BC bodem B sestrojime v poloroviné opatné
k poloroviné BCA bod E tak, aby |BE| = |BC|. Oznatme S

Obr. 20
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stied useCky CE, O stied useCky AD a F prusetik primek
AE, CD. Dokazte, ze ¢tyithelnik OBSF je deltoid.

Reseni. Trojuhelnik DBC vznikne z trojahelniku ABE
otoenim o pravy uhel kolem bodu B (obr. 20), takze odpo-
vidajici si strany CD a EA jsou navzdjem kolmé. Body B
a F proto lezi jednak na Thaletové kruznici nad prumérem
AD, jednak na Thaletové kruznici nad prumérem CE. Osa
spole¢né tétivy BF obou téchto kruznic prochézi jejich stfedy
O a S a &tyfuhelnik OBSF je tedy osové soumérny podle

|BE| |BD|
osy uhlopfi¢tky BF. Protoze |BS| = —— < —— = |BO|,
2 )2
neni OBSF kosoltverec, ale deltoid. Jak je vidét z uvedeného
feSeni, OBSF bude kosoltverec, pravé kdyz |BC| = |4B|,
jinak vznikne deltoid. Tvrzeni pak plyne nejen pro pravo-
uhlé trojuhelniky, ale obecné pro libovolny /\ ABC, v némz
|4B| # |BC|.

A-S-2

a) Kazdé pole ¢tvercové tabulky 55 je obarveno pravé
jednou z barev bild, ¢ernd. DokaZte, Zze v tabulce existuji
Ctyfi pole stejné barvy, jez jsou rohovymi poli nékterého
pravouhelniku.

b) Ukazte, ze v pfipadé tabulky 4X4 existuje takové
obarveni, pii kterém zddnd Ctyfi pole stejné barvy nejsou
rohovymi poli pravothelniku.

Reseni. Tabulka mi 25 poli. Jednou z barev, feknéme
bilou, je obarveno asponi 13 poli. Je-li viech pét poli nékte-
rého sloupce obarveno bile, jsou v aspont jednom dalsim
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sloupci asponi dvé bild pole. Ta tvori spolu s dvéma bilymi
poli bilého sloupce ¢tyfi rohovéd pole pravouhelniku.

Jestlize jsou v nékterém sloupci 4 bild pole, obsahuje
néktery dalsi sloupec aspoil 3 bild pole. Protoze fadku je pét,
musi byt v uvazovanych sloupcich dvé bild pole ve stejnych
tadcich.

Neobsahuje-li zadny sloupec 4 bild pole, je rozloZeni
13 bilych poli do sloupca bud 3, 3, 3, 2, 2, nebo 3, 3, 3, 3, 1.
V prvnim pfipadé z nich muZeme utvofit 11 dvojic poli
téhoz sloupce, ve druhém pripadé takovych dvojic existuje

. . 5 .
dokonce 12. Jelikoz v jednom sloupci je jen ( 2) = 10 dvojic,

musi mezi uvedenymi 11 ¢ 12 dvojicemi byt aspor dvé,
jejichz pole lezi ve stejnych fadcich. Pole téchto dvojic jsou
opét rohovymi poli pravouhelniku. Tim je vyfeSena Cast
a) ulohy. Dva priklady tabulky 4X4 s pozadovanym vybar-
venim dvéma barvami ukazuje obr. 21.

N AN
N AN N N
N D A\
NN N

Obr. 21

V,

Jiné FeSeni. V kazdém sloupci obarvené tabulky prevldda
jedna barva. Stejnd barva musi prevlddat asponl ve tiech
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sloupcich, takze bez Ujmy na obecnosti muzeme piedpokla-
dat, ze bila barva pievladd v prvnich tfech sloupcich a Z>
v prvnim sloupci jsou prvni tii pole bild. Ve druhém sloupci
pak musi byt bild pole ve 4. a 5. radku, jinak dostaneme
bily pravothelnik. Ve tfetim sloupci pak uz ale nelze umistit
tii bila pole tak, aby nevznikl bily pravothelnik. Tim je
tvrzeni dokdzano.

A-S-3a

Jsou déna komplexni ¢isla u, v. Najdéte vSechna komplexni
¢isla w, pro néz je funkce

fz)=lz—u? + [z — o2 + [z — o

konstantni na mnoziné {zC: [2| = 1}.
Reseni. Je

f2) =32 —x(@ + 7 + @) —Zu + v +w)+
+ 2 + o2 + (w2

Je-1i tato funkce na mnoziné viech komplexnich Cisel s abso-
lutni hodnotou 1 konstantni, je f(1) = f(—1) = f(i). Odtud
postupné plyne, ze Re(u + v + w) = 0, Im(u + v + w) = 0,
tedy # + v + w = 0. Je-li naopak tato podminka splnéna,
je f konstantni na mnoziné vSech komplexnich jednctek.
Uloze vyhovuje jediné komplexni &islow = — u — o.
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A-S-3b
Zjistéte, pro ktera celd Cisla b ma soustava rovnic

x1 + bxo = 353
2bx; + xo + 2bxs = 2b3
bxo + x3 = b3

feSeni v oboru celych &isel, a pro kazdé takové b vypiste
vSechna tato feSeni.

ResSeni. Dand soustava je ekvivalentni se soustavou

X1 = 3173 . bxz
b — bx2
2b3(4b — 1)

X3

(4b2 — l)xz

Il

a pro b celé ma celoCiselné feSeni, pravé kdyz ¢islo 462 — 1=
=(2b —1)(2b + 1) déli cislo 2b%(4b — 1). To je splnéno
v ptipadé b = 0, pak je x1 = x2 = x3 = 0.

Je-li b+ 0, jsou lichd &isla 26 — 1, 26 4+ 1 s Cislem 243
nesoudélna, takze Cislo 462 — 1 musi délit Cislo 46 — 1. Je
proto

462 — 1] < |46 — 1].
Této nerovnici vyhovuji pouze celd &sla —1, 0, 1. Pro

b = —1 neni &islo x2 celé, pro b = 1 vyjde x1 = 1, x2 = 2,
x3 = —1.
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ULOHY II. KOLA
A-1l-1

Necht p a g jsou prvotisla. Dokazte, ze libovolné feSeni
(x, v, 2) rovnice '

xyz = pg(x +y + 2)
v oboru pfirozenych ¢isel ma nésledujici vlastnost: Jedno

z Cisel x, vy, z déli soulet ostatnich dvou. ]
Najdéte prvocisla p, g, r a takové feSeni rovnice

xyz = pgr(x +y + 2),
které uvedenou vlastnost nem4.
ReSeni. Je-li xyz = pq(x + y + 2), musi byt bud jedno
z lisel x, y, z délitelné souCinem pg, anebo jedno délitelné
prvocislem p a jiné délitelné prvolislem ¢. Je-li napf. x =
= pgqx’, je
Xyz=x+y+2 t. z2xy—1)=x+y,

takze z déli soucet x + y.
Je-li x = px’, vy = gqy’, je obdobné

XVz=x+y+2 4. zHxy —1)=x+y,

takze opét z déli soutet x + y. Tim je dukaz hotov, nebot
dana rovnice je symetrickd v neznamych x, y, z.
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Z uvedeného feseni je vidét, Zze v pfipadé rovnice xyz =
= pqr(x + y + 2) prvodisla p, ¢, r musi byt riaznd, mame-li
najit n&jaké jeji feSeni, které nemd uvaZovanou vlastnost.
Vezméme tedy p = 2, ¢ = 3, r = 5. Rovnice

xyz = 30(x +y + 2)
muze mit feSeni tvaru
x =2x",y =3y, 2 =52,
coz vede k rovnici
x'y'z = 2x" + 3y’ + 52.
Volbou 2’ = 1 dostaneme jednodussi rovnici
x'y =2x" + 3y + 5,
ktera ma ptirozené feSeni napf. pro x” = 4 (3’ = 13) nebo
pro vy’ =3 (x" = 14). Cisla 8, 39, 5 a 28, 9, 5 jsou pak fe-
Senim rovnice xyz = 30(x + y + 2) a nemaji uvaZovanou
vlastnost.
A-11-2

Kazdé pole ¢tvercové tabulky 12X 12 je obarveno jedncu
z tfech barev. Dokazte, ze v tabulce existuji Ctyfi pole stejné
barvy, jeZ jsou rohovymi poli nékterého pravothelniku.

Reseni. Oznatime-li a, b, ¢ poéty poli jednotlivych barev
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v né&jakém sloupci tabulky, je a + b + ¢ = 12 a pfitom
g) + (;) dvojic poli
stejné barvy. Z nerovnosti (x + ¥ + 2)2 < 3(x? + 32 + 22),
kterd plati pro libovolna redlnd x, y, 2, plyne

v takovém sloupci najdeme (;) + (

a b cy 1 ) R !
2 +(2 + 2)_..é..<a2 + b2 +c2)— 6= **gl22~6=18.

V kazdém sloupci obarvené tabulky najdeme tedy asport
18 dvojic poli stejné barvy. Celkem tak existuje nejméné
12.18 dvojic fadka, které maji s nékterym sloupcem spole¢na
dvé pole stejné barvy. Pro alespoii tietinu z nich jsou odpo-
vidajici dvojice poli jedné barvy. Protoze

1 (12)
512185,

existuji nutné dva sloupce, v nichz se dvojice poli této barvy
vyskytuji ve stejné dvojici fadku, coz davé tvrzeni dlohy.

2. ¥eSeni. Uvazujme tu z barev, kterou je vybarveno
alesponi 48 (tfetina) poli dané tabulky. Uvazujme vSechny
mozné dvojice poli této barvy v jednotlivych sloupcich,

. - 12
zfejmé staci dokdzat, Ze je jich vzdy vice nez ( 2).

Pokud jsou v nékterém ze sloupcti méné nez Ctyii pole
zvolené barvy, piesuneme jedno pole ze sloupce, ve kterém
jsou naopak vice nez ¢tyfi pole vybrané barvy (ten existuje,
protoze viech poli této barvy je aspofi 48). Tim pocet viech
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dvojic poli zvolené barvy ve sloupcich jen zmensime, nebot
pro a < 4, b > 4 plati

a b a+1 b—1
(2)+(2)>( 2 )*( 2 )

Tak po konetném poctu krokat dostaneme tabulku, v niz
jsou v kazdém sloupci aspori Ctyfi pole vybrané barvy. Odtud
2) dvojic
poli zvolené barvy ve vSech sloupcich. Néktera ze dvojic se
bude proto opakovat, ¢imZ je existence hledaného pravo-
uhelniku dok4zéna.

3. Fefeni (podle S. Holuba, 2. ro¢. G Trutnov a O. Ra-
lika, 4. ro¢. G Nitra). Protoze 12.12 = 3.48, v tabulce
jisté najdeme 48 poli obarvenych stejnou barvou. Oznatme
jejich pocet v jednotlivych sloupcich x1, x2, ..., x12, x1 +
+ x2 + ... + x12 = 48. V kazdém sloupci tedy najdeme

plyne, Ze v ptivodni tabulce bylo aspoi 12. (g) - (1

aspon (J;Z) dvojic poli zvolené barvy.
Podle Cauchyovy nerovnosti je
12 12
i1 i1
takze pro viechny nalezené dvojice plati

12

12 12
20322
2] 7 2 b ’

i=1 i=1

i=1

[\
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12
=72 = 66.
><2> 66

Odtud plyne, Ze se nékterd z nalezenych dvojic musi opa-
kovat aspon ve dvou sloupcich. Existuje tedy hledany pravo-
uhelnik s vrcholy téZe barvy.

Pozndmka. Nerovnost

CxPsn x,

pouzitd pro n = 3 v 1. feSeni a pro n = 12 ve 3. feseni, je
specidlnim ptipadem Cauchyovy nerovnosti

CuwmP £ 34} 37,

kKlademe-liw; = 1,7, = x; (1 < ¢ £ n).

4. ¥eSeni (podle P. Fencla, 4. ro¢. G Pardubice). Pfedpo-
klddejme, Ze v nékterém fadku ¢i sloupci existuje aspoil 5
poli stejné barvy (A4). Bez Gjmy na obecnosti miZeme pied-
pokladat, Ze je barvou A obarveno prvnich pét poli prvého
fadku. Diéle se budeme zabyvat jen prvnimi péti sloupci
(tj. tabulkou 12X5).

V kazdém dal$im fadku se barva 4 muZe vyskytnout uz
nejvyse jednou, jinak jsme hotovi. Do péti poli jednoho

fadku muzeme umistit dvojici stejnobarevnych poli ( 2) =10
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zpusoby. Na zbyvajicich 11 fadcich tedy bud jednu dvojici
zopakujeme (a dostaneme hledany pravoahelnik), nebo jsou
v nékterém fadku aspon 3 pole jedné barvy (B). Pak nim
(;) = 7 moZnosti, jak umistit dalsi
dvojice poli barvy B do zbylych deseti Fadka, aniz by se
nékterd dvojice opakovala. V takovém piipadé by se zbyld
barva (C) vyskytla ve tfech fadcich aspoil tfikrat. Nyni uz
je vidét (obr. 22), ze takové tfi trojice nelze umistit, aniZ
by vznikl pozadovany pravothelnik.

ale zbyva jen ( g) —

N

Obr. 22

Pokud jsou v kazdém fadku i sloupci pravé Ctyfi pole
kazdé barvy, muzeme piredpoklddat, Ze barvou 4 jsou obar-
vena napf. prvni ¢tyfi pole prvého radku. Kdyby v kazdém
tadku prvych ¢ty sloupct byla barva A4 zastoupena nejvyse
jednou, dostaneme 4 + 11 poli barvy 4, coz odporuje tomu,
ze v Ctyfech sloupcich je celkem 16 poli kazdé barvy. Tim
je tvrzeni dokazano.

5. ¥eSeni (podle M. Lukace, 4. ro¢. G Bénovce nad
Bebravou). Uvazujme barvu A, kterou je vybarveno aspoit
48 poli dané tabulky, takZe existuje fadek, v némz jsou alespoii
Ctyfi pole této barvy. Je ziejmé, ze prehozeni radkua (resp.
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sloupcu) v tabulce nemd na existenci hledaného pravouhelni-
ku vliv stejné jako vymeéna radku za sloupce a naopak. Dej-
me tomu, Ze v dané tabulce pozadovany pravouhelnik ne-
existuje. V takovém pripadé v kazdé jeji Céasti, v niz je
jeden fadek (resp. sloupec) obarven zvolenou barvou, obsa-
huje kazdy dalsi radek (resp. sloupec) uz jen jedno pole té-
to barvy.

Kdyby v nékterém rfadku byla pravé 4 pole barvy A, v od-
povidajicich 4 sloupcich by pak bylo celkem nejvyse 4 + 11 =
= 15 poli této barvy, takze ve zbyvajicich 8 sloupcich by
bylo asponl 33 poli barvy 4. Pak ale zase néktery sloupec
musi obsahovat aspori 5 poli této barvy.

Pokud obsahuje néktery rdadek (¢i sloupec) tabulky pravé
5 poli barvy A, je v odpovidajicich péti sloupcich nejvyse
5 + 11 = 16 poli této barvy. Zbyla tabulka 12)X7 obsahuje
tedy nejméné 32 poli barvy 4 (nikoli uz v prvnim fddku, obr.
23). V nékterém jejim sloupci proto najdeme asponi 5 poli této
barvy a v odpovidajicich péti fadcich je pak nejvyse 11 poli bar-

[ATATATATAL T T T
LI IA T 1
I A T

? AT 56
T A T

|5+ A, !
i ATATAA
S ‘ il
et b o
= e

Obr. 23
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vy A. Ve zbylé tabulce 6X7 je tudiz aspoin 21 poli této
barvy, coZz znamend, ze v nékterém jejim fadku jsou aspon
4 pole barvy A a v odpovidajicich étyfecﬁ sloupcich pak nej-
vyse 9 poli této barvy. Protoze zbyvajicich nejméné 12 poli
barvy A nemuze lezet jen v tabulce 6X2 (obr. 23), vidime,
ze v oznaceném sloupci je aspoii 6 poli zvolené barvy.
Obsahuje-li vSak néktery sloupec (¢i fadek) aspori 6 poli
barvy A, dojdeme analogickym postupem (obr. 24) k tabulce

ALTTTTL

AL L L

I AL O S O A

AL [ 61 ] I

ALy L ‘

Al |

ATAIATATAIATAL [ 1]

[ B o W NS SN Y N

- ? : . | - 1 T__‘ ;11‘ 4
Obr. 24

2X 6, kterd by musela obsahovat nejméné 11 poli této barvy.
To je zfejmé ve sporu s nasim piedpokladem, takze hledany
pravouhelnik vzdy existuje.

A-11-3a

Je dano zobrazeni f intervalu (0, =) do mnoziny komplex-
nich Cisel takové, ze pro kazdé r € (0, =) soucasné plati

94



[f(5) >0,
[f(D) + f(2)(sin ¢ + icos £) = 0,
(f(®) + 1] +[f2) + 3] = 4.

Vypoctéte obsah trojuhelniku, jehoZz vrcholy jsou komplexni

] 27
Cisla 0, f <?>, f (—3~>

Reseni. Z prvni rovnosti plyne, Ze je

A1) = f()| (—sin £ + i cos 1),

)45 (2 e2)
)1 (-)

Druhi rovnost znamend, ze hodnoty funkce f lezi na elipse
s ohnisky —3, —1 (komplexni soufadnice) a hlavni polo-

takze

TC
osou velikosti 2. Protoze pro argumenty « = Arg f (—3~>

2
afp=Argf (—3—> obou funkénich hodnot plati

1

J3°

tga = —tgff=—
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5 E A
jea = —f = 6 ™ protoze | f(z)] > 0, lezi body O,f<?>,

/

T
f<3> ve vrcholech rovnostranného trojthelniku (obr. 25).

T
Stali tedy vypotitat jeho vysku |x|, kde f <?> = x + 1y,

Obr. 25

Dosazenim do dané rovnice elipsy dostaneme

1 .
ﬁ (J/4x2 + 6x + 3 + |/4x2 + 18x + 27) =4,

takze po dvojim umocnéni postupné vyjde
(842 + 24x — 18)2 = 4 (4x% + 6x + 3)(4x2 + 18x + 27),
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x(13x + 36) = 0.

36
Odtud vychazi x = — T3 (vime, Ze je x %= 0 a Ze feSeni
existuje), obsah daného trojuhelniku je tedy
P 432
= 260 13.

Pozndmka. Obecné vyjde

12 sin ¢ ) )
. SE(~ sin 7 + i cos ), t € (0, 7).

D=

A-1Il-3b

V roviné jsou dany dva ruzné body E, F. Pro dané (islo
o € (0, 7) uréete mnozinu stieda stran BC vSech trojuhelnika
ABC lezicich v dané rovinég, pro které | < BAC| = « a body
E, F jsou patami jejich vysek z vrcholu B, C.

ReSeni. Piedpoklidejme, Ze trojihelnik ABC splituje
uvedené podminky. Je A4 #% E i A # F, protoze jinak by
musel byt trojihelnik ABC pravouhly s pravym uhlem pfi
vrcholu 4,atedy 4 = E = F,coznejde. Je tedy |x EAF| =

e
= o # o Trojuhelniky BCE, BCF jsou pravouhlé, takze

podle Thaletovy véty lezi body B, C, E, F na kruZnici s pru-
mérem BC.

Je-1i o <= PE lezi pata asporijedné z vysek piislusnych vrcho-
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Obr. 26

lam B, C uvniti cdpovidajici strany AC, resp. AB (obr. 26),
takze aspoil jeden z Ghla ECF, EBF je definovian a ma veli-

T i
kost 2 Podobné pro « > > lezi ob& paty vysek vné

stran AB, AC, takze (obr. 27)

Obr. 27

T
|x EBF| = |x ECF| =e—7

V kazdém pfipadé€ lezi jeden z vrcholu B, C trojuhelniku
ABC na oblouku kruznice s tétivou EF a obvodovym uhlem
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|
2
plyne, ze stfed strany BC je vzdy stiedem kruZznice s téti-

— ot|, pfitom BC je prumérem této kruznice. Odtud

7% |
vou EF a stfedovym thlem 2 5 . Takové kruznice
existuji v roviné dvé€, jejich stiedy S, S’ jsou soumérné
sdruzeny podle osy EF.

T
Obricené, pro dany uhel « € (0, 7), « 7# > ke kazdému

z bodu S, S’ najdeme trojihelnik ABC pozadovanych vlast-
nosti: stali napf. vzit prumér BC sestrojené kruznice rovno-

ki
bézny s EF, pfitem? pro o > 03 orientujeme usetku BC

7
souhlasné s EF (obr. 28a) a pro a < > opacné (obr. 28b).
Ptimky BF a CE se pak protnou v bod& 4, pro ktery ziejmé

Obr. 28a Obr. 28b
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plati, Zze body E, F jsou patami vysek trojuhelniku ABC
z vrchola B, C, a | BAC| = | ABE| + |X BEA| = a,

T
resp. | BAC| = o | % ECF| = a.

ULOHY III. KOLA
A-1-1

Dany lichobéznik rozdélte na dva tétivové Ctyfuhelniky,
jejichz opsané kruznice maji stejny polomér. Udejte pod-
minky fesitelnosti.

Reseni. Je-li lichob&Znik ABCD rozdélen na dva tétivové
Ctyfuhelniky pfimkou protinajici obé zékladny, z rovnosti
odpovidajicich Ghla vyjde, Zze ABCD je rovnobéznik.

Predpoklddejme tedy, Ze U, V jsou body na ramenech
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AD, BC takové, ze ABVU, UVCD jsou tétivové Ctyfuhelni-
ky (obr. 29). Pakje | UVC| == — |x UVB| = |x UAB|:
ProtoZe ob& opsané kruznice maji stejny polomér, plyne
z rovnosti obvodovych ahla |« UAB| = | < UVC| i rovnost
odpovidajicich tétiv |UB| = |UC|. Ze stejného duvodu je pak
i |AV| = |DV|. Kazdy z boda U, V tedy dostaneme jako
prusecik jednoho ramene s osou protéjsiho ramene lichobéz-
niku ABCD.

Uloha mi4 fedeni, privé kdyZ osy obou ramen prochdzeji
vnittkem protéj$iho ramene. V tom piipadé je podle Tha-
letovy véty (obr. 30) ctyfahelnik S$3VS2U, resp. UV S2S;

tétivovy, odtud pak snadno plyne, zZe i ¢tytthelniky ABV U,
UVCD jsou tétivové. Z rovnosti |UB| = |UC| déle plyne,
7e obé opsané kruznice maji stejny polomér.

Ozna¢me strany lichobézniku ABCD tak, aby bylo a > ¢,
b < d. Z kosinové véty pro trojuhelnik EBC (obr. 31) dosta-
neme, ze lichobéznik lze rozdélit na pozadované ¢tyruhelni-
ky, pravé kdyz a << x = |AX]|, kde
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(@ —c2 +d2— b2

d
2x 2d(a — ¢)

Ccas o =

Odrtud plyne jind nutnd a postatujici podminka existence
hledaného rozdéleni

ab? — cd? — aa — c)?> > 0.

(Vzhledem k predpokladu @ >¢, b < d je nutné o« < f§ <
<< 7 — a, takze 1 bod U lezi uvniti AD.)

Jiné FeSeni (podle O. Sucha, 1. ro¢. G Velkd Okruzn4,
Zilina). Je-li lichobéznik ABCD rozdélen piitkou XY na
dva tétivové Ctyfuhelniky, musi body X, Y leZet na rame-
nech AD, BC. Oznatme a, b, c, d strany lichob&zniku ABCD,
x = |AX| ay = |BY]| (obr. 32).

Pro polomér r obou opsanych kruznic <tyfthelnikim
ABYX, XYCD plati

102



|BX| ICX]

r=25inm:2sin(7r—m)’

takZe z kosinové véty pro trojihelniky ABX, XCD dostaneme

Va2 + x2 — 2ax cos «

2 sin o

Ve + (d — x)2 — 2¢(d — x) cos (= — @)
2 sin (m — o) ’

Odtud vyjde velikost

¢z 4+ d? — a? + 2cd cos «
(2¢ — 2a) cos o + 2d

X =

Podobné z trojuhelniki ABY a YCD dostaneme
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Ve + (b — 5 — 2b — ¥) cos (= — ),

2 sin(t — )

b2 + 2 —a% + 2bccos

AT (2¢ — 2a) cos B

Tim jsou jednoznalné urfeny oba body X, Y. Pfitom je
vidét, ze dany lichobéznik ABCD lze uvedenym zplusobem
rozdélit, pravé kdyz 0 << x < d,0 <y < b.

A-11-2
Dokazte, Zze rovnice

xyz = p'(x +y + 2),

kde p > 3 je prvotislo a n liché pfirozené ¢islo, ma v oberu
celych kladnych ¢isel asponi 3(n + 1) raznych feeni. (Re-
$eni, ktera se 1i8i jen pofadim, nepovazujeme za razna.)
ResSeni. Nejprve ukazeme, ze v kazdém feSeni (x, y, 2)
dané rovnice jedno z &isel x, y, z déli soulet ostatnich
dvou. Jsou-li x = p*x’, y = p’y', 2 = p’s’ rozklady <&isel
X, ¥, 2 na soudin mocniny prvolisla p a Cisla s p nesoudél-
ného, muzeme vzhledem k symetrii dané rovnice piedpokla-

dat, ze« = f = y = 0. Pak je
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xys =p(p* VX +p7Y + &),

takze 2’ d&lip* "x’ + p’ "y, atedyi z déli x + y.
Predpokliadejme tedy, ze z déli x + y, pak je

) x+y=2zq xy=p"(q+1),

kde ¢ je celé Cislo. Pro ¢ = 1 cdtud dostaneme n + 1 riz-
nych feSeni

2pt, pn=i, 2pf + pri), i€ {0, 1, ..., n}

a pro ¢ = 2 dostaneme opét n + 1 raznych feSeni

1
<3pf, Pty 5 (3p +p"")>, Je{0,1,...,n}

Vyuzijeme tento postup i pro jind ¢: polozme x =r, y =
= s(q + 1), pfitom musi byt ¢ délitelem ¢isla x + y = r +
+ s + sq. Pro ¢ =7r + 5, 3 =5 + 1 tak dostaneme dalsich
n + 1 raznych feSeni

F, p R (ph 4 prk 1), pF + 1), ke {0,1, ..., n}.

Ozna¢me uvedené tfi mnoziny feSeni Py, P2, P3. Je P1 N
N Py = 0, nebot proliché n nemuze byt pro ¢, j€ {0,1, ...,n}

1
2t = Gp? + ")

neboli
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4 = 3pi-i 4 pn-i-i,

Podobné 2pi = pn~* 4 1 muze byt jen pro i =0, k = n,
takze je (2, p*, p* + 2)e P N P3. A P, N P3 = 0, nebot
pro zadna 7, k neni

1
5 G+ ) =prF + 1

Pro liché n jsme tedy nasli 3(n 4+ 1) — 1 feSeni dané
rovnice. Snadno ale najdeme dal$i feSeni. PoloZime-li napf.
v(l) x=13=p%q + 1), vyjde x +y =p"q +p" + 1.

1
Staci tedy vzit ¢ = > (p» + 1) a dostaneme FeSeni

1
<1, > pr(p™ + 3), p* + 2), které nelezi v z4dné z mnozZin

Pi, P2, P3. Celkem jsme tak nalezli 3(n + 1) raznych feSeni.

2. feSeni (podle J. Hory, 4. ro¢. G Brno, tf. kpt. Jarose).
Pro n = 1 a libovolné prvodislo p = 3 najdeme nasledujicich
Sest ruznych feseni dané rovnice

/ 1
(Lp + Lip(p + 2)), (l,p + 2, —2~p<p + 3)>,
1
L5 Gp+1),3) (1,2p + 1, 2p),
1 1
2,p +2,p), 2, —2“(P + 1),31’(;0 +5)].
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Jsou-li &isla xg, Vo, 20 FeSenim rovnice
xyz = p'(x +y + z),
jsou &isla pxo, pyo, pzo ziejmé FeSenim rovnice
xyz = pt2(x + 3y + 2).
Protoze pro libovolné piirozené n = 3 jsou trojice
(Lp" + L, p" (p" + 2)),
(Lp" + 0" (" + P + 1),

(L p" + 2% 9" (0" +9* + 1)),
@)

1
(l’ "+ 23 —Z_P"<Pu + 3)>>
(L p* + p2, p"2(p" + p*> + 1)),

(2, = (" + 1), *l—p"(p"' + 5))

2 2 Y,
feSenim dané rovnice, plyne odtud tvrzeni tlohy matematic-
kou indukci: Jak jsme jiZz ukdzali, pro n = 1 tvrzeni plati.
Mai-1i dana rovnice pro n = k aspoii 3(k + 1) raznych Fe-
Seni tvaru (xi, i, 2i), 1 £ 1< 3(k + 1), ma rovnice pro
n ==k + 2 kromé& Sesti feSeni (2) i 3(k + 1) feSeni tvaru
(pxi, pvi, p2i), kterd jsou vesmés razna od fefeni (2), nebot

107



viechny prvky kazdé takové trojice jsou soud€Iné s p. Celkem
mé tedy pron = k + 2 dandrovnice 3(k + 1) + 6 = 3(k + 3)
ruznych feSeni. Tim je dtikaz hotov.

3. FeSeni (upraveno podle I. Vazsonyiové, 4. ro¢. G mad.,
Komiérno). Pro ke {0, 1, ..., n} polozme x = p*(y + 2).
Pak bude dand rovnice splnéna, pravé kdyz

3) yz = prk(pk + 1).

Vidime, ze pro kazdé % najdeme alesponi n — k& + 1 rlznych
(neuspofadanych) dvojic (v, 2). Méme tedy pro vSechna
ke {0,1,...,n}aic{0,1,...,n — k} celkem

n

E(n—k+1)~—<n+ 1)2(11—{—2)

k=0

feSeni tvaru (pk(pi + pn-i + p’n-i—k‘)’ pi’ P'n~k—i(Pk + 1))- Ta
jsou pro p > 2 vesmés ruznd, nebot kazdd takovd trojice
obsahuje jedinou mocninu prvolisla p kromé ptipadu, kdy
n

p=3,k=0,1= o Davaji-1i tedy d&isla 7, &, resp. ¢/, & dvé
stejné trojice, je nutné 7 = 1’ pak je alei k£ = %', jak se snadno
piesvédcime.

Nasli jsme tak pro libovolné prirozené n a prvocislo p = 3

n+1)(n+2)

nejméné ——— 2) ruznych feSeni. Protoze pron = 4 je

(n + UZ;(E—@ i,
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stadi najit dalsi 3 feSeni pro n = 1 a dalsi 2 feeni pron = 3
(pfipadné i dalsi 3 feSeni pro n = 2, abychom dokézali
tvrzeni ulohy pro kazdé prirozené Cislo 7).

Pro n = 1 najdeme dalsi tfi feSeni tvaru

1 1 1
1
3>P> _5 (3 +P) >
pro n = 2 dal3i tfi feSeni tvaru
1 1
Gp, 20, 0), \ 5 2° +2 +4),2, 50+ 1)),
1 ) 1
@ +5),2, 5 (#* + 1)
a pro n = 3 dalsi dvé feseni tvaru
1 1
?p(P3 +P2 Ea 4)) 2: _2— P2<P = 1) 5
1 1
- P*+50),2p, 5 p(p + 1) ).

Pozndmka. Neni té€zké se presvédcit, ze tak dostaneme
vesmés ruzna feSeni i pro p = 3, takZe jsme tvrzeni dokazali
dokonce pro libovolné piirozené Cislo n a kazdé prvocislo
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p = 3. Vyhodou tohoto fe$eni je, ze obecné dostavame pod-
statné lepsi odhad pro pocet feSeni. Mohli bychom jesté vy-
uzit tu skute¢nost, ze p*¥ + 1 je sudé, takze v (3) dostaneme
dalsi rozklady tvaru

) o P+ 1
i n—k—4 ——
2p'.p >

které daji pro i€ {1,2, ..., n — k} jisté i dalsi feSeni. Ko-
necné spojenim s pifedchozimi vysledky se muzete sami po-
kusit o lepsi odhad. S vét§im poctem fesSeni bude ale i diskuse
toho, zda jsou ruzn4, slozitéjsi.

4. FeSeni (upraveno podle V. Majerecha, 4. ro¢. G Pardu-
bice). Polozme

x=p%, y=p, =z=p%,

kde «, f3,  jsou cela nezaporna Cisla. Pro pfirozena Cisla &, 7,
{ tak vyjde rovnice

Pp* P TEnE = pr(p™E + py + p7O).

Uvazujme o, f3, y takovd, ze o + f +y = n. Pro a = p%,
b = p’ ¢ = p” dostaneme rovnici

4) &yl = aé + by + L.

Nyni kazdému feSeni (&, #, {) rovnice (4) odpovidd FeSeni
x = a&, y = by, 2 = ¢ dané rovnice.
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Najdeme tedy néjaka FeSeni rovnice (4) v prirozenych
Cislech. Vezmeme-li § = 1, vyjde

. a+by

Ty —c
Odtud je vidét, ze pro# = ¢ + 1 dostaneme celoCiselné feseni
& n, ) =0, c+1, a+ bc + b). Tomu odpovidd Feleni
(a, b(c + 1), c(a + bc + b)) dané rovnice.

Dile ukazeme, Ze pro kazdou uspofidanou trojici (o, f3, )
takovou, ze « + f§ + y = n, dostaneme jiné feSeni puvodni
rovnice. Z ¢&isel a, b(c + 1), c(a + bc + b) je jediné a mocni-~
nou prvocisla p, piicemz Cislo

a+be+b=p"+p"" 4 pf =
=p*(L+p" 7 4+ p7), 2= f,
=p'(* PP+ 1), 22 B,

muze byt rovnéz mocninou prvocisla p jen prop = 3, a = f3,
y = 0 (v tom piipadé¢ je n = 2« sudé). Jsou-li tedy («, f3, y),
(o', B’y p") dvé uspofadané trojice, pro néz a + f§ +y =
=o' 4+ f' + 9’ = n, dostaneme stejné feSeni dané rovnice,
jen kdyz a = a’ (tj. « = &') a navic b(c + 1) = b'(c’ + 1),
tedy b = &', ¢ = ¢, anebo

blc +1)=c(a + bc +b),
5)
b(c" + 1) =cla + bc + b).
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V poslednim piipadé by ale muselo byt b = ¢’, b’ = ¢, takze
dl@ +bc +b)=>5ba+ bc+c)=blc+2)>bc+ 1)

To odporuje pfedchozi rovnosti (5).

Zbyva tedy zjistit, kolik existuje uspofddanych rozkladir
¢isla na tii nezdporné s¢itance. To je zndmd kombinatoricka
uloha ekvivalentni tomu, kolika zpusoby lze rozdélit n + 3
predméta v fadé na tfi neprazdné skupiny (ke kazdému sci-
tanci pfiddvdme 1, abychom dostali nenulové &islo). To jde

2
pravé (n ;_ ) zpusoby (vlozenim dvou piepazek do n + 2
mezer).
TR iy s . . . n4 2

Dokazali jsme tudiz, Ze dand rovnice ma alespoii 2

feSeni. (Pro n sudé a p = 3 bez dalsiho rozboru dostaneme

5 2) =3(n+ 1) pro

n = 4, plyne odtud tvrzeni tGlohy pro vSechna licha n = 5
a prvocisla p = 3. Zbyvajici pfipady n = 1 a n = 3 je tieba
opét vysetiit zvlast (jak jsme jiz ucinili v pfedchozim feSeni).
I v tomto feSeni Ize bez velkych obtizi ziskany odhad zlepsit,
viimneme-li si, Ze a + bc je pro liché p sudé &islo, takze rov-
a+ bc + 2b
2 .
Analogicky zjistime, Ze kromé piipadu p” = 3 dostaneme dal-
n + 2) -
2 =

s wr ~ n
ovSem Cislo o 1 mensi.) Protoze(

nice (4) mataké feSenié =1,y =¢c + 2,{ =

Sich ( -2|_ ) feSeni puvodni rovnice. Pfitom 2(

= 3(n + 1) pro vsechna pfirozena n.
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A-II-3

Zobrazeni f mnoziny vSech kladnych redlnych &isel do sebe
splituje pro kazd4 dvé kladna Cisla x, y rovnost

JEf@) + (%) = 2xy.

Dokazte, ze f(x) = x pro kazdé kladné x.

Reseni. Pro x = y z dané rovnosti vyjde
) S(xf(x)) = x2,
coz pro x = 1 dava f(f(1)) = 1, a pro x = f(1) pak dostaneme

f(1)2 =f(f(1)) = 1, takze f(1) = 1. Proy = 1 zase z pivod-
niho vztahu plyne rovnost

S(x) + f(f(x)) = 2x.

Odtud je vidét, Ze zobrazeni f je prosté.

1

Polozme nyni pro libovolné r kladné x = rf(r),y = —,
,

ddstaneme tak rovnost
1 1 ‘
f(rf(r)f (—)) +f<7fof<r>>) = 2/r),

takze podle (1)jef(r) = f(;f(r) f <~1— >> Protoze f je prosté,

je pro kazdé r kladné
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1
@ f(r)f(7,> = 1.

1
Podobné pro y = — dostaneme dosazenim do dané rovnosti
x

(o) o) -2

coz podle (2) mazeme psat jako

i )
f<f(x)> +f( x )‘ %

pficemz podle (2) pro libovolné x kladné soucasné plati

£\ (f%)
f(f(x)>f< x > -t

Soustava rovnic « + f =2, «ff =1 md jediné feSeni o =

= f# = 1, plyne tedy odtud f<%f(x)> = 1,tj. flx) = x pro

kazdé kladné x.

2. feSeni (podle R. Sotika, 4. ro¢. G Kosice, Smeralova
ul.). Stejné jako v pfedchozim fefeni odvedime vztah (1),
z kterého pro x = 1 plyne f(1) = 1.

1
Pro libovolné z kladné oznaime f(z) = a, f (z) = b.
Zrovnosti (1) pak plyne
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b 1
o 1(2) =4

2 22

b
Dosadime-li nyni do pavodni rovnosti x = az, y = — vyjde
2

f (“Z“) + f(bz) = 2ab

1
aprox = —,y = z zase dostaneme
2

(3) f <%> + f(b2) = 2.

>

Porovnanim obou ziskanych rovnosti vidime, e ab =1,
takze jednak pro kazdé kladné x plati

1
) f (7) =1
a specidlné je tedy

@ ()=

jednak muZzeme rovnost (3) piepsat jako

) P s R
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' a R
Z obou rovnosti (4), (5) plyne, Ze je f(~z—) :f<—a—) =1

N 2
aprox =-—-,y = 1 z pavedni rovnosti dostdvime, Ze

=) A

takZe a = z. Pro libovolné z kladné je tedy f(z) = =z.

3. fefeni (podle J. Sochora, 4. ro¢. G W. Piecka, Praha).
Oznatime-li f(1) = a, plyne z daného vztahu pro x =y =1
rovnost f(a) =1 a pro x =y = a dostaneme f(a) = a2, tj.
a? = 1. Protoze f(1) > 0, je f(1) = a = 1.

Pro y = 1 a pro libovolné kladné x z puvodniho vztahu
dostaneme rovnost

(6) J(x) +f(f(x)) = 2x,

tj. x je aritmetickym prumérem Cisel f(x), f(f(x)),

x) +
- RCORE )

Je tedy také

+ /(S
00 _fe) 2ff(f(l)))’ ) = s

Polozme fo(x) = x a fu(x) = f(fu(x)) pro n = 0 celé. Z né-
zoru je ziejmé (obr. 33), Ze pro f(x) # x a k — co vyjde
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o

[ A

£lx) 0 fix)  fix) x flf(x) f,(x)

_—

Obr. 33
Son(x) - —oo pro f(x) < x,
Sa(x) - —oo0 pro f(x) > x.

To odporuje tomu, ze oborem hodnot funkce f je podmnozina
kladnych redlnych Cisel, musi tedy byt f(x) = x pro kazdé x.

Dokazme nase heuristické tvrzeni podrobnéji: Z rovnosti
(7) plyne matematickou indukci pro kazdé £ = 0 rovnost

Srn(x) +fk+2(v)

2

“(x) = B il
coz piepiSeme jako
Jerax) — fer(x) = 2(fi(x) — fia(x)).
Matematickou indukci odtud dostaneme vztah
Jere(x) — frea(x) = (=201 (f(x) — x),
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takzZe je také

Jiro(%) — fi(%) = fulx) — fern(x) = (=2)(x — f(x))-

Postupné tak dostaneme rovnosti

Ja(x) = 2%-Yx — f(x)) + for—o(x) = ... =

k—1
4k

—1
= x4 D 2 —fl) = x4 (2 — KO,
Saen(x) = =22 (x — f(x)) + foxa(x) = ... =

k—1
= flx) — z 20(x — f(x) =

i=0

2.48 41
=x——F(x — (%)

Je vidét, ze pro x << f(x) je for(x) << O pro dost velké % a pro
x > f(x) zase for11(x) << 0 pro dostate¢né velké k.

4. feSeni (podle P. Cizka, 2. ro¢. G W. Piecka, Praha).
Predpokliadejme, ze pro néjaké x kladné je f(x) = x a uva-
zujme kladnou posloupnost (a,),” , definovanou rekurentné

a1 = flan), ao = x.
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Stejné jako v predchozim feSeni odvodime rovnost (6), ze
které nyni pro x = ay plyne

Sax) + flak1) = 2ay,
neboli

a1 + arr2 = 2ay.
ProtoZe pfislusna charakteristickd rovnice 22 + 1 —2 =0

méa kofeny 4 = 1, A2 = —2, vyhovuji uvedené diferenéni
rovnici pravé vSechny posloupnosti tvaru

an = o + f(—2)n.

Z pocatetnich podminek ap = x, a1 = f(x) vyjde « + f = «x,
a — 2 = f(x), takZe

25 4+ f(x) x— f(x)
a=—7 >0 a f= 3——7:0.

Pro # > 0 vyjde oviem pro lichd n — oo

x

an=cx—2"ﬁ=ﬁ(ﬂ ~2”)—+—oo,

pro f# << 0 zase pro sudd n — o

\

24
ay =o + 2" = —f (— —B— - 2") — —o0.
To odporuje tomu, Ze posloupnost (@) je kladna.
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Poznamka. Obé piedchozi feSeni podstatné vyuzivaji toho,
ze oborem hodnot funkce f je mnozina kladnych realnych
¢isel. Bez tohoto predpokladu bude mit dana funkcionalni
rovnice dvé feSeni f(x) = x a f(x) = —x.

A-111-4

Je dédno pfirozené Cislo n = 3 a prirozena Cisla xp, x2, ...
x, takova, ze

(D) X < X2 << ... < xp < 2x1.

Je-li p prvocislo a r prirozené Cislo takové, ze pr déli soulin
X1X2 ... Xz, pak plati

X1X2 ... Xn !
— -
— ..
pr

(2)

Dokazte.
Reseni. Ozna¢me a,(x) tu ast rozkladu &isla x na prvo-
Cinitele, kterd neobsahuje prvoclislo p. Ziejmé ay(xy) =

= ay(x)ap(y). Je-lipr délitelem Cisla x, pak oviem a,(x) < % :
Kdyby nyni existovala ¢ < j tak, ze ap(x;) = ay(x;), pak by
bylo x; = px; = 2x;, tedy x, = 2x;, coz odporuje pred-
pokladu. Je tudiz au(x;) # a,(x;) pro ¢ # j a plati
ay(x1x2...x,) = nl. Rovnost ale muzZe nastat jen tehdy, jsou-li
Cisla ap(x;) permutaci Cisel 1, 2, ..., n, a navic musi byt
p >n (p nedéli zddné aq,(x;), nemuze tedy délit ani n!),
takze p = 5.
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Je-li ap(x;) = 1, ap(x;) = 2, tj. x; = p%, x; = 2p, pak je
bud s < ¢ Cili x, = 2p' = 2p5 = 2x1, nebo s > 1 a x, =
= p = pitl > 4pt = 2x;. Oba tyto ptipady odporuji pied-
pokladu alohy a rovnost proto nemuze nastat. Tim je dikaz
hotov.

Jiné Feseni. Z nerovnosti (1) predeviim plyne 2x; > x, =

Z2xp1+ 12 ... 2x+n—1,tedy x = n.

Bude stacit, kdyz pozadovanou nerovnost dokiZzeme jen
pro nesoudélnd <&isla xp, x2, ..., x, (n = 3) takovd, Ze
K1XS e xu/p” je celé &islo (pro » < 0 plati tvrzeni tim
spis). Je-li totiz d = (x1, x2, ..., x,) nejvétsi spole¢ny délitel
cisel x1, x2,..., xu, d = p*dy, kde p Vdp, pak pro nesoudélnd

isla x; = x;/d rovnéz plati x, < x, < ... < x, < 2x, aje
. Mot . oy i
X1X2 ... Xp p dix %, ... X, o Ex X,
P pr -0 prne
takZe pro x;x, ... x,/p" "% > n!l je tim spi§ x1x2 ... x,/p" >
> nl.

Pro nesoudélna Cisla dokdzeme tvrzeni ulohy matematickou
indukci. Pro n = 2 a (x1, x2) = 1 zfejmé plati

X1X2

PT

=2 =2
protoze soucin x;x2 obsahuje aspoil dva prvocinitele (je xo >
> x1 = 2)
Pron=3jebud x1 =3, x2o =4, x3=5<2x1 =6 a
X1X2X3

1’)7 = 12 > 31
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anebo x; >3 a

X1X2X3 XjXE
> = x; » > 2lx; 2 2x; >3
Predpoklddejme, Zze tvrzeni ulohy plati pro n — 1 = 3,

a uvazujme nesoudélni &isla x1, x2, ..., X, spliujici nase

predpoklady. ProtoZze nékteré x;, 1 < j < mn, je nesoudélné

s p, je podle indukéniho piedpokladu

X1X2 ... Xp X1 eeo Xj—1Xj41 <+« Xn
s = xy > > xi(n — 1)! =2 nl,

nebot &isla x1, ..., Xj-1, Xj11, - - ., Xp TOVREZ splituji pfedpo-
klady dlohy. Tim je tvrzeni dokazano.

Pozndmka. Snadno zjistime, Ze pro n = 2 nastane rovnost,
pravée kdyzp = 3, x1 = 2.35, x2 =351, s =2 0,r =25 + 1.

A-1ll-5

V tabulce 3X11 je na zatitku prvniho fadku a na konci
druhého fadku napsdna nula. Urlete nejmensi &islo «, pro
které je mozno tabulku vyplnit nezdpornymi redlnymi &isly
tak, aby soucasné platilo:

a) soucet Cisel v kazdém sloupci je 1,

b) soucet kazdych dvou sousednich ¢isel v 1. i 2. fddku je
nejvyse 1,

¢) soucet kazdych dvou sousednich &isel ve 3. fadku je
nejvyse a.
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Reseni. Uvazujme tabulku 3Xn, kde n je liché. Z pod-
minek ulohy plyne, Ze soucet Cisel jak v 1., tak i v 2. fadku je
n—1

nejvyse . Jsou-li ¢1, c2, . . ., ¢y Cisla ve 3. fadku tabulky,

dostaneme ze sloupcovych soultii nerovnost

n
ns > e +n—1
i =1

i-
Pro soucet Cisel ve 3. fadku navic plati
" w—1

23a=a+ 2 (i+an)+m=2a+nm—Da=
i=1

=1 =
= (n + )a,

takZe dohromady je

n

(n 4+ D« 2
1< zci§— , neboli o= ——.
2 n+1

i=1
Snadno se presvéd¢ime, Ze nésledujici tabulka 3X11 pro

o = ; vyhovuje podminkim ulohy:
0 1—ax o 1—2a 2o 1—3a 3a 1—4a 4o 1—5a 5u
l—« a 1—2a 20 1—3« 3¢ 1—4a 4o 1—5a 50 0
o 0 o 0 3 0 3 0 o 0 «a
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A-lil1-6

Jsou dény tfi rovnobé&zné ptimky AA4’, BB', CC’, které
nelezi v jedné roviné. Je-li U prusecik rovin A'BC, AB'C,
ABC’ a V prusetik rovin AB'C’, A’'BC’, A'B'C, pak je
ptimka UV rovnobézna s AA’. Dokazte.

Reseni. Oznatme S pruselik ptimek B'C, BC’ (obr. 34).

Obr. 34

Potom je Ue AS = ABC' Nn AB'Ca Ve 4d'S = ABC' N
N A'B’C. Odtud plyne, ze pfimka UV lezi v roviné 44'S,
kterd je rovnobézna s ptimkou BB’. To ovSem plati, i kdyz
jsou pfimky B'C, BC’ rovnobézné: za bod § pak vezmeme
takovy bod, pro ktery A4S || B'C || BC".

Podobné zjistime, Ze piimka UV leziivroviné BB'T || A4’,
kde T je prusetik piimek A'C, AC’, resp. bod, pro ktery
BT || A'C|| AC'. Prusetnice rovin AA’S, BB'T je pfimka
UV, a protoze AA’ je rovnobéinid s obéma rovinami, je
rovnobéznd i s jejich prasecnici.

Jiné ¥eSeni (podle P. Kolnika, 4. ro¢. G Nové Mesto nad
Vihom). Oznalme S, Sp, Sc¢ stiedy tGsetek A4', BB, CC'.
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Zavedeme kosouhlou soustavu soufadnic s poc¢atkem v bodé
Sisasosami x = AA', vy = SaSp, z = S4Sc¢. V této sou-
fadné soustavé jsou dvojice bodu A4, 4A'; B, B’; C, C' sy-
metrické podle roviny S4SgSc. Proto i dvojice rovin 4'BC,
AB'C’'; AB'C, A’'BC’' a ABC', A’'B'C jsou symetrické po-
dle roviny S4SpSc, a tedy i prusetik U rovin A'BC,
AB'C, ABC' a prusecik V rovin AB'C’, A'BC', A'B'C
jsou symetrické podle roviny S4SpSc. To znamend, ze piim-
ka UV ma smér osy x, tj. UV || A4".

Pozndmka. Obecné uvedené trojice rovin nemusi mit
spole¢ny bod, jak je vidét na obr. 35, kde AX = ABC' N
N AB'C,CY = ABC n AB'Ca AX || CY.

A A

Obr. 35
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