36. ro¢nik matematické olympiady na
stfednich Skolach

Koresponden¢ni seminat UV MO

In: FrantiSek Zitek (editor); Leo Bocek (editor); Karel Hordk
(editor); Pavel Topfer (editor): 36. ro¢nik matematické
olympiady na stfednich $kolach. Zprava o feSeni tiloh ze soutéze
Termswefiksetm roce 1986,/87. 28. mezinrodni matematicka
olympiada. (Czech). Praha: Statni pedagogické nakladatelstvi,

1989. pp. 126-136. _
Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences

ovides a fo-digitjzed docuimienis stricily foipersonal use.
Beviten eEAeEs i et o sai sy dap rer e

ach copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This document has been digitized, optimized for

electronic delivery and stamped with digital
L signature within the project DML-CZ: The Czech

Digital Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/404840
http://dml.cz

Korespondenéni seminar UV MO

Koresponden¢ni seminaf je jednou z forem péce o talento-
vané zdky. Vznikl ve 24. ro¢niku MO proto, aby bylo mozno
vénovat individualni pédi i tém zdkum, ktefi nemaji moznost
navstévovat specidlni $koly a pracovat v tamnich seminafich.
Tyto ukoly vsak jiz plni i krajské koresponden¢ni semindie,
které postupné vznikly ve vSech krajich. Navic specidlni §koly
se zaméfenim na matematiku uz ddvno nejsou vysadou jen
»hlavnich mést« Prahy a Bratislavy, ale najdeme je ted v kaz-
dém kraji. Neucast zaku specialnich $kol se tak v posledni dobé&
stala jistym anachronismem. Z toho plynula i pomérné mala
korelace mezi umisténim v korespondenénim seminafi a vy-
sledky celostatniho kola kategorie A. PUV MO se proto roz-
hodl zaméfit koresponden¢ni seminaf vyraznéji na pfipravu
reprezentantll pro mezinarodni matematickou olympiadu.

K 1casti v koresponden¢nim seminafi jsme tentokrat pc-
zvali vSechny $pickové fesitele kategorie A bez ohledu na
jejich Skolni pfislusnost spolu s témi studenty, ktefi néjak
vynikli v krajskych kolech kategorie B ¢i C predchoziho roc-
niku MO. Vybrali jsme tak téméf 50 studentu, z nichz se
prihlasilo 37 fesitela ze vSech kraju republiky.



Kraj Pha St¢ J¢ Z&¢ S¢ V¢ Jm Sm Bva Zsl Ssl Vsl

V prabéhu 35. ro¢niku MO jim bylo postupné zasldno 5 sérii
pomérné niro¢nych tuloh. Jednotlivé série tentokrit nebyly
monotematické, naopak jsme se snazili pokryt celou proble-
matiku olympiddnich uloh. Dosld feSeni pak byla opravena,
ohodnocena a s rozmnozenym komentdfem vricena ucast-
nikim semindie. VSechna kola seminafe absolvovalo 12 fe-
sitela, nejlep$imi v celkovém hodnoceni byli

Ilja Martisovits, G J. Hronca, Bratislava,
Viadan Majerech, G Pardubice,

Marian Lukdé, G Banovce n. Bebravou,
Zdenék Tryner, G J. Fucika, Plzen,
Stanislav Krajéi, G Kosice, Smeralova,
Petr Cizek, G W. Piecka, Praha,

Ondrej Such, G Zilina, Velka Okruzni.

o1 O DU e 1o =

O ndrocnosti zadanych uloh svéd<i i to, Ze pouze prvnich pét
fesitelu dosdhlo aspon 50 9, moznych bodi.

Koresponden¢ni seminaf byl fizen tajemnikem UV MO
RNDr. Karlem Horikem, ktery se staral o vybér a pripravu
aloh a provadél i redakci komentdfa. Opravu pak zajistovalo
né&kolik pracovnikia MU CSAYV a nékolik studenti a aspiranti
MFF UK Praha (vSichni jsou byvali olympionici). Uvadi-
me znéni viech zadanych uloh.
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1.1 Na povrchu jednotkové koule lezi kruznice yq, 71, - - -,
va poloméru r (n = 3). Kruznice o se dotykd viech kruZnic
V1,25 - . ., VYo @ rovnéz dvojice kruznic y1 a ye, y2ays, ..., ¥a
a y1 se dotykaji. Pro jakd n je to mozné? Spoctéte piisludny
polomér r.

1.2 Je din konvexni Ctyfuhelnik a ¢tyfi kruhy se stiedy
v jeho vrcholech takové, ze ho cely pokryvaji. Dokazte, ze
z danych kruhi mUZzeme vybrat tii tak, Zze pokryvaji troj-
uhelnik urceny jejich stiedy.

1.3 Neékteré stény bilého konvexniho mnohosténu jsou
obarveny Cerné, pfiCemz zadné dvé Cerné stény nemaji spo-
le¢nou hranu. Dokazte, Ze mnohosténu nelze vepsat kulovou
plechu, je-li splnéna aspoii jedna z nésledujicich podminek:

a) Cernych stén je vice nez polovina;
b) obsah ¢ernych stén tvofi vice nez polovinu povrchu mno-
hosténu.

1.4 Je mozné rozlozit rovnostranny trojuhelnik na milién
konvexnich mnohouhelnikii tak, aby jich libovolna pifimka
protinala nejvyse &tyticet? (Rikdme, Ze ptimka protind mno-
houhelnik, jestlize s nim ma spoletny asponl jeden bod.)

1.5 Oznalme s(n) ciferny soucet pfirozeného Cisla n. Pro
jakd prirozend Cisla k existuje kladné Cislo ¢ takové, Ze pro
viechna pfirozend N plati

s(kN)
s(N)

= c?

128



Pro dané k najdéte nejvétsi takové cy (napf. pro k& = 8 je
‘ 1
x = ‘é‘ .

1.6 Body P, Q se pohybuji po dvou riznobéznych pfim-
kéch stejnou konstantni rychlosti. Dokazte, Ze v roviné rizno-
bézek existuje bod A4, od néhoz maji body P, Q vzdy stejnou
vzdalenost.

1.7 Dokazte, ze &isla 1, 2, ..., n nelze rozdélit na dveé
skupiny tak, aby se soutin ¢isel v jedné skupiné rovnal sou-
¢inu ¢isel ve druhé skupiné.

2.1 V jedné zemi, kde vlddne prezident Miraflores, maji
byt nové prezidentské volby. V zemi je pravé 20 miliéna vo-
li¢t; z nichz pouze 1 procento (pravidelnd armada) podpo-
ruje Miraflorese. Miraflores pfirozené chce byt opét zvolen,
ale chce také, aby volby probéhly »demokraticky, tj. vSichni
voli¢i jsou rozdéleni do nékolika stejné velkych skupin, kazd4
ze skupin je znovu rozdélena na stejné velké skupiny, atd.;
v téch poslednich, nejmensich skupinach si jeji ¢lenové zvoli
zastupce, pak si zvoleni zéstupci zvoli svého zistupce ve vétsi
skuping, atd. Nakonec zvoleni zdstupci prvnich (nejvétsich)
skupin zvoli nového prezidenta. Miraflores sdim déli volice
do skupin a instruuje své zastince, jak maji hlasovat. MuZe
zorganizovat »demokratické volby« tak, aby byl opét zvolen
prezidentem ? (Pfi rovnosti hlast vitézi opozice.)
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2.2 Dva hradi hraji nasledujici hru: Z hromadky 25 za-
palek kazdy postupné odebere jednu, dvé nebo tii zdpalky.
Vyhrdva ten, ktery bude mit nakonec (kdyz hromadku ro-
zeberou) sudy pocet zapalek. Kdo vyhraje pfispriavné hie —
zatinajici hra¢, nebo jeho soupeif ? Jak ma hrit, aby vyhral ?
Jak se zméni odpovéd, jestlize vitézem bude ten, ktery ziska
lichy pocet zapalek?

2.3 Je didna tseCka AB. Najdéte mnozinu boda C v ro-
viné takovych, ze v trojahelniku ABC je délka téZnice
z vrcholu 4 rovna vysce z vrcholu B.

2.4 Ve &tvercové tabulce n)Xn jsou zapsina neziaporna &isla
tak, ze soulet Cisel v kazdém fidku a v kazdém sloupci je 1.
Dokazte, Ze muZeme v tabulce najit # kladnych ¢&isel, z nichz
Zzadna dvé nejsou v témze sloupci, ani v témze Fadku.

2.5 Dno obdélnikové krabi¢ky je pokryto destitkami roz-
méra 2X2 a 1X4. Po vysypani desti¢ek se jedna desti¢ka
2X2 ztratila. Misto ni se podatilo opatfit desticku 1X4. Je
mozno pokryt opét celé dno krabicky ? 7

Reste analogickou dlohu pro desticky tvaru | | |
a destic¢ky 1X3.

2.6 Dokazte, ze v tabulce
1
111
12321
1367631
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(kde kazdé Cislo je rovno soultu tii &isel v fadku nad nim) je
v kazdém fadku poéinaje tietim aspofi jedno sudé &islo. Ob-
sahuje kazdy fadek Cislo délitelné tiemi ?

2.7 Necht tii kruznice stejného poloméru prochizeji jed-
nim bodem. Pak tfi dalsi prusetiky jednotlivych kruznic le7{

na kruznici téhoz poloméru. DokaZte.

3.1 Na obr. 36 je rovina pokryta ¢tverci péti barev. Stfedy
Ctverch téze barvy lezi ve vrcholech &tvercové sité, pricemz
ptislu$né Ctvercové sité dostaneme vzdjemnym posunutim.
S jakym poctem barev lze takového pokryti dosihnout ?

Na obr. 37 je rovina pokryta pravidelnymi $estidhelniky
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sedmi barev tak, ze stfedy Sestithelniki stejné barvy lezi
ve vrcholech previdelné trojihelnikové sité. Pritom jednotlivé
sit¢ dostaneme vzdjemnym posunutim. S jakym pocltem
barev lzetakového pokryti dosdhnout ?

3.2 Jsou-liby, bo, . . ., by nenulova celd Cisla a ay, ag, ..., ay
navzdjem riznd prirozend Cisla, kterd nejsou délitelnd dru-
hou mocninou zddného celého ¢isla razného od 1, pak

bilar + belaz + ... + bullan #O.
Dokazte.

3.3 Je ddna kruZnice k a pfimka p. Oznalme A4 patu kol-
mice spusténé ze stiedu kruznice k2 na piimku p. Zvolme
na pfimce p dva razné body B, C tak, ze |4AB| = |AC|,
a vedme body B a C pfimky, které protnou kruznici £ v bo-
dech P, Q a M, N. Pfedpoklddejme, Zze ptimky PM a QN
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protnou piimku p v bodech R, S, pak je |AR| = |4S].
Dokazte.

3.4 Necht pro kazdé dva body A4, B kone¢né mnoZiny M
bodu v roviné existuje bod Ce M takovy, Ze trojuhelnik
ABC je rovnostranny. Kolik bodid muZze obsahovat mno-
zina M?

3.5 Zjistéte, kolik feSeni ma soustava rovnic

2+y+xy=a

I
o

X2 — 32
pro redlna &isla a, b.

3.6 Na nekonetném listu Ctveretkovaného papiru je 7
¢tvereCku obarveno Cerné. Dokazte, Ze existuje kone¢ny pocet
Ctvercu, pro néz soucasné plati:

a) vybrané Ctverce obsahuji vSechny Cerné ctverecky,

b) v libovolném z vybranych &tvercu zaujimaji Cerné Ctve-

1 3
recky alespon 5 ane vice nez 5 obsahu celého &tverce.

3.7 Rovinny utvar, jehoz zddné dva body nemaji vzdile-
nost 0,001, je ¢asti jednotkového &tverce. Dokazte, Ze obsah
tohoto utvaru je nejvySe 0,34. Pokuste se najit piesnéjsi
odhad a dokdzat analogické tvrzeni v prostoru.
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4.1 Na 44 stromech zasizenych na hranici kruhu sedi 44
ptacka zpévalka (na kazdém stromé jeden). Cas od tasu dva
z nich soucasné preleti na sousedni stromy v opalnych smé-
rech (jeden ve sméru a druhy proti sméru hodinovych ruci-
¢ek). Dokazte, ze nikdy nebudou vsichni ptici na stejném
stromé. A je-1i stromu i ptac¢ka n?

4.2 Jsou dany tii shodné kruznice ki, ko, k3, které se vzi-
jemné dotykaji, a kruznice k, kterd je jim opsédna. Vedeme-li
bodem M < k te¢ny ke kruznicim k1, ke, k3, pak je vzdalenost
bodu M od jednoho z bodu dotyku rovna soutu vzdilenosti
od druhych dvou. Dokazte.

4.3 a) Rovinnému uhlu jsou vepsiny dvé kruznice, které
maji spole¢nou jesté dalsi te¢nu 7372 (s body dotyku T3, Tv),
ktera protind ramena uhlu v bodech 4;, A4». Dokazte, ze
| AL Th| = |A2Tos)|.

b) Uhlu jsou vepsany dv& kruznice, které se dotykaji jeho
ramen v bodech Kj, Ks, resp. L, Ls. Dokazte, ze pfimka
K;Ls vytind na obou kruznicich shodné tétivy.

4.4 Jestlize n-prvkova mnozina E ma m raznych vlastnich
podmnozZin takovych, Ze libovolné dva prvky E jsou pravé
v jedné z uvedenych podmnozin, pak m = n. Dokazte.
V jakych pripadech muze byt m = n?

4.5 Jestlize




a b c
G- te—apt@_ee™

0.
Dokazte.

4.6 a) Z 19 kulicek jsou 2 radioaktivni. Jednim méfenim
Ize zjistit, obsahuje-li zvoleny soubor kuli¢ek néjakou radio-
aktivni & nikoli (ale nelze zjistit pocet radioaktivnich kuli-
¢ek). Dokazte, Ze osmi méfenimi lze urcit obé radioaktivni
kuli¢ky.

b) Z 11 kuli¢ek jsou 2 radioaktivni. DokaZzte, Ze pii méné
nez 7 méfenich nelze zarucit jejich nalezeni.

4.7 Ve vsech polich tabulky 100<100 jsou napsdny plusy.
Je dovoleno zménit soucasné vSechna znaménka jednoho
sloupce nebo fadku. Je mozné po nékolika takovych opera-
cich dostat tabulku s 1 970 minusy ?

5.1 Na nekone¢ném listu ctvereckovaného papiru je n
Ctverecka obarveno cerné. Dokazte, Ze existuje kone¢ny po-
cet disjunktnich ¢tverct s vrcholy v uzlech sité, pro néz
soucasné plati:

a) vybrané Ctverce obsahuji viechny Cerné Ctverecky,

b) v libovolném z vybranych Ctverct zaujimaji Cerné

1
¢tverecky alespon 5 ane vice nez 5 obsahu celého Ctverce.

5.2 Prom > 1 pfirozené feSte v oboru celych nezdpornych
¢isel rovnici
x2 —mxy + 3% = 1.
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5.3 Na Kkartickidch jsou zapsana Cisla 11111, 11112, ...,
99999. At sefadime jednotlivé karti¢ky jakkoli, 444 445-ciferné
Cislo, které tak dostaneme, nebude nikdy mccninou dvojky.
Dokarzte.

5.4 V trojuhelniku ABC oznatme V stied kruznice vepsa-
né a M stied strany BC. Oznatime-li E prusecik vysky AH
trojuhelniku ABC s ptimkou MV, ma uase¢ka AE délku
poloméru kruznice vepsané. Dokazte.

5.5 V roviné jsou dany tii piimky prcchazejicijednim bo-
dem a dalsi bod 4 na jedné z nich. Sestrojte trojahelnik
ABC, jehoz osy uhlu jsou dané piimky.

5.6 Dva mudrci hraji nasledujici hru s ¢isly 0, 1, 2, ...,
1024. Prvni mudrc vyskrtne 512 Cisel, druhy dalsich 256
cisel, pak zas prvni vy$krtne dalSich 128 a druhy 64 cisel, atd.
Patym tahem vySkrtne druhy jedno C(islo, takze zbudou
pravé dvé Cisla, a druhy zaplati prvnimu jejich rozdil. Jak
ma hrat prvni hra¢, aby dostal co nejvic? A jak druhy, aby
platil co nejméné? Kolik mu zaplati, budou-li oba hrat co
nejlépe ?

5.7 V roviné jsou dany body P, Q lezici v téze poloroviné
uréené pfimkou p. Na piimce p najdéte bed M, pro ktery
je vzdilenost pat vySek trojuhelniku POM ke stranam PM
a QM nejmensi.
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