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28. rofnik meziniarodni matematické olympiady

Dvaciti osma mezinarodni matematicka olympidada (MMO)
se konala ve dnech 5.—16. Cervence 1987 v hlavnim mésté
Kuby - Havané. Utast na ni byla rekordni - v sout&zi byly
zastoupeny 42 zemé: Alzirsko, Austrédlie, Belgie, Brazilie,
Bulharsko, Ceskoslovensko, CLR, Finsko, Francie, fran,
Island, Itilie, Jugosldvie, Kanada, Kolumbie, Kuba, Kuvajt,
Kypr, Lucembursko, Madarsko, Maroko, Mexiko, Mon-
golsko, NDR, Nikaragua, Nizozemi, Norsko, NSR, Panama,
Peru, Polsko, Rakousko, Rumunsko, Recko, SSSR, Spa-
nélsko, Svédsko, Turecko, Uruguay, USA, Velkd Britinie
a Vietnam. Kromé toho byli na 28. MMO pfitomni dva
pozorovatelé, a to z Irska a z Nového Zélandu.

Prubéh 28. MMO odpovidal obvyklému standardu. Mezi-
narocdni porota MMO slozenda z vedoucich jednotlivych
delegaci a predsedy, jimZz byl prof. Miguel Jiménez Pozo
z havanské univerzity, pracovala nejprve v piisné izolaci od
soutézicich v Santa Maria del Mar, kde z navrhu zaslanych
zulastnénymi zemémi vybirala dlohy pro soutéz.

Porota se snazila piedeviim sestavit tematicky vyvazeny
soubor uloh, ktery by dostate¢né provéfil znalosti a schop-
nosti soutézicich. I kdyz se ji to vcelku podatilo, ukdzaly konec-
né vysledky, ze ponékud piecenila obtiznost soutéznich aloh.
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Pro soutéz bylo vybrano téchto Sest uloh z navrhu, jez
zaslaly NSR (1 a 3), SSSR (2 a 6), Vietnam (4) a NDR (5).

1. Oznatme p,(k), n = 1, k = 0, pocet permutaci / mno-
ziny S, = {1, 2, ..., n} takovych, Ze rovnost f(j) = j plati
pro pravé k hodnot j € S,. Dokazte, Ze

S kpu(k) = nl.
k=0

Pozndmka. Permutaci mnoZiny S, rozumime vzdjemé jednoznad-
né zobrazeni mnoziny S, na S,.

2. Osa thlu BAC ostrothlého trojuhelniku ABC protina
stranu BC v bodé L a kruznici opsanou trojuhelniku ABC
v bodé N, N # A. Oznatme K, M paty kolmic spusténych
z bodu L na strany AB, resp. AC. Dokazte, 7e ¢tyfuhelnik
AKNM a trojahelnik ABC maji tyZ obsah.

3. Necht x1, x2, ..., x; jsou redlnd Cisla takovéd, Ze
5 3 bl a

2

4+ ... +2=1

Dokazte, ze pro kazdé celé Cislo & > 1 lze nalézt celd Cisla
ai, as, ..., a, takova, ze

@) a; 7 0 pro alespori jedno 7, 1 <7 < n,

(ii) laj] £k — 1 proviechna j, 1 <7< n,
R—1  —

(iii) @ + azxe + ...+ awxa] £ 5 U
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4. Dokazte, ze neexistuje funkce f zobrazujici mnoZinu
No = {0, 1,2, ...} viech nezdpornych celych Cisel do Ny ta-
kovd, ze

ff(n)) =n + 1987
pro kazdé n € N,.

5. Dokazte, ze pro kazdé prirozené Cislo n = 3 Ize v roviné
nalézt n bodu tak, aby platilo:
(1) vzdélenost kterychkoli dvou z nich je iraciondlni &islo;
(ii) kterékoli tfi z nich urluji trojuhelnik, jehoz obsah je
kladné raciondlni &islo.

6. Nechtnjecelé &islo,n = 2. Dokazte: Jestlize k2 + k + n
je prvocislo pro kazdé k, 0 < k < |/n/3, potom je k> + k + n
prvodislo pro kazdé 2,0 < k < n — 2.

I kdyz obtiznost aloh byla ruzni, bylo rozhodnuto, jak je
v poslednich letech na MMO zvykem, ocenit spravné feseni
kazdé ulohy sedmi body. Kazdy soutézici mohl tedy ziskat
maximalné 42 body; jak se pak ukazalo, 22 zékam se to sku-
te¢né podatilo.

Price v mezindrodni poroté spojené s vybérem, formulaci
a preklady soutéznich tloh probihaly bez vétSich problému
a byly v nélezitém terminu ukonceny. Mezitim se jiz v Ha-
vané shromdzdili soutézici. Ti byli po celou dobu MMO
ubytovani v interndté¢ Leninova institutu (Instituto Preuni-
versitario Vocacional en Ciencias Exactas V. I. Lenin) na
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okraji Havany. Zde také ve dnech 10. a 11. &ervence probé&hla
vlastni soutéz vcetné slavnostniho zahijeni (10. Cervence
dopoledne), jehoz se zucastnil mj. téz kubédnsky ministr
Skolstvi J. R. Fernandez.

Mezinirodni porota, kterd 10. Cervence odpoledne pie-
sidlila do Havany, sem pak dojizdéla k prici na opravé
a koordinaci hodnoceni zédkovskych feSeni. Koordinace byla
dobie pfipravena a prob&éhla pomérné rychle; uplatiiovana
kritéria nebyla prili§ pfisnd. Na zdvéreném zasedini dne
13. Cervence mohla tak porota jiz schvalit definitivni vysledky
soutéze a rozhodnout o rozdéleni cen: na 28. MMO bylo
udéleno 22 prvnich cen (pouze za maximdilni bodovy zisk -
42 bodu), 42 druhych cen (za vykony ohodnocené 32 —41 bo-
dy) a 56 tietich cen (za 1831 bodu). Z celkového pottu
237 soutézicich tak bylo ocenéno 120, tj. pfiblizné polovina
(50,63 %,). Specidlni ceny nebyly tentokrite udéleny zadné.

Celkové vysledky jednotlivych delegaci jsou patrny z pfi-
pojené tabulky 1.

Slavnostni zakonceni 28. MMO se konalo dopoledne
15. ¢ervence v sale budovy kubdnskych ozbrojenych sil, opét
za ulasti kubdnského ministra 3kolstvi. Vystoupil zde také
zastupce Austrdlie prof. P. ]J. O’Halloran, ktery pozval
vSechny pritomné delegace na 29. MMO, kterd se mi konat
v Cervenci 1988 v Canbefe. Slavnost byla doplnéna vystou-
penim skupiny populdrni hudby.

Vedle odborného pregramu méli soutézici zici dostatek
prilezitosti vyuzit volnych chvil jak k rekreaci a sportu
(pfimo v aredlu institutu), tak i k sezndmeni se s pamétihod-
nostmi Havany. Dne 14. Cervence se pak mohli zacastnit
hromadného autobusového vyletu na Playa Girén.
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Vsichni ucastnici 28. MMO se sesli dne 13. ervence na
recepci, kterou pro né uspofddal kubansky ministr Skolstvi
J. R. Fernéndez.

Pii stdle rostoucim poctu ucastnika je ukol organizovat
MMO velmi naro¢ny. Je tieba konstatovat, Ze se ho kubéan§ti
poradatelé zhostili uspé$né a ze se 28. MMO bezesporu radi
mezi z-'afilé mezindrodni akce.

Ceskoslovenska téast
na 28. MMO

Na 28. MMO vyslalo Ceskoslovensko delegaci ve sloZeni:

vedouci dclegace RNDr. Frantisek Zitek, CSc., MU CSAV,
Praha, pfedseda UV MO

zastupce

vedouciho: RNDr. Tomds Hecht, CSc., MFF UK,
Bratislava, ¢len PUV MO

soutézici zéci: Robert Babilon, 4 M, GMK, Bilovec
Perr Cisek, 2 M, GWP, Praha
Pavol Gvozdjak, 2 M, GAM, Bratislava
Viadan Majerech, 4 MF, G, Pardubice
Marcel Polakovic, 4 M, GAM, Bratislava
Roman Sotdk, 4 M, G, Kosice

Dale byla na 28. MMO pfitomna také RNDr. Julia Lukatso-
va z ministerstva $kolstvi SSR jako pozorovatelka.

Utast delegace silné poznamenaly nepiijemné problémy
s dopravou na Kubu. Namisto puvodné planovaného spolec-
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ného cdletu v sobotu 4. Cervence cestovala nase delegace ve
tiech skupinach 4., 6. a 9. Cervence. Tak se také stalo, ze dva
nasi soutézici, M. Polakovi¢ a R. Sotik, dorazili do Havany
teprve v Casnych rannich hodinidch v patek 10. Cervence,
tedy v prvni soutézni den. Je jenom pfirozené, Ze se tato
skute¢nost nepfiznivé projevila na jejich vykonu v soutézi.

Vysledky nadich zdka na 28. MMO jsou shrnuty v ta-
bulce 2. Jak je z ni vidét, méli nejvétsi potize se Sestou ulo-
hou, kterou nikdo z nich spravné nevyiesil. Sesta tloha byla
také skute¢né nejtézsi tlohou 28. MMO a uspéch pfi jejim
feSeni rozhodoval o umisténi na prednich pozicich.

I pfes zminéné dopravni komplikace a netaspéch u Sesté
ulohy je celkovy vysledek Ceskoslovenské reprezentace na
28. MMO pozitivni. VSichni nasi Z4ci ziskali ceny a v neofi-
cidlnim poradi druzstev podle souctu bodu jsme zaujali de-
vaté misto.

Tabulka 5
Celkové vysledky 28. MMO

Pocet

Zemé - T N T

zaku bodu I.cenIl.cenIII.cen
Alzirsko 6 29 0 0 0
| Australie 6 143 0 3 0
| Belgie 6 74 0 0 1
| Brazilie 6 116 1 0 2
Bulharsko 6 210 1 3 2
Ceskoslovensko 6 192 0 4 2
CLR 6 200 2 2 2
Finsko 6 69 0 0 2
| Francie 6 154 0 3 2

|
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Tabulka 5 - pokracovani

fran
Island
Italie
Jugoslavie
Kanada
Kolumbie
Kuba
Kuvajt
Kypr
Lucembursko
Madarsko
Maroko
Mexiko
Mongolsko
NDR
Nikaragua
Nizozemi
Norsko
NSR
Panama
Peru
Polsko
Rakousko
Rumunsko
Recko
SSSR
Spanélsko
Svédsko
Turecko
Uruguay
USA

| Velka Britanie

Vietnam

bodu

I.cenII.cenIIl. cen

70
45
35
132
139
68 |
83
28
42
27
218
88 -
17
67
231
13
146
69
248 |
i 7 i
41
55
150
250
111
235
91
134
94
27
220
182 |
172 |
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Tabulka 6

Vysledky &s. zdku na 28. MMO

Pocet bodu
Jméno ) Cena
1 zza ;logu 5 6 celkem
Babilon 73 77 71 32 II.
Cizek 7771770 35 11.
Gvozdjak 77 7 7 7 3 38 II.
Majerech 77 7 77 2 37 II1.
Polakovi¢ 70 0 770 21 I11.
Sotak 73 0 775 29 II1.
Celkem |42 27 28 42 42 11 192
|
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Reseni dloh 28. MMO

1. VSech permutaci f mnoziny S, je n!, v kazdé z nich je
urdity pocet k (k =0, 1, 2, ..., n) prvka 7, pro néz plati

) JG) =1,
odtud plyne rovnost
"
@) S pu(k) = nl.
£—0

Z n-prvkové mnoziny S, lze k prvku vybrat pravé (Z) zpu-

soby; plati-li pro téchto %k vybranych prvkua (1) a pro ostatni
n — k pak f(j)# j, dostaneme permutaci f zapoltenou
v pn(k). Médme tak rovnost

) 2ut8) = () pu-a®

platnou pro viechnan > 1, k = 0.
Jestlize je & > 0, pak

() =i 20):

145



takze vidime, Ze v dusledku (3) a (2) je

z kpalh) = Z kpu(k) = Z () po-st0) =
=n Z (: )p,,_L(O) =n an () = n(n —1)! = nl,

k=1

coz jsme méli dokazat.
Pozndmka. Rovnost

4) kpu(k) = npua(k — 1)

se dd odvodit i bez pouziti (3) pfimou kombinatorickou
uvahou:

Vybereme si nékterou z p,(k) permutaci f's pravé & prvky;
splitujicimi (1) a potom si z téchto & prvka zvlast vyznalime
jeden (coz lze ulinit & zpusoby); celkem mame k.p,(%)
moznosti volby. Ke stejnému vysledku vsak dospéjeme,
jestlize nejprve vybereme jeden prvek jo z mnoziny S,
(tento vybér lze provést n zpusoby) a potom ur¢ime permu-
taci f tak, ze polozime f(jo) = jo, kdezto pro ostatnich n — 1
prvka j € S, definujeme f tak, aby pravé £ — 1 z nich spliio-
valo (1). Takovychto permutaci mnoziny S,/ {jo} je cviem
pn-1(k — 1), celkem tedy mame np,-1(k — 1) moznosti. Tim
je rovnost (4) dokazéna.

Jiné feSeni dlohy 1 vyuziva znamého vzorce

n 1y
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Mime pak podle (3)

n—k

ikpn(k):i () n—k)’z i”i =
k=0 k=0

-0

n n—k

_nvZZ(—l)’(k+; )(k+zl""r)g:

-14=0

n—fl

= I'ZH)’( )=

2. Ponévadz trojuhelnik ABC je ostrouhly, lezi stied S
kruznice jemu opsané uvnitf ného. Bez ujmy na obecnosti
muZeme predpokliadat, Ze je |AB| = |AC|, takie také
| BAS| < | CAS|, a tedy

[¥ BAS| = |x BAL| — | x SAL|

| CAS| = |x BAL| + | x SAL|.

Ponévadz KL | AB a KM | AL a |KL| = |LM|, je
|« MKL| = |x BAL| a obsah trojahelniku ABC se di

vyjadrit ve tvaru

|[AB| + |AC|

KL 2
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Ponévadz KM | AN, je obsah c¢tyfuhelniku AKNM

1
roven 2 |AN|.|KM]|. Plati

IKL| ("; |AB| + —;_— iAci) -

= |KL|.|AS|(cos |« BAS| + cos | CAS)) =

= |AS|.|KL|2cos |« BAL|.cos | SAL| =
1
= |AN|.|KL| cos |« MKL| = > |[AN|.|KM|;

trojuhelnik ABC a ¢tyfthelnik AKNM maji tedy skuteén&
tyZ obsah.

Jiné FeSeni druhé ulohy vyuziva Ptolemaiovy véty, po-
dle niz v térivovém Etyiuhelniku ABNC plati
1) |AB|.|CN| + |AC|.|BN| = |AN|.|BC]|.
Z rovnosti |¥ BAN| = |x CAN]| plyne |BN| = |CN|, ale

také | CBN| = | BAN|. V rovnoramenném trojuhelniku
BCN tedy plati '

|BC| = 2.|BN|.cos | < BAN|.
Dosazenim do (1) dostdvame
|AB| + |AC| = 2 |AN| cos |« BAN)|
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a odtud pro obsah S; trojthelniku 4BC

St

1
—2—(|AB{ + |4C)).|AL| sin | BAN| =

= |AL|.|AN|sin | ¥ BAN]|.cos |¥ BAN|.
Obdebné pro obsah Sp ¢tyfuhelniku AKNM je

1

Se = 2

(|AK| + |AM)) |AN| sin | % BAN| =

= |AL| cos |« BAN|.|AN|sin | BAN|;
oba obsahy jsou si tedy rovny.

3. Je ziejmé, ze Glohu stali vyfesit pro piipad nezipornych
cisel x1, x2, ..., xpn, nebot pii zdporném x; plati

n j1 n
E_ AnXp = 2 amXm + (_af) }x}i + Z AmXy.

<
w1 m=—1 m—=j+1

V dal$im tedy predpoklidime x, = 0 pro viechna m =
=1,2,...,n

Pro kazdou n-tici nezdpornych celych &isel ay, as, ..., an
vyhovujici podminkim (i) a (ii) plati

n

0= T amxm = (k - l) Z Xm.

m m=1
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Pocet vsech takovychto n-tic je k" — 1, proto nutné existuji

dvé z nich - oznalme je a;, a,, ..., a,aa,,a,, ..., a, - tak,
ze
n n

0 < \’ a,/,xm X am’fm

jm—1 i l

kR—1 1
< \Am
= kr— 1,

Polozime-li pak a,, = a;, a, (m=1, 2, ..., n), bude

n-tice celych &isel aj, aj, ..., a, vyhovovat podminkam (i),
(i1) i (iii), nebot podle Cauchyovy nerovnosti je

Lo Y
[ m—=1

n — n —
z xm < Vn 1/ S X2 = Vn.

m=1

4. Predpoklddejme, Ze takova funkce f existuje; z tohoto
predpokiadu odvodime spor.
Pro funkci f zfejmé plati

(1) flx + 1987) = f(f(f(x))) = f(x) + 1987,

odtud déle indukci snadno dokézeme platnost rovnosti
(2) flx + £.1987) = f(x) + k.1987

pro vsechna x € Ng, k&€ Ng. Funkce f je tedy jednoznatné
urlena svymi hodnotami na mnoziné M = {0,1,2,...,1986}.

Na mnoziné M definujeme novou funkci g takto: pro
x € M vyjadfime f(x) ve tvaru

3 flx) =y +p.1987,
kde y € M, p € Ny, a pak polozime g(x) =
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Ponévadz podle (2) je

x + 1987 = f(f(x)) = f(y + p.1987) = f(y) + p.1987,
je nutné

(4) f(3) = x + (1 — p).1987 € Ny,

tzn. ze v (3) je vzdy 0 < p < 1. Ze (4) pak vyplyva g(v) = x;
je tedy g involuce na M:

8(e(x)) = x

pro kazdé x e M.

Ponévadz pocet prvkd mnoziny M je lichy, totiz 1987,
musi existovat xg € M, pro které je g(xo) = xo. To viak podle
definice funkce g znameni, Ze je bud f(xo) = x¢, anebo
f(x0) = x9 + 1987. V prvém pfipadé je pak

xo + 1987 = f(f(x0)) = f(x0) = xo,
ve druhém pfipadé je
x0 + 1987 = f(f(x0)) = f(xo + 1987) = x9 + 3974.

V obou pripadech jsme dospéli ke sporu - funkce f pozadc-
vanych vlastnosti tedy nemuze existovat.

5. V roviné zavedeme kartézskou soustavu soufadnic a pro
dané pfirozené Cislon = 3 v ni vezmeme body By, Be, ..., By

o soufadnicich
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Bj = [].:].2]5 .’ == 1; 2, NS (8

Pctom je vzddlenost dvou bedu B;, By (1 =<7 <k < n)
rovna

V(b =77 + (R — 22 = (k =) [k + ) + 1.

Ponévadzk +j = 3,je(k +7 + 12 >k +72 + 1 >(k +
+ /)2, takze &islo |/(k + 7)? + 1 je nutné iracionélni (odmoc-
nina z pfirozeného ¢&isla je bud celé ¢islo, anebo iraciondlni).

Obsah § trojuhelniku s vrcholy Bj, Bi, By, (1 257 <k <
< m £ n) lze vyjadfit zndmym vzorcem

1
S=‘2*IAL
kde
ji?
A= |k R 1|,
mm? 1

coz je jisté raciondlni Cislo.

Mnozina boda By, Bs, ..., B, tedy vyhovuje podminkdm
ulohy.

Pozndmka. Racionalita obsahu trojahelniku s vrcholy
v bodech s celoCiselnymi soufadnicemi vyplyvd rovnéz ze
znamé Pickovy formule.

6. Necht 7 je libovolné aviak pevné dané prirozené (islo;
prok =0, 1,2, ... pak polozme

(1) fB)y =k +k +n



Ozna¢me m nejmens$i nezdporné celé Cislo takové, ze f(m)
neni prvocislo. Ponévadz f(0) = n, je m = 0, neni-li n samo
prvocislo. Ponévadz f(n — 1) = n2, coz neni nikdy prvo-
islo, je zfejmé m < n — 1. Médme nyni dokazat, Ze neni
mozné, aby platilo

(2) /~3—§m§n—2.

Pro n = 1 je toto tvrzeni zfejmé, nebot pak
n—2=—-1<0=m.

Pii n = 2 je f(m) nutné Cislo sloZzené; oznalime p nejmensi
prvocinitel &isla f(m), takze f(m) = pg, kde g je celé &islo,

q=0p-
Z definice (1) vyplyva, ze

3) f(k) = f(k + rp) (mod p)
pro kazdé celé nezaporné r, k.

Dokézeme si nejprve, ze nemuze byt p < m. Méli bychom
totiz

0m—p<<m—2<m

a podle definice Cisla m by f(m — p) bylo prvotislo. Podle (3)
vSak ziroven .

Sfim — p) = f(m) = 0 (med p),
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coz je mozné jen tehdy, jestlize f(m — p) = p. Aviak potom
by bylo

mzp=fim—p)=m—p?+@m—p)+nzn,

coz neni mozné.

Predpoklidejme tedy, ze plati m < p < 2m. Potom je
0<p-—m—1=< m — 1 a podle definice &isla m je
f(p — m — 1) prvotislo. Zarover je

pg=fm)=fp —m—1)+2m —p + Lp,
takze prvocislo f(p — m — 1) je délitelné prvocislem p, coz

znamena, ze f(p — m — 1) = p. Je tedy

p=@P-—m—12+p—m—1+n,
takze

m=mn-—1)+@p-—m—12z2n—1
a (2) neplati. Je dokonce m =n — 1l ap = n.

Zbyva jesté vysettit pfipad, kdy 2m < p. Zde viak mame
m? +m +n=fm)=pgzp?=(2m—1)7=

= 4m? + 4m + 1,
a tedy
n=3m?+ 3m + 1 > 3m2,

takze (2) opét neplati.
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Ukézali jsme tedy, Ze (2) neplati v zddném piipadé, a to
pro kterékoli pfirozené n.

Pozndmka. Z elementirni Ciselné teorie je zndm mnoho-
¢len

x2 + x + 41,

ktery pro x =0, 1, ..., 39 nabyvd vesmés prvocliselnych
hodnot. Podobnych mnoho¢lenu existuje ziejmé vice; nase
uloha naznacuje, ze pii vhodné zvoleném p (napi. p = 17,
41, 107, ...) nabyvd mnohoClen x2 4+ x + p prvociselné
hodnoty az pro p — 1 po sobé jdoucich celych hodnot
x(x=0,1,...,p —2).
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