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Kategorie P

Ve 36. rotniku matematické olympiady se jiz podruhé
soutézilo také v kategorii P (programovini). Tato kategorie
je urCena vSem zdkam stfednich $kol bez rozdilu véku,
ulohy zde zaddvané jsou zaméfené na tvorbu a analyzu algo-
ritmu. Oproti lofiskému ro¢niku zdjem o kategorii P znacné
vzrostl. Zatimco ve 35. ro¢niku MO se do soutéze zapojilo
asi 250 studentu, o rok pozdéu jich fesilo ulohy domaéciho
kola vice nez 400.

SoutéZ je organizovana tfikolové, soutézi se v domicim,
krajském a celostditnim kole. Re3eni tloh doméciho kola
museli soutéZici odevzdat do 5. 2. 1987. Uspésni fesitelé byli
pozvani do krajského kola, které se konalo ve stfedu 8. 4. 1987.
Padesat nejlepsich acastnika krajského kola se seslo ve dnech
14.—17. 5. 1987 v Praze na celostitnim kole MO katego-
rie P, jehoz poradatelem byl KV MO Praha.

Po odborné striance je kategorie P matematické olympiady
zajidtovana odbornymi centry na vysokych Skolich - na
MFF UK Praha, PiF UJEP Brno a MFF UK Bratislava.
Pracovnici téchto center opravovali feSeni uloh ve vSech
tiech kolech soutéze, podileli se na pfipravé studentii na
soutéz, na zabezpeleni krajskych kol i kola celostitniho.
Odbornym garantem kategorie P 36. ro¢niku matematické
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olympiddy bylo centrum na katedi'e kybernetiky a informatiky
MFF UK Praha, ze kterého také pochazeji zadéni vSech ulch.

Tabulka 7

Poéty zaku soutézicich v kategorii P 36. ro¢niku MO

; Kolo |
| — e o e ]
Kraj ‘ domaci | krajské celostatni |
| | sjuisfuls|u,
o T t |
Praha 56 | 42 | 42 | 24 | 8 7
Stiedodesky 25 10 | 9 |3 | 3 1
| Jihotesky 260 | 13 13 | 3 | 3 1
| Zapadocesky 6 0, 0 0o 0 0 |
Severo&esky 21 8 8 | 3| 3 1!
Vychodogesky 32 | 15 | 13 6 3 c ol
| Jihomoravsky 24 17 | 15 7 ‘ 4 3
| Severomoravsky 35 28. 20 | 14 ‘ 6 2
| Bratislava 53 31 | 30 | 16 ‘ 12 6
| Zapadoslovensky 32 14 14 | 2 2 2
j Sttedoslovensky 43 23 1 23 | 3 1 1
| Vychodoslovensky 61 34 | 34 | 9 5 | 2
— S S T T
| i | | i [
| CSR 225 | 133 i 120 60 30 | 18 |
SSR 189 | 102 j 101 30 ‘ 20 | 1 ‘
: ! ‘ ! ! |
. L T T
| CSSR '414 | 235 221 9% 50 | 29 |
L . S o ]
S — pocet viech scutézicich

U — pocet uspésnych resitelt



VYSLEDKY CELOSTATNIHO KOLA MO

1.
2.
3.
4
5.
6.
7.— 8.
9.—12.
13.—14.
15.—18.
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KATEGORIE P

Vitézové

Pavel Kozlovsky, 3., G Jindfichav Hradec
Viadan Majerech, 4., G Pardubice

Branislav StriZenec, 3., G J. Hronca, Bratislava
Viadimir Vesely, 4., G J. Hronca, Bratislava
Peter Klein, 4., G A. Marku3a, Bratislava
Pavol Kolnik, 4., G Nové Mesto nad Vihom
Rudolf Burcl, 4., G Trnava

Rastislav Senderdk, 4., G PreSov

Ilja Martisovits, 2., G J. Hronca, Bratislava
Marcel Polakovic, 4., G A. Markusa, Bratislava
Viadimir Solnicky, 3., G Opava

Petr Steinmetz, 4., G Brno, Konévova ul.

Dalsi uspésni resitelé

Petr Broz, 2., G W. Piecka, Praha

Robert Hetka, 4., G BeneSov

Tibor Bartos, 3., G A. Markusa, Bratislava
Perr Cisek, 2., G W. Piecka, Praha

Lucie Kdrnd, 4., G W. Piecka, Praha

Petr Mandik, 4., G D&in



19.
20.—-22.
23.-29.

Radek Porazil, 3., G Bilovec

Viclav Bohdanecky, 2., G W. Piecka, Praha
Arnost Kobylka, 2., G W. Piecka, Praha
Jan Sochor, 4., G W. Piecka, Praha
Michal Dostdl, 4., G W. Piecka, Praha
Petr Fencl, 4., G Pardubice

JiFi Jaruska, 4., G Pardubice

Pavel Kafka, 4., G Ttebic

Richard Krajéoviech, 4., G Povazska Bystrica
Rado Mréz, 3., G Spisska Nova Ves
Marek Velesik, 2., G Brno, Konévova ul.
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PORADIf USPESNYCH RESITELU
KRAYSKEHO KOLA MO KATEGORIE P

V seznamu je uvedeno nejvySe prvnich deset uspé$nych
fesitela z kazdého kraje. Typ Skoly neni uvddén, viichni jsou
studenty gymnézia.

Praha

Michal Dostal, 4., W. Piecka, Praha 2, fan Sochor, 4., W. Piec-
ka, Praha 2, Arnost Kobylka, 2., W. Piecka, Praha 2, Filip
Pejsa, 4., Vodéradska, Praha 10, Perr Cizek, 2., W. Piecka
Praha 2, Petr BroZ, 2., W. Piecka, Praha 2, Vdclav Bohda-
necky, 2., W. Piecka, Praha 2, Lucie Kdrnd, 4., W. Piecka,
Praha 2, Michal Kopecky, 4., W. Piecka, Praha 2, fan Dvo-
ik, 3., Sladkovského nam., Praha 3. ‘

StfedocCesky kraj

Petr Vyhiidak, 3., Mlada Boleslav, Robert Hetka, 4., BeneSov,
Viadimir Solc, 1., Beroun.

Jiho&esky kraj

Pavel Kozlovsky, 3., Jindfichav Hradec, Martin Zitek, 4.,
Milevsko, Yakub Cermdk, 1., Jirovcova, Ceské Budé&jovice.

160



Severocesky kraj

Dan Lukes, 2., Partyzanské, Liberec, Petr Mandik, 4., Décin,
§i#i Martinek, 3., Usti nad Labem.

Vychodocesky kraj

Jirt Faruska, 4., Pardubice, Viadan Majerech, 4., Pardubice,
Petr Fencl, 4., Pardubice, Petr Kousal, 3., Tylovo nab., Hra-
dec Kralové, Petr Krdkora, 3., Trutnov, Radko Martinek,
3., Jicin.

Severomoravsky kraj

Radek Porazil, 3., Bilovec, David Jedelsky, 3., Ostrava-Hra-
buvka, Viadimir Solnicky, 3., Opava, fan Hiebicek, 4., Va-
Tomds Ldtal, 3., Olomouc-Hejéin, Radek Vingrdlek, 4.,
Olomouc, David Sindler, 2., Bilovec, Marek Hiibner, 3.,
Karvind, Antonin Dvordk, 3., Prerov.

Jihomoravsky kraj

Pavel Kafka, 4., Ttebic, Petr Steinmetz, 4., Konévova, Brno’
Miloslav Hledik, 3., Ivantice, Marek Velesik, 2., Konévova’
Brno, Jan Dvoidk, 4., Moravské Bud&jovice, Radek Svenda’
2., Uhersky Brod, Zdenék Vonsky, 2., Ivantice, Robert Maar
4., Zdir nad Sazavou, Miroslav Mindrik, 4., Jihlava, Perr
Kolenéik, 1., Konévova, Brno.

Bratislava

Viadimir Vesely, 4., J. Hronca, Ncvchradské, Bratislava,
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Branislav Strigenec, 3., ]J. Hronca, Bratislava, Ilja Martiso-
2115, 2., J. Hronca, Bratislava, Stanislav Pdrnicky, 4., A. Mar-
kusa, Cervenej arméady, Bratislava, Tibor Bartos, 3., A. Mar-
kua, Bratislava, Miroslav Srol, 3., J. Hronca, Bratislava,
Anton Belan, 4., A. Markusa, Bratislava, Martin Bujddk,
3., A. Markusa, Bratislava, Marcel Polakovié, 4., A. Marku-
Sa, Bratislava, René Pdzman, 2., J. Hronca, Bratislava.

Zapadoslovensky kraj

Pavol Kolnik, 4., Nové Mesto nad Vahom, Rudolf Burcl,
4., Trnava.

Stiedoslovensky kraj

Richard Krajéoviech, 4., Povazska Bystrica, Silvia Baddkovd,
4., Prievidza, Jozef Gomela, 3., Prievidza.

Vychodoslovensky kraj

Madrio Drosc, 4., Michalovce, Rado Mrdz, 3., Spisskd Nova
Ves, Roman Sotdk, 4., Smeralova, Kosice, Martin Lieskov-
sky, 4., PreSov, Rastislav Senderdk, 4., PreSov, Peter Fekete,
4., Michalovce, Zdeno Kadlndssy, 3., PreSov, Robert Mrdz,
3., Poprad, Ladislav Steffko, 4., Srobirova, Kosice.
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ULOHY DOMACIHO KOLA

P-1-1

Konetnou posloupnost ¢isel nazveme symetrickou, jestlize
se nezméni, kdyz zapiSeme jeji prvky v obriceném poradi.
Naleznéte a dokazte (co nejlepsi) algoritmus, ktery pro libo-
volnou kone¢nou posloupnost &isel ur¢i délku jejiho nejdel-
$iho souvislého useku, ktery je symetrickou posloupnosti.

Pf.: Pro posloupnost 3, 1,2, 3,2, 1,4, 2,1 je tato délka 5
(tsek 1, 2, 3, 2, 1).

Reseni. Pocet isel v zadané kone¢né posloupnosti ozna-
¢ime N. Rychly algoritmus vykona pii prohleddvani posloup-
nosti délky N fadové N2 operaci. Vétsina Fesiteld nalezla
néktery z dalsich spravnych algoritmu, oviem se slozitosti N=.

Symetrickd pcdposloupnost maximalni délky muze obsa-
hcvat bud lichy, nebo sudy pocet &isel. Podle toho je jejim
sttedem bud néktery z prvka zadané posloupnosti, nebo pozice
mezi sousednimi prvky. Budeme postupné vysetiovat vSech
2N — 1 mist (N prvka, N — 1 mezer mezi nimi), kde muze
lezet stfed maximalni symetrické podposloupnosti. Pro kazdé
z téchto mist ur¢ime délku maximalniho symetrického tseku
se sttedem v tomto misté. Toto uréeni je snadné: porovnavime
postupné od zvoleného stiedu smérem k obéma okrajum
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posloupnosti dvojice ¢isel tak dlouho, dokud jsou porovnavana
¢isla shodnd nebo dokud nenarazime na okraj posloupnosti.
Pro kazdy ze zvolenych stfeda se vykond maximdlné N/2
porovnini. Vysledkem algoritmu je maximum z délek, které
jsme ziskali pro jednotlivé stfedy symetrické podposloupnosti.

Algoritmus zapi§eme v programovacim jazyce Pascal. Bu-
deme pfedpokladat, Ze proménnd N obsahuje délku posloup-
nosti a ze v poli 4 jsou jako prvky A[1], ..., A[N] uloZzeny
prvky posloupnosti. Diéle predpoklddame deklaraci celo-
¢iselnych proménnych I a MAX. Proménnéd I je pomocn4,
vysledna délka bude uloZena v proménné MAX.

procedure TEST (J, K: integer);
var OKRAJ: Boolean;
DELKA: integer;
begin
OKRA]J := false;
while (A[J] = A[K]) and not OKRA]J do
begin
{zde vidy plati: usek A[J],..., A[K] je symetricky}
J:=T—-LK:=K+ 1;
if (J = 0)or (K = N + 1) then OKRA]J := true
end; {zde plati: Gsek A[J + 1],..., A[K — 1] je
symetricky, ale jiz ho nelze prodlouzit}
DELKA:=K -] —-1;
if DELKA > MAX then MAX := DELKA
end; ‘
begin
if N = 0 then MAX := 0
else if N = 1 then MAX := 1
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else

begin

MAX := 0;

forI:=1toN — 1do
begin TEST (I, I); {licha délka}

TEST (I, I + 1) {sudé4 délka}

end '

end

end

Uvedeny algoritmus je mozné jesté dale vylepSovat, ale
zrychleni vypcctu jiz nebude piili§ vyznamné a zdpis algorit-
pedposloupnosti od stiedu celé posloupnosti soubézné smé-
rem k obéma okrajum a vypocet ukoncit jiz ve chvili, kdy
momentalni hodnota proménné MAX dosihne dvojnisobku
vzdalenosti pravé uvazovaného stfedu podposloupnosti od
okraje posloupnosti (nebot dédle uz neni mozné hodnctu pro-
ménné MAX zlepsit).

Dukaz spravnosti algoritmu vyplyva pfimo z jeho popisu.
Vypocet podle algoritmu je kone¢ny, nebot algoritmus je
tvofen pouze cykly s pevné omezenym poctem opakovani
(for-cyklus v hlavnim programu se provede piesné N — 1krat,
while-cyklus v proceduie TEST se vykona vzhledem k ome-
zeni délky posloupnosti hodnotou N maximélné N/2krdt).
Zadana posloupnost jisté obsahuje néjakou maximalni sy-
metrickou pcdposlcupnost. Ma-li tato pedposloupnost li-
chy pecet ¢lent a jejim stifedem je prvek A[S], bude nalezena
pfi S-tém pruchodu for-cyklem (pro I = S) pii vyvolani
TEST(I, I). Mé-li sudy pocet ¢lenu a jeji stied lezi mezi
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prvky A[S]a A[S + 1], bude nalezena pfi S-tém priachodu
for-cyklem pfi vyvoldni procedury TEST (I, I + 1). Do
proménné MAX se ukladd maximum z délek vSech naleze-
nych symetrickych podposloupnosti, které jiz nelze prodlou-
zit. Také nejdelsi z nich bude jednou nalezena a v proménné
MAX proto zistane na zavér algoritmu jeji délka.

P-1-2

Sjednoceni kone¢né mnoziny uzavienych intervala na redl-
né piimce je mnozina, kterd je slozena z konetného poctu
disjunktnich souvislych dseki, z nichz kazdy je opét uzavieny
interval.

Naleznéte a dokazte (co nejlepsi) algoritmus, ktery pro libo-
velnou kone¢nou mnozinu uzavienych intervald zjisti pocet
disjunktnich souvislych tseku jejich sjednoceni (tj. skute¢ny
pocet intervala). Intervaly jsou zaddny vyctem dvojic &isel,
které v daném pofadi urcuji jejich dolni a horni mez.

Reseni. Oznatme posloupnost dolnich mezi D a hornich
mezi H, obé maji délku N. K feSeni ulohy lze uzit nékolika
odlisnych algoritmt. Zikladem téch nejlepSich je vhodné
setfidéni zadanych intervalt. K tomu je tfeba provést fadové
N .logs N operaci (to je Casova slozitost nejlepsich tridicich
algoritmu). Timto vyrazem je pak urlena i efektivita celého
algoritmu, nebot po setfidéni sta¢i jednou sekvenéné projit
vSechny intervaly a pfi.tomto prichodu provést prislusné
vypoclty.

Algoritmus feSeni popiSeme slovné:

1. Pokud N = 1, poloz POCET = 1 a jdi na 8.
2. Setfid zadané intervaly vzestupné podle hodnoty dolni
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meze. Maé-li vice intervali stejnou dolni mez, na jejich

porfadi nezilezi. Po setiidéni tedy bude platit: D[1] <

< D[2] £ ... £ D[N]. Pozn.: tiidime nejen dolni meze,

ale celé intervaly, tzn. soubézné se zménami poradi v po-

sloupnosti D pfemistujeme i hodnoty hornich mezi v po-

sloupnosti H.

Poloz POCET =1, HORMEZ = H[1],I = 2.

. Jestlize D[I] > HORMEZ, zvétsi POCET o 1.

Jestlize H[I] > HORMEZ, poloz HORMEZ = H[I].

. Zvétsil o 1.

. Jestlize I < N, jdi na 4.

. Vysledny pocet souvislych disjunktnich intervald je v pro-
ménné POCET. Konec.

Algoritmus zvlast fesi pfipad jediného intervalu na vstupu -
- bod 1. Je-li na vstupu vice intervala, provede jejich setfidéni
podle hodnot dolnich mezi - bod 2. Ttidici algoritmus uvede-
me na konci feSeni. Potom postupné prochézi vSechny inter-
valy. Dokud intervaly patifi do jednoho souvislého useku,

(<IN B~ NE R NN

pouze aktualizuje horni mez jejich sjednoceni (proménna
HORMEZ) - bod 5. Jakmile méa néktery interval prazdny
prunik s intervaly zpracovavaného useku, algoritmus zare-
gistruje ukon&eny souvisly tsek (proménnd POCET) a zatne
vytvaret dalsi - bod 4.

Zbyva podat zduvodnéni spravnosti algoritmu. Algoritmus
jisté skon¢i vypocet po konetné mnoha krocich, nebot setfi-
déni N intervalu je kone¢ny proces a v cyklu (body algoritmu
4 az T) roste pii kazdém prichodu hodnota proménné I od 2
do N, takze pruchodu bude méné nez N.

Je-li zaddn jediny interval (N = 1), bude mit proménnd
POCET spravnou hodnotu 1 z bodu 1. Tvofi-li viechny za-
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dané intervaly jediny souvisly tsek, bude mit proménni
POCET hodnotu 1 z bodu 3. Hodnota proménné POCET se
zv€tsuje o 1 pouze v bodu 4, a to presné tehdy, kdyZz zpraco-
vavany I-ty interval méd dolni mez vét$i, nez je maximum
hornich mezi vSech pfedchozich intervala (ulozené v pro-
ménné HORMEZ). Vzhledem k vzestupnému setfidéni dol-
nich mezi intervala plati nerovnosti

HORMEZ < D[I1< D[I + 1] < ... < D[N]

Cili také viechny nasledujici intervaly maji dolni mez vétsi,
nez je hcdnota HORMEZ. Proto I-tym intervalem skute¢né
zaCina dalsi souvisly asek.

Na zavér se vratme k problému tfidéni. Mame za tkol
uspofadat N &isel vzestupné podle velikosti. T¥idicich alge-
ritmu existuje celd fada. Nejrychlejs$i z nich vyzaduji prove-
deni fadové N.logs N porovnini. Ukdzeme si jeden z ta-
kovych tfidicich algoritmu. Chceme settidit &isla D[1], D[2],
..., D[N]ulozenav poli D. Rozdélime pole D do dvou usekit
D[1],...,D[(N + 1)div2]aD[(N + 1)div2 + 1],...,D[N].
Oba useky maji délku stejnou nebo lisici se jen o 1. Kazdy
z téchto useku zvlast setfidime rekurzivnim vyvoldnim téhoz
tiidiciho algoritmu. Ze setfidénych Gseku pak jiz snadno vy-
tvofime jedinou uspofddanou posloupnost vsech Cisel. Do
vysledné posloupnosti vzdy zafadime to z prvnich Cisel v Gse-
cich, které je mensi. Toto &islo zdroven vynechime z jeho
useku. Pcstup opakujeme, dokud do posloupnosti neni zata-
zeno viech N Cisel.

Popsany algoritmus zapiSeme v Pascalu ve tvaru rekurzivni
procedury SORT. Pro utfidéni celého pole D bude tato
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procedura voldna s parametry SORT(1, N). Déle piedpo-
kladame, Ze je deklarovdno pomocné globalni pole A4 stejného
typu jako je pole D.

procedure SORT (J, K: integer);
var P, I, I1, I2: integer;
begin
if ] < K then
begin
P:= (J + K) div 2;
SORT (J, P);
SORT (P + 1, K);
[:=1];
I1:=];12:=P + 1;
while I <= K do
if D[I1] << D[I2] then
begin
A[I] := D[I1];
I:=1+1;11:=11 + 1;
if I1 > P then
while I <= K do
begin
A[l] := D[I2];
I:=1+1;12:=12 + 1;
end
end
else
begin
A[I] := D[I2];
I:=1+1;12:=12+41;
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if 12 > K then
while I <= K do
begin
AllI] := D[I1];
I:=I1+1;I1:=11+4+1

end
end;
for I := J to K do D[I] := A[I]
end
end;

Procedura SORT je rekurzivné voldna vzdy k setfidéni useku
priblizné polovi¢ni délky. Za¢iname-li od pole délky N, zna-
mena to, ze rekurze se bude provadét do hloubky asi logs N.
Na kazdé arovni hloubky rekurze vyzaduje spojeni setiidé-
nych useku cisel do Gseku dvojnasobné délky nejvyse N po-
rovnani Cisel. Celkem je tedy k setfidéni N &isel uvedenym
algoritmem zapotiebi fadové N.loge N porovnéni.

P-1-3

Je déan Euklidav algoritmus pro vypocet nejvétsiho spo-
le¢ného délitele celych ¢isel 4 a B, kde 4 > B > 0.

PASCAL BASIC
while B<<>0 do 10 IF B = 0 THEN 60
begin C:= AmodB; 20LETC=AMODB
A := B; 30LETA=B
B:=C 40LETB=C
end; 50 GOTO 10
NSD := A 60 LET NSD = A
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Operace A MOD B znamen4 zbytek po celotiselném déleni
Cisla A cislem B. Dokazte, ze pocet opakovani cyklu v algo-
ritmu je vzdy mensi nez 2.logs 4.

ResSeni. Mezi spravnymi feSenimi této ulohy se objevily
v podstaté dva zdkladni postupy. My si zde ukidzeme ndzor-
néjsi a jednodussi z nich, ktery je zalozen na Gvahich o zmé-
nach hednoty proménné 4 v prubéhu vypoctu. Druhy postup
feSeni vychdzi ze srovnani posloupnosti hodnot proménné 4
béhem vypoltu s Fibonacciho posloupnosti a dale Fibonacciho
posloupnosti s posloupnosti (27/2).

Nejprve dokdzeme pomocné tvrzeni: Jestlize 4, B jsou
libovoln4 piirozena &isla, 4 > B > 0, potom 4 mod B << 4/2.
Dukaz provedeme rozborem pfipada:

a) B> A/2...pakAmodB =4 — B< A — A2 = 42,

b) B = A4/2 ... pak A mod B = 0 a z pfedpokladu 4 >0
plyne vysledek 4 mod B < A4/2,

c) B < A/2 ... vzdy plati A mod B < B, tedy pro B < A/2
pfimo vyplyvé vysledek.

Nyni jiz mazeme prikrocit k dikazu tvrzeni ze zadéni ulo-
hy. Nebudeme zde zabihat do formélnich podrobnosti a tech-
nickych detailt, zaméfime se jen na hlavni myslenky dakazu.
Na zakladé na§eho pomocného tvrzeni je mozné snadno uka-
zat, ze vzdy po dvou pruachodech cyklem v Euklidové algo-
ritmu se hodnota proménné 4 zmen$i na méné nez polovinu
své puvodni hodnoty. Proménnd A4 totiz po dvou pruchodech
cyklem nabude hodnoty 4 mod B, kteri je podle pomocného
tvrzeni vzdy mensi nez 4/2. Kdyby se hodnota proménné 4
zmenS$ovala po dvou prachodech cyklem vzdy jen na polo-
vinu az do hodnoty 1 (tj. na zalatku by bylo 4 tvaru 4 = 2%
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a pak vzdy po dvou prachodech 2K-1) 26-2° 1), bylo by
téchto dvojic pruchedti cyklem tieba vykonat % = logz A.
Celkem by se tedy vykonalo 2.logs 4 pruchedu cyklem. Ve
skute¢nosti se hodnota proménné A4 zmensSuje rychleji vzhle-
dem k ostré nerovnosti 4 mod B < A/2. Navic vypocet ne-
musi kon¢it az pii 4 = 1, muze i dfive. Proto se pii celém
vypoctu provede celkem méné nez 2.1loge A pruchcdu cyklem.

P-1-4

Zapiste ve zjedncduSeném jazyce LISP definice nasledu-
jicich funkci:
a) MEMBER [X;S]
S musi byt seznam
hodnotou funkce je T, jestlize vyraz X je prvkem sezna-
mu S, jinak je hodnotou F
b) DELETE [X;S]
S musi byt seznam
hcdnotou funkce je seznam, ktery vznikne vypusténim
prvku X ze seznamu S (vypousti se pouze prvni vyskyt);
neni-li X prvkem seznamu S, je hednctou funkce pu-
vodni seznem S.
Pii feSeni muZete nejprve definovat jednodus$i pomccné
funkce a s jejich vyuzitim pak funkce hlavni.

Pozndmka. V kazdém kole obdrzeli soutézici shodny kratky
studijni text o zjedncdusené verzi programovaciho jazyka
LISP. Tento text nyni uvidime v plném znéni. U uloh
P-11-4 a P-1II-4 zde v rcCence studijni text jiz neopakujeme.
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Zjednoduseny LISP

Definujeme zjednodu$enou verzi programovaciho jazyka
LISP. Data v tomto jazyce maji tvar tzv. symbolickych vyra-
zl. Nejjednodussimi vyrazy jsou atomy, které jsou dvou typu:
¢iselné a neciselné. Zdpis Ciselnych atomu je stejny jako zipis
celych ¢isel, napt. —125, +3, 10. Neciselné atomy jsou
shodné s identifikdtory.
muze byt prazdny nebo neprizdny. Neprizdny seznam je
tvofen jednim nebo vice prvky, uzavienymi v okrouhlych za-
vorkéch. Pfitom zalezi na pofadi prvku a stejny prvek se mize
v seznamu vyskytovat nékolikrdt. Kazdy prvek seznamu je
sdm vyrazem, bud je to atom, nebo opét seznam. Prazdny
seznam neobsahuje zddny prvek a zapisuje se znaky ().

Priklady seznamu:

@) prézdny seznam

(X) seznam obsahujici jediny prvek - atom X

(XY Z) tiiprvkovy seznam tvofeny atomy X, Y a Z

((X)(Y Z)) dvouprvkovy seznam tvofeny dvéma prvky,
z nichz prvni je jednoprvkovy seznam obsahujici
atom X, a druhy je dvouprvkovy seznam tvoie-
ny atomy Y a Z

Pro zpracovévani symbolickych vyraza je v jazyce LISP
zavedeno nékolik elementirnich funkci:

CAR|[S] S musi byt neprdzdny seznam, hodnotou funk-
ce je prvni prvek seznamu S
CDRJ[S] S musi byt neprédzdny seznam, hodnotou funk-
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CONSIR;S]

EQ[R;S]

ATOM[S]
NULL[S]

Priklady :

ce je seznam, ktery vznikne z S vynechinim
prvniho prvku

S musi byt seznam (neprazdny nebo i prazdny);
hodnotou CONS[R;S] je nové vytvofeny se-
znam, jehoz prvnim prvkem je vyraz R a vSech-
ny dalsi prvky vzniknou piekopirovanim viech
prvka seznamu S

R, S musi byt atomy; jsou-li atomy R a S
identické, je hodnotou funkce atom T (true),
jinak je hodnotou atom F (false)

hodnotou je T, je-1i S atom, jinak je hodnotou F
argumentem funkce musi byt seznam; hodno-
tou funkce je T, kdyZ seznam je prazdny, jinak
je hodnotou F

CAR[(ABC) = A

CDR[(A B C)] = (B C)
CONS[AB C)] = (AB C)
CONS[(A B); (C D)] = (A B) C D)

EQ[1;2] = F

EQ[X;0] = T

, jestlize X = 0, F jinak

ATOM[(A)] = F
CONS[A;()] = (A)
CAR[(A)] = A
CDR[(A)] = ()

Z elementéarnich funkci lze slozit uzitim podminéného vy-
razu a definice funkce slozitéjsi funkce. Podminény vyraz
zapisujeme ve tvaru
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[P1 — El; P2 — E2; ...; Pn — En],

kde P1, P2, ..., Pn jsou symbolické vyrazy, které maji vy-
znam podminek a které sméji nabyvat pouze hodnot T a F.

Tyto podminky jsou vyhodnocovany postupné zleva do-
prava tak dlouho, dokud se nenarazi na prvni podminku,
kterda ma hodnotu T. Necht je to Pk. Pak hodnotou podmi-
néného vyrazu je hodnota Ek. To muze byt atom, seznam,
podminény vyraz nebo volini funkce. Aby mél podminény
vyraz smysl, musi aspoil jeden z vyraza Pk nabyvat hodnoty T.
K zajisténi tohoto pozadavku byva zvykem na misté posledni
podminky Pn psat pfimo atom T.

Novou funkci zadefinujeme tak, ze napiSeme:

NAZEV [SEZNAM PARAMETRU] = VYRAZ

Parametry v seznamu oddélujeme stiedniky. Vyraz v definici
mhusi byt podminény vyraz nebo voldni funkce. V definicich
funkci lze libovolné uZzivat rekurzivniho voldni funkci. Je to
obrat velmi Casty a u fady funkci nezbytny. Znamena to, ze
v definici funkce mtizeme pouzit libovolné elementérni i slo-
7it&jsi definované funkce v¢etné té, kterou pravé definujeme,
jak to ukazuje i nasledujici ptiklad.

Pr.: Chceme definovat funkci EQUAL[X;Y] takovou,
ze jeji hodnotou je T, jsou-li X a Y stejné symbolické vyrazy,
jinak je hcdnotou F.

Definice:

EQUAL[X;Y] = [ATOM[X] — [ATOM[Y] — EQ[X;Y];
T —F];
ATOM[Y] — F;
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NULL[X] — NULLJ[Y];
NULL[Y] — F;
EQUAL[CAR[X]; CAR[Y]] —

EQUAL[CDR[X]; CDR[Y]];
T — F]

Vyznam jednotlivych ¢asti definice funkce je nasledujici:

1.

o

Je-li X atom, pak rozliSujeme dva pfipady. Je-li také Y
atom, pak vysledek zavisi na tom, zda jsou si rovny, jinak
(neni-li Y atom) je hodnota F.

Jestlize nenastal piipad 1 (neni-li X atom) a pfitom Y je
atom, je vysledek F.

Vime jiz, ze X a Y jsou seznamy. Je-li prvni seznam prazd-
ny, tak vysledek zavisi na tom, je-1i prdzdny i druhy seznam.
Jestlize nenastal pfipad 3 a druhy seznam je prdzdny, pak
je vysledkem F (prvni seznam byl neprazdny).

Vime jiz, ze X a Y jsou neprdzdné seznamy. Porovndme
jejich prvni prvky a jestlize se rovnaji, je nutno porovnat
i zbytky seznami. (V obou pfipadech vyuzivime rekurziv-
niho voldni privé definované funkce. Jejimi argumenty
jsou vSak krat$i seznamy.)

. Posledni ptipad muZe nastat jediné tehdy, kdyz se prvni

Cleny seznami X a Y nerovnaji, takze vysledkem je F.

ResSeni soutézni tlohy P-1-4. V feSeni tlohy budeme

vyuzivat pomocnou funkci EQUAL [X;Y]. Jeji hodnotou je
atom T, jsou-li X a Y stejné symbolické vyrazy, jinak je
hodnotou F. Popis této funkce je uveden jako piiklad ve
studijnim textu, proto ho zde neopakujeme.

a) Definujeme funkci MEMBER[X;S]; predpokldddme, Ze

S je seznam:
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MEMBER[X;S] = [NULL[S] - F;
EQUAL[X;CAR[S]] — T;
T -> MEMBER[X;CDR[S]]]

. Je-li S prazdny seznam, neobsahuje zddny prvek, tedy

ani X. Hodnotou funkce MEMBER je proto F.

. Pokud se vyraz X rovna prvnimu prvku seznamu S, pak X

je v S obsazen a hodnotou funkce je T.

. V opa¢ném piipadé budeme zkoumat, jestli se X nachazi

ve zbytku S po vynechéni prvniho prvku. Funkce MEM-
BER je rekurzivné voldna na krat$i seznam.
b) Definujeme funkci DELETE[X;S], ptedpoklddame, Ze

S je seznam:
DELETE[X;S] = [NULL[S] — S;

1.

2.

EQUAL[X;CAR[S]] - CDR[S];
T - CONS[CAR][S];
DELETE[X;CDR[S]]]]

Je-li S prazdny seznam, jist¢ X neobsahuje a hodnotou
funkce je opét priazdny seznam.

Jestlize se vyraz X rovnd prvnimu prvku seznamu S, vy-
pustime ho. Hodnotou funkce DELETE pak bude zby-
tek seznamu S bez prvniho prvku.

. V opatném piipadé bude hodnotou funkce seznam, ktery

vznikne spojenim prvniho prvku puvodniho seznamu S
a zbytku seznamu S s vypu$ténym prvnim vyskytem vy-
razu X. Vypusténi prvniho vyskytu X ze zbytku S do-
sahneme rekurzivnim voldnim funkce DELETE na zkra-
ceny seznam CDR[S].

Jestlize vyraz X nebude v seznamu S vibec obsazen, bude
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hodnotou funkce seznam totozny s puvodnim seznamem S.
(Nikdy se neuplatni pfikaz na 2. fadku v definici funkce.)

Existuje i celd fada zcela odlisnych spravnych feseni ulohy.
Vétsinou jsou ale podstatné slozitéjsi na zapis i z hlediska
rychlosti vypoctu, Casto jsou také slozit¢jsi na pochopeni. Ne-
muzeme je zde viechny rozepisovat, ale uvedeme jesté alespon
zékladni myslenku, jak je také mozné zapsat funkci DELETE.
Muazeme vyuzit tii pomocnych funkci nasledujicich vlast-
nosti. Prvni pomocna funkce na zdkladé parametrit S a X
vytvoii seznam, ktery vznikne jako ¢ast seznamu S od prvniho
prvku az do prvniho vyskytu vyrazu X (jiz bez vyrazu X)
nebo az do konce, pokud se X v S nevyskytuje. Druhd po-
mocni funkce naopak z S vypusti tento pocatecni asek az do
se v S vyskytuje). Jestlize se vyraz X v seznamu S nevysky-
tuje, bude vysledkem této pomocné funkce prazdny seznam.
Koneéné tfeti pomocni funkce provadi spojeni dvou sezna-
mu za sebe. Priklad takové funkce najdeme v feSeni ulohy
P-I11-4. V definici funkce DELETE je pak volana tato
tfeti pomocnd funkce tak, ze za jeji parametry jsou dosazeny
seznamy vzniklé vypoctem prvnich dvou pomccnych funkci
(s hodnotami parametra X a S).
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ULOHY KRAJSKEHO KOLA

P-11-1

Naleznéte a dokazte (co nejlepsi) algoritmus, ktery pro li-
bovolnou konecnou posloupnost ¢isel nalezne maximalni K
tak, Ze existuje néjaka posloupnost délky K, ktera se v zadané
posloupnosti vyskytuje alespoil na dvou raznych mistech
jako souvisly usek. Tyto tiseky se mohou ¢aste¢né prekryvat.

PF.: Pro posloupnost 6, 2, 3,2, 3,2, 3, 1,7 je K= 4.
(Dvakrat se opakuje posloupnost 2, 3, 2, 3.)

ReSeni. Ulohu je mo7né fedit vice ruznymi algoritmy.
Jednoduchy algoritmus (s ¢asovou slozitosti N3) jisté na-
padne kazdého. Stali brit postupné viechny dvojice Cisel
v posloupnosti a pro kazdou takovou dvojici zjitovat, jak
dlouhé shodné useky témito zvolenymi Cisly zacinaji. Ze viech
takto nalezenych délek se vezme maximum - a to je hledané
Cislo K. _

Predvedeme zde jiny algoritmus, jehoZ zipis a popis je
ritmus, ma Casovou slozitost iimérnou N2. Zdkladni mys-
lenka algoritmu je nésledujici. Pfedpoklidejme, Ze zadanou
posloupnost ¢isel mame uloZzenou v poli 4[1..N]. Budeme
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postupné ménit vzdalenost (tj. rozdil indexa v poli 4) mezi
porovndvanymi prvky, a to v cykluod 1 do N — 1. Pro kazdou
takovou pevnou vzdélenost projdeme celou posloupnost po-
moci dvou soubéZné zvétSovanych indext. Pfi tomto pru-
chodu stile pocitame délky souvislych shodnych tseka. Ma-
ximum z takto ziskanych déiek se uklidd do proménné K
a je vysledkem ulohy.

Algoritmus zapiSeme v programovacim jazyce Pascal.
U obou pfikaza while-cyklu jsou v komentarich uvedeny pod-
minky, kterymi je mozné vypocet jesté mirné zrychlit. Tyto
podminky vyuzivaji jiz ziskanou hodnotu K.

begin
K := 0; VZDAL := 1;
while VZDAL << N do {zde je mozné drobné vylep3eni:
VZDAL < N — K}
begin
I:=1;POC:= 0;
while I <= N — VZDAL do {zde je mozné drobné
vylepSeni: I <= N —
VZDAL — K + POC}
begin
if A{I] = A[I + VZDAL] then
begin
POC := POC + 1; {zde vidy plati: Gseky délky
POC zatinajici prvky A[I]
a A[lI + VZDAL] jsou
shodné}
if POC > K then K := POC
end
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else POC := 0;

I:=1+1
end;
VZDAL := VZDAL + 1
end
end

Popsany algoritmus jisté skonci vypocet po kone¢né mnoha
krocich. V téle vnitiniho cyklu je zvy$ovana fidici proménna
a bez ohledu na prubéh vypoltu se vzhledem k podmince
v pifikazu while bude tento cyklus opakovat nejvyse N-krat.
Obdobné ve vnéjsim cyklu se zvySuje hodnota proménné
VZDAL, télo vnéjsiho cyklu se bude provadét méné nez
N-krat. Pocet pruchodu jednotlivymi pfikazy programu je
tedy pfedem omezen.

Hodnota proménné K je ménéna vzdy v okamziku, kdyz
algoritmus najde dvoji vyskyt souvislého tseku délky vétsi
nez K. Na zavér vypoctu tedy v K bude skute¢né délka nej-
delsiho souvislého useku, ktery byl nalezen s dvojim vysky-
tem v dané posloupnosti. Zbyvéd ukdzat, ze algoritmus pii
svém vypoltu skute¢né najde dvoji vyskyt podposloupnosti
maximalni délky, jakd se v dané posloupnosti nachazi. To ale
je patrné pfimo z popisu algoritmu. Oba tyto vyskyty musi
byt vuci sobé posunuty o jisty polet prvkal a promeénni
VZDAL této hodnoty pfi vypoltu jednou nabude (nabyvia
vsech hodnot od 1 do N — 1). Pro tuto hodnotu VZDAL se
pak ve vnitinim cyklu shedné Useky maximalni délky jiste
naleznou (prochazi se v ném celd posloupnost).
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P-1i-2

Naleznéte a dokazte (co nejlepsi) algoritmus, ktery pro libo-
volnou koneénou mnozinu uzavienych intervalli na reilné
pfimce nalezne Cislo, které patfi do maximalniho poltu zada-
nych intervald, a urci tento pocet. Intervaly jsou zadény vy-
¢tem svych dolnich a hornich mezi.

ReSeni. Stejné jako u ostatnich uloh na navrh algoritmu
existuje celd fada ruznych feSeni. Nejefektivngjsi z nich jsou
zalozeny, podobné jako v tloze P - I - 2, na vhodném setfidéni
vstupnich dat a maji proto ¢asovou slozitost imérnou N.logaN
(= slozitost nejlepsich tridicich algoritmu). Je moZné na-
vrhnout jednoduché algoritmy bez tfidéni, oviem s Casovou
slozitosti pfinejlepS$im umérnou N2. Stali napiiklad brat
postupné horni (nebo dolni) meze vsech intervala, kazdé
z téchto N (isel testovat do kolika ze zadanych intervala
patfi, a z takto ziskanych hodnot vzit maximum. My si zde
ukazeme rychlejsi algoritmus.

Algoritmus feseni této tlohy zapiSeme slovné:

1. Setfid vzestupné vSech 2N ¢&isel ze vstupu, dolni i horni
meze intervala dohromady (kde N je pocet zadanych inter-
valr). Pritom si u kazdého ¢isla pamatuj, zda jde o horni
nebo o dolni mez néjakého intervalu. Neni tfeba pamatovat
si, kterd horni mez patii ke které dolni mezi intervalu.
Opakuje-li se néjakd hodnota mezi zadanymi 2N Cdisly
vicekrat, budou v setfidéné posloupnosti dolni meze umisté-
ny pied hornimi.

2. Setfidénou posloupnost 2N &isel postupné prochizej od
nejmensich k nejvétsim <islam. Pfitom v proménné
POCET eviduj pocet pravé otevienych intervala. Maxi-
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mélni dosaZzenou hodnotu proménné POCET udrzuj v pro-
ménné MAX. Vidy soucasné se zvétSenim hodnoty pro-
ménné MAX aktualizuj hodnotu proménné CISLO, ve
které se udrzuje jedno z ¢isel patficich do maximalniho
pocltu intervalu.

3. Po ukonteni vypoltu jsou pozadované vysledné hodnoty
v proménnych CISLO a MAX.

Bod 1 pfedstavuje néktery ze standardnich tfidicich algo-
jen bod 2. Budeme dile pfedpokladat, ze hodnoty mezi jsou
po setfidéni uloZeny v poli M[1..2N].

2.1. Poloz POCET = 0, MAX =0,1 = 1.

2.2. Jestlize M[I] je dolni mez, poloz POCET = POCET +
+ 1 a jdi na 2.6.

2.3. Jestlize POCET £ MAX, jdi na 2.5.

2.4. Poloz MAX = POCET, CISLO = M[I]

2.5. Poloz POCET = POCET — 1.

2.6. Poloz I =1 + 1.

2.7. Jestlize I £ 2N, jdi na 2.2.

Algoritmus skon¢i vypolet po konetné mnoha krocich,
nebot intervali je kone¢né mnoho, tfidici algoritmus je ko-
ne¢ny a dile se uz jen sekventné prochézeji vSechny meze
vSech intervala. Prichod setfidéncu posloupnosti 2N Cisel
v bodu 2 popsaného algoritmu vlastné piedstavuje projiti
celé Ciselné osy s vyzna¢enymi intervaly. V proménné POCET
je pfitom stéle ulozen udaj, do kolika ze zadanych intervala
patii ten bod ¢iselné osy, ve kterém se pravé nachizime. Ke
zménam tohoto tdaje muze dojit jediné v pocate¢nich a kon-
covych bodech intervali, stali proto pruchod provadét pouze
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pres tyto bedy. Proménnd MAX nabyva nejvétsi hodnoty,
jakou proménnid POCET pii pruchodu ziskala (MAX se
testuje a piipadné zvySuje pokazdé, kdy se ma snizit hodnota
proménné POCET). Zaroven se zvy$enim hodnoty proménné
MAX se dosazuje nova hodnota do proménné CISLO, takze
ro ukonceni vypoctu obsahuje dvojice proménnych CISLO
a MAX spravné vysledky podle zadani tlohy.

Je tfeba zminit se jesté o situaci, ze dolni mez néjakého
intervalu I, je rovna horni mezi jiného intervalu . Pedle
zadéni se jednd o uzaviené intervaly, takze I; a I> maji spo-
le¢ny bod a pfi prichodu pies tento jejich spole¢ny bod je
tfeba zvysit hodnotu proménné POCET (a hned ji zase sni-
zit, ale mezitim to muze ovlivnit hodnotu proménnych MAX
a CISLO). Toto je zajisténo uspofadanim zadanych 2N ¢&isel
podle bodu 1 algoritmu - dolni meze jsou umistény pied
hornimi mezemi téze hodnoty.

P-li-3

Je dan nésledujici Gsek programu se vstupnimi celoisel-
nymi proménnymi X a Y. Zjistéte, jakd hodnota bude po
provedeni algoritmu v proménné Z, a svoje tvrzeni dokazte.

PASCAL: Z:=1;
while Y > 0 do

begin
if Y mod 2 = 1 then Z := Z¥X;
Y := Y div 2;
X 1= X*X

end
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BASIC: 10LET Z =1
20IFY < =0THEN 70
30IFYMOD2=1THENLETZ=Z* X
40LETY=YDIV2
SOLET X =X *X
60 GO TO 20
70 REM KONEC

Operace A DIV B znamend celotiselny pedil ¢isel 4 a B,
operace A MOD B znamend zbytek po celo¢iselném déleni.
Tedy plati A = (A DIV B)*B + (A MOD B)

Reseni. Pokud bude mit proménnd Y hodnotu zdpornou
nebo nulovou, z celého popsaného algoritmu se provede pouze
dosazovaci piikaz Z := 1 a po ukonleni algoritmu bude
proto Z = 1. Ukazeme, ze pro Y > 0 nabude proménni Z
hodnoty XY.

Polate¢ni hodnotu proménné Y (oznaCme ji y) si miZeme
predstavit zapsanou ve dvojkové soustavé:

n
y= > a.2), ¢ =0nebolproi=0,1,...,n—1,
-0

a, = 1.

K nisobeni Z:= Z*X dochdzi pii j-tém prichodu cyklem
pravé tehdy, kdyz ve dvojkovém zépisu Cisla y je v faduj — 1
cifra 1 (tj. kdyz a; 1 = 1). Test ¥ mod 2 totiz zjidtuje hod-
notu posledni cifry dvojkového zapisu momentalni hodnoty
proménné Y apiikaz Y := Y div 2 méni hodnotu proménné Y’
tak, Ze odebird z jejiho dvojkového zapisu posledni cifru.
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Pfi kaZdém prichodu cyklem se provede pfikaz X := X*X.
Oznalime-li pocate¢ni hodnotu proménné X jako x, bude
v proménné X na zalitku j-tého pruchodu cyklem hodnota
x%"". Dohromady to znamen4, Ze proménna Z s pocateéni
hodnotou 1 je prindsobena ¢&islem x> pravé tehdy, kdyz
aj=1pro j=0, ..., n. Pro hodnotu proménné Z po
ukonceni vypoctu proto plati:

n
Z=1 a;.x“”

i=0

Tento vyraz muzeme déle upravit (pfipomindme, Ze koefi-
cienty a;, j = 0, ..., n jsou cifry dvojkové soustavy, tedy
¢isla 0 nebo 1):

n
> a2]

Z = xi=0

n

V exponentu jsme ziskali vyraz > @;.27, ktery je pfimo
j=0

roven vyjadfeni pocate¢ni hodnoty y proménné Y. Plati tedy

skute¢né, ze po ukonleni vypoltu uvedeného algoritmu je
Z = xY.
P-li-4
Definici zjednoduseného jazyka LISP nyni je§té doplnime.
Dalsi elementarni funkce slouzi k provadéni aritmetickych

vypoctua s celymi Cisly:
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ADD[A;B] — soutet A + B
SUB[A;B] — rozdilA — B
MUL[A;B] — soutin A.B
DIV[A;B] — podil A divB
MODI[A;B] — zbytek po déleni, tj. A mod B
GTI[A;B] — porovnani A > B
GE[A;B] — porovnani A = B
Argumenty A, B vSech téchto funkci musi byt ¢iselné atomy.
Funkéni hodnotou je ¢iselny atom, jehoz hodnota odpovida
vysledku piisluiné aritmetické operace, v pfipadé funkci GT,
GE pak atom T nebo F podle platnosti porovnéni.
Zadéni tlohy
Zapiste ve zjednoduseném jazyce LISP definice nésleduji-
cich funkci:
a) AVER[S]
S je neprazdny seznam tvoreny Ciselnymi atomy, hod-
notou funkce je jejich aritmeticky prameér.
b) MAX[S]
S je neprézdny seznam tvoreny &fselnymi atomy, hod-
notou funkce je hodnota nejvétsiho z nich.
c¢) PREVODI[X;S]
X, S jsou c¢iselné atomy s hodnotou X > 0, S > 1;
hodnotou funkce je seznam cifer, ktery reprezentuje
zapis Cisla X v Ciselné soustavé se zdkladem S. Prvnim
prvkem seznamu je cifra nejvys$siho fadu.
Pf.: Pro X =11, S = 2 je hodnotou funkce seznam
(1011).
ResSeni. a) Funkci AVER[S] pro vypodet aritmetického
pruméru Ciselnych atom@ v seznamu S nejsnize zapiSeme
pomoci dvou pomocnych funkei:
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DELKA[S] — kde S je jako v zad4ni ulohy, hcdnotou
funkce je pocet prvka v seznamu S:

DELKA[S] = [NULL[S] -> 0;
T -~ ADD[1; DELKA[CDR(S]]]]

SOUCET][S] — kde S je jako v zadani ulohy, hodnotou
funkce je Ciselny atom, jehoz hodnota od-
povidéd soutu hodnot prvka v seznamu S:

SOUCET]S] = [NULL[S] - 0;
T -~ ADD[CAR[S]; SOUCET[CDR[S]]]]

Potom staci napsat
AVER([S] = DIV[SUM][S]; DELKA[S]].

Upozortiujeme, Ze do zjednoduseného jazyka LISP jsme za-
vedli prici pouze s celymi ¢isly, takze funkce AVER([S] po-
¢itd vlastné celou ¢ést z aritmetického pruméru.

b) MAX[S] = [NULL[CDR[S]] - CAR[S];
GT[CAR[S]; CAR[CDR(S]]] -
—~ MAX[CONS[CAR[S];
CDR[CDR([S]]]];
T - MAX[CDR[S]]]

Maximdlni hodnotou jednoprvkového seznamu je hodnota
jeho jediného prvku. Jinak se vynechd mensi z prvnich dvou

prvka seznamu. Tim vznikne seznam o jeden prvek kratsi
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(se stejnym maximem hodnot prvki, jaké mél pavodni se-
znam), na ktery se rekurzivn€ zavold funkce MAX.

¢) Nejprve definujeme pomocnou funkci APPEND|S;X],
kde S je seznam. Vysledkem této funkce je seznam, ktery
vznikne pfiddnim vyrazu X do seznamu S na konec (tj. za-
fazenim za posledni prvek seznamu S):

APPEND(S;X] = [NULL[S] > CONS[X;( )];
T -~ CONS[CAR([S];
APPEND|[CDRI[S]; X]]]

Nyni jiz muzeme piistoupit k feSeni zadané ulohy. Posledni
Cislici zapisu Cisla X v soustavé se zakladem S ziskdme jako
zbytek po celotiselném déleni Cisla X Cislem S, tedy jako
X mod S. Pfedchézejici &islice jsou rovny cifram zépisu Cisla
X div S v soustavé se zdkladem S. Postup pievadéni cisla
X do soustavy se zdkladem S proto vypada nasledovné: Po-
stupné ¢islo X celo¢iselné délime hodnotou S a zaznamenava
me zbytky po téchto celotiselnych délenich. Tyto zbytky
jsou odzadu jednotlivymi ciframi hledaného zipisu. Uvedeny
postup snadno zapiSeme v programovacim jazyce LISP:

PREVOD[X;S] = [GT[S;X] - CONS[X;()];
T -~ APPEND[PREVOD|DIV[X;S];S];
MOD[X;S]]]

Je-li X <= S, je &islo X v <Ciselné soustavé se zdkladem S
reprezentovano Cislici X. Jinak uplatiiujeme vySe uvedeny
postup vypoctu. Ke skladdni jednotlivych &islic do vysledného
seznamu se pouzivd pomocnid funkce APPEND. Zde neni
mozné pouzit standardni funkci CONS, nebot cifry je tfeba
do seznamu pfipojovat na konec.
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ULOHY CELOSTATNIHO KOLA

P-11-1

Naleznéte a dokazte (co nejlepsi) algoritmus, ktery pro libo-
volnou kone¢nou posloupnost &isel a ¢isla K, L uréi, zda dana
posloupnost obsahuje souvisly tsek délky K, ktery se v ni
vyskytuje alesponi L-krat. Jednotlivé vyskyty se mohou &i-
ste¢né prekryvat.

P¥.: Pro posloupnoest 1,2,1,2,1,2,1a K =3, L = 3
je odpovéd »ANO«, protoze se v ni téikrat vyskytuje Gsek
1,2, 1.

Reseni. Oznatime-li délku zadané posloupnosti &isel jako
N, je mozné ulohu vyfesit provedenim fadové N2 operaci po-
rovnani dvou &isel. Je zajimavé, Ze pfi soutéZi na tento algo-
ritmus nikdo nepfiSel, vSechna odevzdana spriavna feSeni
obsahovala algoritmy pomalejsi.

Nejprve vysvétlime zdkladni myslenky algoritmu. Pred-
stavme si ¢tvercovou tabulku o rozmérech N X N, jejiz fadky
i sloupce jsou oznaceny postupné jednotlivymi &isly ze zadané
posloupnosti (shora dolu a zleva doprava). Pro priklad ze
zadéni Glohy tedy bude situace vypadat podle obr. 38. Nyni
tuto tabulku vyplnime ¢isly 0 a 1 podle jednoduchého pra-
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_ N N s N

Obr. 38

vidla. Cislo 1 bude v tabulce zapsino v téch politkich, ktera
maji stejné oznaené fadky a sloupce. V ostatnich poli¢kach
tabulky bude nula. V nafem pfikladu ukazuje vyplnéni ta-
bulky obr. 39. V takto vyplnéné tabulce budou jisté na hlavni
diagondle samé jedni¢ky. Ddle se budeme zajimat pouze
o polovinu tabulky nad hlavni diagonélou (polovina pod hlavni

1212121
111{0|1|0|1|0|1
2(011]0(1]0(1]0
1M11]0]1{0[1]0]1
2/0{1{0}1(0]1|0
111(0[1/0[1]0]1
2{0(1(0[1]0[1]0
111[0(1]0]1]0]1
Obr. 39
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diagonalou je s horni polovinou symetrickd podle diagonaly
a neprindsi proto zadnou dalsi informaci).

Pro feSeni nadi dlohy nds budou zajimat ty souvislé fady
jedniCek v tabulce, které maji smér rovnobézny s hlavni diago-
nalou (klesaji odshora dola zleva doprava). Priklad takové
fady jednitek ukazuje obr. 40. Pomoci téchto Sikmych fad

12 121 21
111]o0{1]{0[140]1
2l |1]o]1]07190
1 110]1(0}1
2 110/1]0
1 1101
2| 1110
1 1
Obr. 40

jednicek v tabulce jiz maZeme snadno zformulovat, jak ziské-
me vysledek fefené tlohy. Jedni¢kdm v jednom fadku ta-
bulky totiz odpovidaji opakujici se vyskyty Cisel v zadané
posloupnosti, klesajicim souvislym $ikmym faddm jednicek
proto odpovidaji opakujici se useky v zadané posloupnosti.
Jestlize existuje takovych K po sob& jdoucich radkua tabulky,
Ze jimi prochazi alespori L souvislych Sikmych fad jednicek,
algoritmus méd odpovédét »ANOg, jinak je vysledkem »NE«.
V nasem prikladu na obr. 40 pro zadané K = 3, L = 3 bude
odpovédi skute¢né »ANOg, prvnimi tfemi fddky tabulky pro-
chizeji tfi §ikmé fady jedniCek (jedna je na hlavni diagonile,

192



jedna je vyznatena, dal3i lezi uprostied mezi prvnimi dvéma).

Dalsi Gpravy jsou jiz jen technického razu, jejich cilem je
usnadnit ¢innost algoritmu. Nasi tabulku budeme vypliiovat
po Fadcich. Pfitom muzeme do tabulky zapisovat nejen znaky
0 a 1, ale obecné celd nezdporné &isla, a tim muzeme (vzdy
s vyuzitim obsahu pfedchoziho fddku) zéroven poditat délky
souvislych $ikmych fad »jednicek«. Vyplnénou tabulku v na-
Sem piikladu po této upravé ukazuje obr. 41.

12121 21
111(o{1]{0of1]0]1
20 [2]0]2]0]2]0
1 3{0[3]0]3
2 L{0|4]0
1 5/015
2 6|0
1 7
Obr, 41

Pravidlo pro vypliiovani tabulky je tedy nyni nésledujici.
Vyplitujeme-li poli¢ko (1,7), 1 £ j < N, zapiSeme do n&j 1,
jestlize oznaleni j-tého sloupce je stejné jako oznaceni prv-
niho fadku, jinak zapiSeme 0. Vyplilujeme-li poli¢ko (7, 5),
1<i= N, i<;< N, zapiSeme do né& hodnotu politka
(1 — 1, j — 1) zvétdenou o 1, jestlize oznaleni i-tého fadku
a j-tého sloupce jsou stejné, jinak zapiseme 0.

UrCeni vysledku je potom snadné. Algoritmus odpovi
»ANO« pravé tehdy, jestlize je v n&kterém Fadku tabulky
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alesponn L cCisel vétSich nebo rovnych K. Jak je vidét, pro
stanoveni odpovédi neni ani tieba prochédzet znovu celou ta-
bulku, hodnoty vétsi nebo rovné K je mozné na kazdém fad-
ku pocitat jiz pii zaplilovani tabulky (a v pfipadé nalezeni
odpovédi »ANO« ani neni tfeba vypliiovat zbytek tabulky).
Dusledkem téchto uvah je jesté jedno vylepSeni algoritmu.
Jestlize uz nemusime zaplnénou tabulku znovu prochézet,
neni ani nutné celou ji ukladat. Vzdy sta¢i pamatovat si pouze
obsah piedchoziho fadku. Nebudeme proto vytvéret ¢tverco-
vou tabulku s velkym pamétovym nirokem N2, stali pracovat
pouze s jednim vektorem délky N, do kterého budeme po-
stupné pocitat a ukladat jednotlivé fadky nasi tabulky.

Popsany algoritmus FeSeni zadané Glohy nyni jesté zapiSe-
me v programovacim jazyce Pascal. Budeme pfedpokladat, ze
danou posloupnost ¢isel délky N mame uloZzenou v poli
A[l..N] a ze proménné K, L obsahuji vstupni udaje podle
zadédni tUlohy. Jednotlivé fadky tabulky se budou vytvaret
v poli T1..N]. Tyto fadky jsou pocitiany a uklddiany do T
odzadu (zprava doleva) proto, abychom si hodnotami nové
vytvafeného fadku nepiepsali ty hodnoty piedchoziho radku,
které jest¢ budeme potiebovat. Ziroven je v proménné
POCET sledovén pocet &isel vétSich nebo rovnych K na fad-
ku. Najde-li se jich L, vypocet ihned skon¢i. Proménné I a ¥
jsou pomocné, urtuji vzdy fddkovy a sloupcovy index pravé
pocitaného policka v tabulce.

begin

I:=1;] := N; POCET := 0;

while (I < = N) and (POCET < L) do
begin
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POCET := 0;
while (J > = I) and (POCET < L) do
begin
if A[I]<> A[]J] then T[]J] := 0
else if I = 1 then T[]] := 1
else T[J] := T[] — 1] + 1;
if T[J] > = K then POCET := POCET + 1;

J:=7-1

end; -
I:=1+1;]J:=N
end;

if POCET > = L then write CANQO’) else write CNE’)
end

Vypocet podle algoritmu jisté skonci, nebot postupné se za-
pliiuje a testuje méné nez N2 poli¢ek tabulky. Kazdy z cykla
v uvedeném programu se bude opakovat nejvySe N-krat.
Zbyva ukazat, zZe popsany algoritmus skute¢né najde L vysky-
tt podposloupnosti délky K v zadané posloupnosti. Necht
tyto shodné podposloupnosti maji nésledujici indexy v poli 4:

prvni: pi,p1 + 1, ..., + K—1

druhd: po,po + 1, ...,p2 + K — 1

L-ta: pr.pr+ 1, ...,p + K—1
pfi¢emz vSechny tyto indexy maji hodnoty mezi 1 a N (v¢etng)
a plati p1 < p2 < ... << pr, (podposloupnosti jsou vypsany
v pofadi jejich vyskytu).

Pii vypliiovani nasi tabulky dojdeme k fadku p; (v pro-
gramu I = p1). Na tomto fadku se jisté objevi kladnd disla
ve sloupcich pi, p2, ..., pr, nebot je A[p1] = A[p2] = ...
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.. = A[pr] (v programu to znamend, Ze hodnoty T7[p],
T(p2], - .., T[pr] budou kladné). V nésledujicim fadku p; + 1
(v programu: pro I = p; + 1) nastane shoda A[p + 1] =
= Alps + 1] = ... = A[pr + 1], &sla ve sloupcich py + 1,
p2 + 1, ..., pr, + 1 proto budou kladni a vzhledem k obsa-
zeni pfedchoziho pi-tého fddku budou véts§i nebo rovna 2
(v programu: hodnoty T[p1 + 1], T[p2 + 1], ..., T[pr + 1]
budou > 2). Tato situace se opakuje i pro dalsi fadky tabulky
az do fadku py + K — 1 v&etné. V fadku &islo p; + K — 1
budou ve sloupcichpy + K—1,ps + K—1,...,p, + K—1
zapsdna Cisla v§echna vétsi nebo rovna hodnoté K (v progra-
mu: T[pr + K —1], T[ps + K — 1], ..., T[pr, + K — 1]
budou mit po vyhodnoceni tddku I = p; + K — 1 hodnotu
vétsi nebo rovnu K). V fadku p; + K — 1 tedy bude nale-
zeno L ¢isel vétsich nebo rovnych K a algoritmus proto
spravné odpovi »ANO«. Stejnym zpusobem se ukdZe, Ze ne-
existuje-li v zadané posloupnosti L vyskyti podposloupnosti
délky K, algoritmus nikdy v jednom fadku nenapotita L &isel
vétsich nebo rovnych K a odpovi proto »NEc«.

P-1l-2

Je dén nésledujici usek programu se vstupnimi redlnymi
proménnymi X a 4, kde X > 1,4 > 1.

PASCAL: Z := A;
K:=1;
Y := 0
while X > = Z do
begin
Z:= Z%Z;
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K := 2*K
end;
while K > 1 do

begin

{X*A 1Y = konst, & X < Z}

Z := SQRT(Z);

K:= Kdiv 2;

if X > = Z then
begin
X := X/Z;
Y:=Y+K
end

end

BASIC:  10LETZ =A

20 LET K = 1

30 LETY =0

40 IF X < Z THEN 80
50LETZ=2*Z

60 LET K = 2 * K

70 GOTO 40

80 IF K <= 1 THEN 160

90 REM X *A | Y = KONST. & X < Z
100 LET Z = SQR (2)
110 LETK = K /2

120 IF X < Z THEN 150

130 LET X = X/ Z
140 LETY =Y + K

150 GOTO 80

160 REM KONEC
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Dokazte, 7e vyraz X*A4 4 Y ma stejnou hodnotu pfi viech
prachodech vypoctu mistem programu, kde je v komentéfi
zapsén, a ze v tomto misté je zdroven vzdy splnéna podminka
X < Z. Na zikladé toho zjistéte, jaké hodnoty nabyva pro-
ménnd Y po ukoneni vypoltu, a svoje tvrzeni dokazte.

ReSeni (upravené fefeni Radka Porazila z gymnazia
v Bilovci).

Nejprve ukdzeme, Ze po uvodni inicializaci na fadku 10
a 20, po zméndch na fadku 50 a 60 i na fadku 100 a 110
stale plati vztah

(1 Z = 4K,

kde symboly Z, 4, K oznacuji po fadé momentalni hodnoty

proménnych Z, A, K. Obsah proménné 4 se v programu

neméni. Uvedeny vztah plati vzdy po zméné obou promén-
nych Z, K (provedeni dvou po sobé jdoucich pfifazovacich
ptikazu).

DokéZeme platnost vztahu Z = A4X pro zmény na fadcich
40 a 50. K tomu oznatme Ky, Zy hodnoty proménnych K, Z
pfed prvnim testovinim podminky na fadku 40. Déle oznac-
me K, Z, hodnoty proménnych K, Z po n-tém pruchodu
fadkem 60. Dokazujeme matematickou indukci podle 7:

1. Pro vychozi hodnoty Ky, Zo, A vztah Zy = A% ziejmé
plati, nebot podle dosazeni na fadku 10 a 20 je Zy = 4,
Ky = 1.

2. Necht plati Z, = A% pron = 0. Chceme dokézat, Ze po-
tom Zy = AE. Podle tadku 50 je Z,41 = Z7, podle
fadku 60 plati K,11 = 2.Kj,. Odtud plyne:
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Zpi1 = 72 = (AK11)2 = A2 Krn — 4Ean
n

Tim je tvrzeni dokdzano.

Obdobné bude vypadat dukaz vztahu Z = AK pro zmény
na fddku 100 a 110. Nyni bude znatit Ky, Zy hodnoty pro-
ménnych K, Z pted prvnim testovanim podminky na fadku
80 a K, Z, hodnoty proménnych K, Z po n-tém pruchodu
fadku 110. Opét dokazujeme matematickou indukci:

1. Platnost vztahu pro Ky, Zo plyne z piedchoziho dukazu,
nebot Ky, Zy jsou posledni hodnoty proménnych K, Z,
které vznikly pfi zménéach na fadku 40 a 50.

2. Indukéni predpoklad: Z, = A" pro n&jaké n > 0. Médme
dokézat, ze Z,11 = A" Podle fadku 100je Z, 11 = Z!*,
podle fadku 110 je K11 = K,/2. Plati:

Y ¢ /2
Zp1 = Zy? = (A}\")l/lz AFP = 4K 1:

coz jsme méli dokazat.

Nyni muzeme piikroc¢it k dukazu invariantu -uvedeného
v zaddni ulohy. Nejprve ukazeme, ze X.AY = konst. Po-
¢atecni hodnoty proménnych X, Y ozna¢ime po fadé Xy, Yo,
plati Yy = 0 (podle dosazeni na f. 30). Pfi prvnim vyhodno-
ceni invariantu (tj. prvnim pruchodu fadkem 90) maji pro-
ménné X, Y hodnoty Xy, Yi. Vyraz X.AY nabyva proto
hodnoty Xj.A" = X, (nebot Y, = 0). Budeme proto do-
kazovat platnost tvrzeni

) X,. A" = X,,
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kde X, Y, oznacuji hodnoty proménnych X, Y po n-tém

pruchodu télem cyklu (fadky 100 az 150). Tvrzeni dokdZeme

matematickou indukei:

1. Pro Xp, Yo jsme platnost vztahu (2) dokézali jiz pfi jeho
odvozeni.

2. Necht plati X,,. A" = X, pro jisté n > 0. DokiZeme, Ze

také Xp41.4""" = Xo. P¥i (n + 1)-nim pruchodu t&lem
cyklu na fddku 100 az 150 mohou nastat dvé mozZnosti:
a) plati X, < Z’ (kde Z’ je momentilni hodnota pro-
ménné Z) ... pak se hodnoty proménnych X, Y nezméni,
bude X, = Xu, Yny = Y, a platnost dokazovaného
vztahu plyne pfimo z induk¢niho predpokladu.
b) plati X, > Z’ ... potom podle fddku 130 bude
Xp1 = Xy/Z’ a podle fadku 140 plati Y, = Y, + K/,
kde K’, Z’' jsou hodnoty proménnych K, Z v okamZiku
priuchodu F4dky 130 a 140. Podle (1) plati rovnost Z' = AX
Nyni bude s vyuzitim uvedenych rovnosti:

Xy A0 = (XulZ'). A K = (X AK). A" 4K =
- Xn.AYn = X()

Tim je vztah (2) dokdzin.

Dile dokdZeme druhou &ést invariantu, totiz to, Zze pfi kaz-
dém pruchodu fidkem 90 plati

3) X< Z

Symboly Xp, Zy budou znatit hodnoty proménnych X, Z pii
prvnim prichodu fadkem 90, symboly X, Z, hodnoty X, Z
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pii (n + 1)-nim prachodu. Dokazujeme opét matematickou

indukci:

1. Jisté plati Xy << Zy, nebot na fddek 80 se vypocet dostane
az po splnéni této podminky (test na fadku 40).

2. Necht plati X, < Z, pro jist¢ n = 0. Dokizeme, zZe
Xu1 < Zy1. Natadku 100 se v téle cyklu nejprve uréi nové
hodnota proménné Z: Z,,; = Z,'/2. Dile mohou nastat
dvé moznosti jako v pfedchozim dikazu:

a) Xy < Zuyy1 ... potom bude X, 1 = X, a tedy jisté
také X1 < Zpi1.

b) Xu = Zys1 ... potom Xpy1 = Xu/Zy (podle fadku
130). Muzeme psat:

Xunn = Xo/Zp = Xnl 22 = Xy 22y =
- X7L-Z')’lr+1/Z‘IL s <X71,/Z71).Zn+1 < Z"A_;l,

coz jsme méli dokazat.
Pozndmka. posledni nerovnost plyne z indukéniho pied-
pokladu.

Tim je ukoncena prvni ¢dst ulohy - dukaz platnosti inva-
riantu. Na zdkladé¢ dokdzaného invariantu muzeme vyslovit
nisledujici hypotézu: V proménné Y bude po ukonceni vy-
poctu hodncta celé ¢ésti logaritmu X pii zdkladu 4. Tuto
hypotézu nyni dokdzeme.

Pti poslednim prachodu fadkem 90 plati K, 1 = 2,
Zy1=A%a Xy 1.4 = Xy, pticemz X, 1 < A2 (vyplyva
z (2) a (3)), kde X, 1, Yu1, Ky1 Zu1 jsou hodnoty pro-
ménnych X, Y, K, Z pii poslednim pruchodu fadkem 90.
Tésné¢ pred provedenim fadku 120 je jiz K =1, Z = A.
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a) Je-li X1 << 4, jisté také plati leg.X,—1 < 1. V temto
pfipadé bude X, = Xy 1, Y, = Y, (na zikladé testu
na fadku 120). Plati X,.4"" = Xo, odtud po zlogaritmo-
vani dostaviame

10gAXii + Y, = lOgAXO-

Jedna se o posledni pruched télem cyklu, takze Y, je vy-
slednd hodnota proménné Y. Hodnota proménné Y se
v programu vytvéri jako soucet celych cisel, Y, je tedy také
celé Cislo. Protoze logsX, je nezdporné Cislo mens$i nez 1,
je jisté Y, celou &asti hodnoty logy Xy, coz jsme méli do-
kazat.

b) Jestlize X, 1 = 4 (a z invariantu X, | < 42), dosta-
neme po zlogaritmovani nerovnosti

logad = loga X, 1 < loga A2

—
IIA

log4X,—1 < 2

Muzeme tedy logsX, 1 zapsat ve tvaru 1 + v, kde 0 <
< v < 1. Déle podle fadku 140 je Y, = Y1 + 1 a zloga-
ritmovanim vztahu X, 1.4V = X, dostaneme

logAanl + Yy = logAXO-

Dcsadime-1i do této rovnosti za logs X, 1 vyraz 1 + v a za
Yu-1 vyraz Y, — 1, dostaneme

Y, + v = logaXo.

b
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Protoze Y, je celé Cislo a hodnota v je nezdpcornd mensi
nez 1, je hocdnotou Y, celd &ast z logaXp.

Tim je hypctéza o vysledné hcdnoté proménné Y doka-
zdna.

P-11-3

Naleznéte a dokazte (co nejlepsi) algoritmus, ktery z libo-
volné kone¢né mnoziny uzavienych intervala na redlné piimce
vybere skupinu po dvou disjunktnich invervala, ktera ze
vSech takovych skupin obsahuje nejvétsi mozny pocet inter-
valu.

Reseni (upravené feSeni Pavla Kozlovského z gymnizia
v Jindfichové Hradci).

Dolni a horni meze intervala ulozime do pole M[1..N,
1..2], kde N je pocet intervali a druhy index urcuje druh
meze invervalu (1 - dolni, 2 - horni). Potom intervaly zapsa-
né v poli M setiidime podle hodnot dolni meze vzestupng,
tzn. bude platit M[1,1] < M[2,1] < ... < M[N, 1]. Dalsi
¢asti algoritmu je jednopruchodové prohleddni pole M.
Zv1ast jsou pritom vzdy uschoviny hodnoty mezi »posled-
nihc« zpracovaného intervalu (na pocatku vypoltu to jsou
meze prvniho intervalu, tj. M[1, 1] a M[1, 2]). Pfi zpraco-
vani dalsiho intervalu v pofadi muZe nastat nékolik moZnosti:
1. Zpracovavany interval je obsazen v poslednim intervalu.

Do vysledné skupiny bude vyhodné&jsi vybrat mensi

z nich (ma méné spole¢nych bodu s dal$imi intervaly).

Posledni interval proto zapomeneme a zpracovivany

interval prohlasime za pesledni.

2. Zpracovavany a posledni interval jsou disjunktni. Protoze
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pole je setiidéné podle dolnich mezi, jsou vSechny dosud
nezpracované intervaly disjunktni s poslednim interva-
lem. Posledni interval zapiSeme do vystupu a zpracovi-
vany interval prohldsime za posledni.

3. Zpracovavany a posledni interval maji nepriazdny prunik,
ale zaroven neplati inkluze z bodu 1. Do vysledné skupiny
nelze vybrat oba intervaly. Vybereme proto ten, ktery
ma4 niz8i hodnotu horni meze (vzhledem k umisténi dosud
nezpracovanych intervala je to vyhodnéjsi). Tim je jisté
posledni interval, jinak by nastal pfipad 1. Posledni inter-
val tedy zustdva beze zmén, zpracovavany interval zapo-
meneme.

Po zpracovani vSech intervala se jesté posledni interval
zapiSe do vystupu.

Rychlost vypoctu tohoto algoritmu je déna rychlosti t¥i-
déni a je tedy fadové N.logeN, dalsi zpracovani intervalu
ma jiz linedrni slozitost.

Algoritmus nyni zapiSeme ve tvaru useku programu v pro-
gramovacim jazyce Pascal. Predpokliddejme, Ze N udava
pocet intervalt na vstupu a Ze méame deklarovdno dvouroz-
mérné pole M[1..N, 1..2] tak, jak je uvedeno v uvodu
feSeni. Dale budeme predpoklddat, ze v poli M jsou uloZeny
hodnoty mezi intervala a Ze tyto intervaly jsou jiz setfidéné
vzestupné podle dolnich mezi. K tomuto setfidéni by se
pouzil néktery ze standardnich tfidicich algoritmu (zde
neuvddime). Plati tedy M[1, 1] < M[2,1] < ... £ M[N, 1]
a M[K, 1], M[K, 2] jsou dolni a horni mez K-tého intervalu
pro cela K, 1 £ K< N. Pomocné proménné L, H slouzi
k ulozeni dolni a horni meze »posledniho« intervalu.
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L := M[L, 1];
H:= M[l, 2];
for I := 2 to N do
if M[1, 2] < H then
begin {pfipad 1}

L := M[], 1];
H:= M[], 2];
end

else if M[I, 1] > H then
begin {pfipad 2}
writeln (L, H);
L := M[], 1];
H := M[], 2];
end; {v pfipad¢ 3 se nic neprovadi}
writeln (L, H);

Zduvodnéni spravnosti algoritmu:

1. Vypocet programu skon¢i, nebot pocet provadéni
jednotlivych operaci je piedem omezen hodnctou N (télo
cyklu se opakuje méné nez N-krait).

2. Vybrana skupina obsahuje pouze po dvou disjunktni
intervaly. Interval poznamenany jako »posledni« (v pro-
ménnych L, H) je totiz zapsdn na vystup pravé tehdy, je-li
disjunktni s privé zpracovavanym intervalem, a vzhledem
k uspofadéani intervala podle hodnot dolni meze je proto
disjunktni i se viemi dal$imi dosud nezpracovanymi intervaly.
Dile plati, ze interval je prohldSen za »posledni«, bud je-li
disjunktni s intervalem pravé zapisovanym na vystup, nebo
je-li podmnozinou dosud posledniho intervalu. Protoze je
pole intervalu setfidéno, je posledni interval disjunktni i se
vSemi jiz vybranymi a vytisténymi intervaly.
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3. Vybrana skupina intervali obsahuje nejvétsi mozny
pocet intervala. Pii prichedu viemi setfidénymi intervaly
totiz interval do vysledné skupiny nevybereme a »zapome-
neme« ho pouze ve dvou pfipadech, kdy je to nezbytné, aby
vybrand skupina obsahovala pouze po dvou disjunktni inter-
valy:

a) Je-li néktery z intervali Césti jiného, je nutné jeden
z nich vynechat. Algoritmus vynechd vétsi z obou intervala,
coz je jisté vyhodnéjsi z hlediska moznych spole¢nych boda
s dal3imi intervaly.

b) Maji-li dva intervaly neprdzdny prunik, ale nenastdvd
pfitom piipad a), musi byt jeden z nich vynechdn. Algo-
ritmus vynechd ten z obou intervala, ktery ma vétsi horni
(a tudiz i dolni) mez, nebot to je vyhodnéjsi z davodu pti-
padnych spole¢nych bodu s nasledujicimi inter{faly (kon-
flikty s predchozimi intervaly jsou jiz vvieSeny, nebot inter-
valy jsou pfi prochézeni setfidéné).

P-111-4

Zapiste ve zjednodu$eném jazyce LISP definice nésledu-

jicich funkei:

a) REVERSE [X]
X musi byt seznam
hodnotou funkce je seznam tvofeny stejnymi prvky jako
seznam X, ale v opa¢ném pofadi.

b) DIFELEM [S]
S je seznam atomu
hodnotou funkce je seznam viech ruznych prvku sezna-
mu S.
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c) LINEAR [S]
S musi byt seznam
hodnotou funkce je seznam vSech atomu, které se
vyskytuji nékde v S bez ohledu na uroven vnofeni
seznamu a jejich poradi.

Reseni. a) Nadefinujeme pomocnou funkci PRESUN
[X; Y], kde X, Y jsou seznamy. Tato funkce piesune vSech-
ny prvky ze seznamu X v opatném pofadi na zalitek se-
znamu Y:

PRESUN [X; Y] = [NULL [X] > Y;
T - PRESUN [CDR[X]; CONS
[CAR[X]; Y]]]

S vyuzitim této funkce jiz snadno zapiSeme pozadovanou
funkci REVERSE [X]:

REVERSE [X] = PRESUN [X; ()]

b) Pomocnd funkce MEMBER [X; S] zjituje, zda je
atom X prvkem seznamu atomu S (viz uloha P - I - 4):

MEMBER [X; S] = [NULL [S] - F;
EQ [X; CAR[S]] > T;
T -~ MEMBER [X; CDR[S]]]

Diéle definujeme pomocnou funkci DIFEL [S; Y], kde
S, Y jsou seznamy atomu. Tato funkce zpracovéva seznam
atom S a vytvadfi pomocny seznam atomi Y nasledujicim
zpusobem: do seznamu Y pfesouvd ty prvky ze seznamu S,
které jesté v Y nejsou. Jestlize se projde cely seznam S, vyda
se vytvoreny seznam Y jako vysledek funkce DIFEL:
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DIFEL [S; Y] = [NULL [S] > Y;
MEMBER [CAR[S]; Y] —
— DIFEL [CDR[S]; YJ;
T — DIFEL [CDR[S];
CONS [CAR[S]; Y]]

Vyslednou funkci DIFELEM[S] poZadovanych vlastnosti
nyni snadno vyjadiime jako volani funkce DIFEL s prazd-
nym seznamem dosazenym za parametr Y:

DIFELEM[S] = DIFEL[S; ()]

Pro zajimavost uvidime jiz bez podrobnéjsiho komentaie
jesté jiné feSeni ulohy, které nepouzivd pomocnou funkci
DIFEL a nevyuzivé triku s pomocnym, na po¢atku prazdnym
seznamem. Zapis tohoto druhého feSeni je kratsi, ale vypo-
Cet by byl o néco pomalejsi:

DIFELEM [S] = [NULL [S] — S;
MEMBER [CAR[R];
CDR(S]] -~ DIFELEM [CDR[S]J;
T -~ CONS [CAR[S];
DIFELEM [CDR[S]]]]

¢) Nejprve nadefinujeme pomocnou funkci CONNECT
[R; S], jejiz hodnotou je seznam vznikly spojenim seznami
R a S za sebe:

CONNECT [R; S] = [NULL [R] > S;

T — CONS [CAR[R];
CONNECT [CDR [R] ; S]]]
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S pouzitim této pomocné funkce pak jiz zapiSeme vysledncu
funkci LINEAR [S]. Postupné prochidzime vsechny prvky
seznamu S. Je-li takovy prvek seznamu S atom, je pfipojen
ptimo do vytvafeného seznamu atomu a funkce LINEAR je
rekurzivné voldna na zpracovani zbytku seznamu S bez
prvniho prvku. Je-li prvnim prvkem seznamu S seznam, je
funkce LINEAR voldna dvakrat - na prvni prvek seznamu S
i na zbytek seznamu S - a oba takto vzniklé seznamy atomi
jsou propojeny pomoci funkce CONNECT:

LINEAR [S] = [NULL [S] - S;
ATOM[CAR([S]] -~ CONS[CAR[S];
LINEAR[CDR[S]]];

T - CONNECT [LINEAR[CAR[S]];
LINEAR[CDR[S]]]]

Ulohu je mozné fedit i mnoha jinymi zpusoby. Pro ilustraci
uvadime, jiz bez komentain, jesté jedno feleni:

LINE [S; Y] = [NULL [S] > Y;
ATOM[CAR[S]] - LINE[CDR][S];
CONS[CAR[S]; Y]I;
T - LINE[CDR[S];
LINE[CAR([S]; Y]]

LINEAR [S] = LINE [S; ()]



MEZINARODNI{ OLYMPIADA V PROGRAMOVANT{

Ve $kolnim roce 1986/87 se¢ uskute¢nil také 1. roénik me-
zinarodni olympiddy v programovani. Tato soutéz vznikla
z iniciativy slovenskych organizitort kategorie P matema-
tické olympiddy. Mezindrodni olympiddy v programovéni
se¢ zacastnila druzstva ze SSSR (8 tuclastnika), z BLR (6
Glastnika) a z CSSR (7 Gcastnika), piitomni dale byli pozo-
revatelé z NDR, MLR a z PLR. Olympiada probihala
v Bratislavé a v Modre ve dnech 23.—30. 8. 1987. Vlastni
soutéz se konala po dva dny, v kazdém z téchto dna méli
soutézici Ctyfi hodiny c¢asu na vyfeSeni dvou soutéznich
uloh. Vybér i opravovani uloh probihaly pod vedenim mezi-
narodni jury stejnym zpusobem, jaky je obvykly u mezind-
redni matematické olympiddy.

SOUTEZNI ULOHY

1. Pro pfirozend &isla X a Y budeme Fikat, ze X se vysky-
tuje v Y, jestlize se dd bindrni zapis Cisla X ziskat z bindrniho
zipisu Y vySkrtnutim (vyloucenim) zddné, jedné nebo vice
cifer. (Naptiklad X = 1010 se vyskytuje v Y = 1001100.)

Vytvofte algoritmus, ktery pro dand dvé piirozend (isla
A a B najde maximalni Cislo C, které se vyskytuje v Aiv B.
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2. Je dano n karet, které jsou ocislovany 1, 2, ..., n (kazdé
tislo se vyskytuje pravé jednou). Vytvoite algoritmus, ktery
pro libovolnou posloupnost A1, A2, ..., An téchto karet
najde nejmensi pocet K prostych vymén karet nutny na
jejich uspofddani podle rostoucich hodnot jejich &isel. (Pod
prostou vyménou se rozumi vzdjemnd ziména pozic libovol-
nych dvou karet.)

PF.: Pro posloupnost 1, 5, 3, 2, 4 je vysledek K = 2,
protoze prostymi vyménami karet s Cislem 5 a 2 a pak karet
s Cislem 4 a 5 dostaneme uspofadanou posloupnost 1, 2, 3,
4, 5.

3. Jeddno prvnich N2ptirozenych ¢isel (N >2)1,2,...,N2
Sestavte algeritmus, ktery rozdéli tato ¢isla do N skupin tak,
aby byly soucasné splnény nésledujici tfi podminky:

1. kazda skupina obsahuje pravé N Cisel,

2. kazdé cislo se nachézi pravé v jedné skupiné,

3. soucet Cisel v kazdé skupiné je stejny.

4. Uvazujme nasledujici hru. Pro pevné dané pfirozené
¢islo N > 1 hra¢ A zvoli pfirozené &islo X, 1 £ X < N.
Cilem hréce B je uhodnout toto ¢&islo X pomoci dotaza typu
»Je X vétsi, nebo rovno K72, kde K je libovolné piirozené
¢islo. Hra¢ A musi odpovidat na dotazy pravdivé a nesmi
béhem hry ménit X. Hr4d¢ B plati hra¢i A za kazdou cdpo-
véd. Za odpovéd »ANO« plati 2 K&s, za odpovéd »NEc«
plati 1 K¢s.

Uréete pro dané N nejmensi mnozstvi Kés P(N), které
zaruCené stai na uhodnuti libovelného pfirozeného Cisla X,
1< X=N.

211



Vytvoite takovy algoritmus, podle kterého méd hrac B
klast dotazy tak, aby uhcedl &islo X a zaplatil pfitom nejvyse
P(N) K¢s (tj. algoritmus urcujici vhodné K v dotazech).

Reseni kazdé ulohy bylo hodncceno maximalné 10 bedy.
Niésledujici tabulka ukazuje, kolik z 21 WGcastniki soutéZe
ziskalo jaky pocet bodu za feSeni jednotlivych tloh.

I Pocet bodu
Uloha \

| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
|
} 1 2 2 0 2 1 3 3 4 0 3 1

2 0O 0 0 2 1 2 2 4 3 5 2
| 3 1 0 1 1 3 3 2 1 1 3 5
5 4 11 0O o0 O O 1 2 2 3 2 0

Pramérné bedové hodnoceni jednotlivych uloh bylo nasle-
dujici:

Uloha 1 Pramérné hodnoceni

‘ |
| |
| |
1 ' 5,24 |
2 | 7,10 |
3 } 6,48 |
| |
| \

Nejlep$im feSitelam udélila jury celkem dvé I. ceny, tii
II. ceny a pét III. cen. Nasi studenti si vedli v soutézi velice
dobre, ziskali jednu I. cenu, jednu II. cenu a dvé III. ceny.
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Soutézici ze Sovétského svazu obdrzeli jednu I. cenu a tfi
ITI. ceny, bulhar$ti studenti pak dvé II. ceny. Bodové zisky
jednotlivych zacastnénych druzstev jsou shrnuty do nésle-
dujici tabulky.

CSSR celkem 168 bodu ! prumér 24 bodu na zéka

|
; SSSR celkem 176 bodu prumér 22 boda na zaka
1 BLR celkem 126 bodu pramér 21 bodu na zéka

SLOZENI A VYSLEDKY
CESKOSLOVENSKEHO DRUZSTV A

Viadan Majerech, 4., G Pardubice

— 1. misto, 38 bodu (9, 10, 10, 9), I. cena
Pavel Kozlovsky, 3., G Jindfichuv Hradec

— 3. misto, 33 bodu (10, 6, 10, 7), II. cena
Pavol Kolnik, 4., G Nové Mesto nad Vahom

— 7. misto, 23 bodu (1, 9, 5, 8), III. cena
Rudolf Burcl, 4., G Trnava

— 10. misto, 21 bodu (4, 5, 6, 6), III. cena
Peter Klein, 4., G A. Markus3a, Bratislava

— 12.—15. misto, 19 bodu (1, 5, 7, 6)
Rastislav Senderdk, 4., G Presov

— 12.—15. misto, 19 bodu (7, 3, 9, 0)
Branislav StriZenec, 3., G ]J. Hronca, Bratislava

— 20. misto, 15 bodu (5, 8, 2, 0)
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