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Kategorie Z8

ULOHY I. KOLA

Z8-1-1

Na obrazku 1 je zobrazen pudorys stfechy, rozméry jsou
uvedeny v metrech. VSechny stfe$ni plochy maji tyz spad,
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pii¢emZ niz8i hieben je 3 metry vysoko nad rovinou okapu.
Vypocitejte celkovy povrch stiechy.

1. feSeni. Sestrojime fez nizsi &asti stiechy rovinou kol-
mou k hiebenu, obr. 2. Dostaneme rovnoramenny trojuhel-
nik se zdkladnou dlouhou 6 m a vySkou 3 m. Proto maji
viechny stiechy sklon 45°. Odtud snadno zjistime, Ze troj-
uhelnik T, a rovnobezmky Ry a Ry (obr. 1) maji ve skuted-

nosti vys§ky v = 3. l/ 2. Podobné zjistime, Ze tro;uhelmky T,
T3 a lichobéZnik L maji ve skutetnosti vysky w = 4.]2.

Rovnobézniky R; a Rs maji stejné obsahy Si:
S =10.3.)2 = 30.)2
Soudet obsah trojahelniku 73 a mnohotuhelniku M se

rovna obsahu S lichob&Zniku L. Lichobé&Znik L ma delsi
-dkladnu dlouhou 22 m (2.8 m + 6 m), kratsi zdkladnu -

- hieben - dlovhou 14 m (22 m — 2.4 m) a vy§ku o = 4]/_2—
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Proto je

Konetné trojuhelniky 7%, T3 maji také stejné obsahy

8 .
§ = .4.J2=16.}2.

Obsah celé stiechy je roven
§=2.851+4+2.85+2.8

S =60.]2 + 144.})2 + 32.]/2 = 236.)/2 = 333

S =333 m2.
Obsah stfechy je roven 333 m?2.

2. reSeni. Stejné jako v 1. FeSeni se ukize, Ze sklon viech
stfech je roven 45°. Nyni pouZijeme vétu:

Necht obrazec M lezi v roviné p a M’ je jeho pravouhly
prumét do roviny o, kterd svird s rovinou p thel «. (Obr. 3,
kde obrazec M je trojuhelnik.) Potom obsah S’ obrazce M’
muzeme vypoclitat z obsahu § obrazce M podle vzorce

S" = 8. cos a.

Tuto vétu snadno sami dokaZete nejdfive pro trojuhelniky,
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Obr. 3

které maji jednu stranu rovnobéZnou s pruselnici p rovin
p a ¢. Odtud pak snadno plyne dikaz pro libovolny mnoho-
ahelnik.

Podle této véty plati pro obsah stiechy S a obsah jejiho
pudorysu S’ vzorec

S" = 8§ . cos 45°
neboli

’

S:CTSE’: S.L?..

Obsah pudorysu S’ je roven
8" =6.10 + 8.22 = 236,
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takZe
S = 236.)/2 = 333.

Dostdvdme stejny vysledek jako pfi 1. feSeni.

Z8-1-2
Dokazte nerovnost
1 1 1 1
200 T 202t T 300 7 3

ReSeni. Na levé strané nerovnosti je 100 zlomki. Kazdy,

1
kromé posledniho, je vétsi nez ——. (Oduvodnéte sami.)

300
Proto je
1 1 1 1 1 1
200 V2027 T 300 7300 T300 T T 300 T
100kt
100 1
=300 " 3

Pozndmka k tloze Z - 1 -2. Na levé strané nerovnosti je &ast tzv.
harmonické fady, tj. fady

36



1 1 1 1 1 1 1 1
1+ +g+pt+gtetratgtgt
1 1
+ + ll
Je pi‘ekvapujici, Ze tato fada mé nekoncén)" soucet, i kdyi

Vv

1+7+?+7{+—§“+?+—7‘+?+
——
LI ) R §
>2'3=73 =RT§ =2
1 1 1
+9+10+. +l6+
1 1
>8'16=7

Tedy soucet této Fady je vétsi nez soulet
. 1 1 1 1
SN et e alh el PR

S¢itancu je nekonedné mnoho a tedy i jejich soucet je ne-
konelny.

Z8-1-3
Je dan pravidelny pétithelnik ABCDE. Oznalme a, b
vzdalenosti vrcholu E od piimek 4B a BC. Urgete vzdilenost

bodu E od uhlopficky AD pomoci a, b.
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ReSeni. Viimneme si obrizku 4. ProtoZe jde o pravidelny
pétidhelnik, je whlopficka AD kolmi k piimce EEs. Ze
stejnych davodu je vzddlenost bodu E od ptimky AB stejnd
jako vzdélenost bodu 4 od pfimky BC, tedy |44:| = a.
Protoze AA1E>Q je obdélnik,je |QFs| = a. Odtud dostdvime:

o(E, AD) = |[EQ| = b — a

E
a
E‘l
A - D
Q
=b
a a
/‘%
A, B E, C
Obr. 4
Z8-1-4

Urdete nejmensi a nejvetsi Ctyfciferné Cislo s témito vlast-
nostmi:
a) Cislo je délitelné jedendcti,
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b) rozdil tohoto &isla a jeho ciferného soutu je délitelny
¢islem 17.

ReSeni. Nejdfive najdeme nejmensi a nejvétsi Ctyfciferné
tislo, které je délitelné jedendcti.

1000 = 11.90 + 10
1001 = 11.91 (nejmensi)
9999 = 11.909  (nejvets

i

Sestavime tabulku ndsobku &isla 11 a budeme potitat poZa-
dované rozdily a délit je ¢islem 17. V

Cislo Ciferny I .
(nasobek 11) soucet | Hozail
— ‘
1 001 2 999 = 17. 58 + 13
1012 4 1008 = 17.59 + 5
1023 6 1017 = 17.59 + 14
1034 8 1026 = 17.60 +- 6
1 045 10 1035 = 17. 60 + 15 1
1056 12 1044 = 17.61 + 7
1 067 14 1053 = 17. 61 -+ 16
107877 16 i 1062 = 17.62 + 8
|7179§9 | 18 1 1071 = 17. 63
B — S : — — — i - —
9 999 36 9963 = 17. 586 + 1
9988 34 9963 = 17. 585 + 9
| 9977 | 32 | 9945 — 17. 585
|

Hledan4 &isla jsou 1 089 a 9 977.
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Z8-1-5
V rovnici

x+b x-—0> x+b x— b 2x
s+ b a—b @r2ab+ b -t

s nezndmou x a realnymi Cisly a, b

a) udejte podminky Fesitelnosti,
b) najdéte redlny kofen,
c) provedte zkousku.

ReSeni. a) Aby méla rovnice smysl, museji byt viechny
jmenovatele razné od nuly.

) a+b+#0

) a—b+#0

3) a? + 2ab + b = (a + b) % 0
(4) a®— b =(a+b)(a—b)#0
(5) a0

Tedy a #% 0. Z podminek (1) a (2) plyne & 5 +a. Za téchto
podminek jsou splnény i nerovnosti (3) a (4).

b) Nyni budeme rovnici fesit. Abychom z rovnice odstra-
nili zlomky, nisobime celou rovnici soucinem vyrazi (a +
+ b)? . (a — b)a (tj. spolenym jmenovatelem). Po vykriceni
zlomku dostaneme:
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(x +b)(@a+b)(a—b).a+ (x—b)(a+ bPa=
= (x+b)(a—b)a—(x—b)(a+b).a+
+ 2x(a + b)Xa — b)

Nejdfive upravime levou stranu:

L = x(a® — ab?) + (a3b — b3) + x(a® + 2a%b + ab?) —
— (a3b + 2a%b% + ab®) =
= x(2a® + 2a%b) — (b3 + 2a2b? + ab%)
Pak upravime pravou stranu:
P = x(a? — ab) + (a%b — ab?) — x(a%b — ab®) +
+ 2x(a3 + 2a%b + ab? — a%b — 2ab> — b3) =
= x(2a® + a%b — ab?> — 2b3 + a® — ab) + (a%b — ab?)
Dostaneme rovnici

x(2a% + 3a%b) — (b3 + 2a%b% + ab?) =
= x(2a3 + a% — ab®> — 2b3 + a®> — ab) + (a% — ab?).

Nyni ¢leny s neznamou x prevedeme na levou stranu a ostatni
¢leny na pravou stranu rovnice. Po zjednoduseni dostaneme

(6) 2xb(a + ab + b*) = 2ab(a + ab + b7);
pokud je
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(M b=£0,

(8) a+ ab + b #0,

muzeme celou rovnici délit soutinem
2b(a + ab + b2)

a dostaneme koifen

X = Q.

Nyni si v§imneme vylou¢enych pfipada (7) a (8).
Je-li b = 0 nebo a + ab + 5% = 0, dostaneme po dosazeni
do rovnice (6)

x.0=0.

Kofen této rovnice je libovolné redlné C&islo.
Muzeme tedy shrnout:
a) Podminkou feSitelnosti je splnéni nerovnosti

a#0 a b+# +a

b)Je-li 640 a a+ ab + b 40, ma rovnice jediny
redlny kofen

Je-li 5 =0 nebo a + ab + b2 = 0, je kofenem rovnice
kazdé redlné ¢islo.
¢) Provedeme zkousku. Nejdfive pro pripad 6 40 a a +
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+ ab + b2 # 0. Kofen x = a dosadime do levé a pravé
strany rovnice:

I a+b a-—-2»>
_a+b+a—b_

1+1=2

a+b a—>b 2a
_a2+2ab+b'~’_a2—b2+ a

1 1 R
_a+b_a+b+ o

Tedy skute¢né L = P.

Zkouska pro ptipad & = 0. (Od zdka se v tomto pripadé
zkouska nepozadovala.) Dosadime do levé i pravé rovnice;
x je libovolné &islo.

X X 2x

L —_— + R —

a a a
X x 2x 2x
:*2*———;‘-{-’**:***
a a? a a

Tedy L = P.

Zkousku pro pripad a + ab + b = 0 provadét nebudeme.
Také v tomto pfipadé se zkouska od soutéZicich nepozado-
vala. Zkousku je mozné provést, ale vypolet je slozity. Z rov-

B
nosti a + ab + b2 = 0 se vypoclitd a = 11
se dosadi do puvodni rovnice. Vzniknou dosti sloZité slozené

. Za toto a
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zlomky. Jejich upravou se da zjistit, Ze levd strana rovnice
se pro vSechna x rovnd pravé strané rovnice.

Z8-1-6

Existuje rovnobéznik, ktery se da slozit ze téi nepiekryva-
jicich se rovnoramennych trojahelnika, z nichz Zzddné dva
nejsou shodné ? Pokud ano, ukaZte jeden takovy.

ResSeni. Budeme piedpoklidat, Ze takovy rovnobéznik
ABCD existuje. Zkusime, zda se dad slozit z trojuhelnik
ABC, AED a DEC (obr. 5).

vl 180°-2c
X

Obr. 5

V trojahelniku ABC ozna¢ime velikosti uhla pfi zdkladng
AC pismenem «. Vypotitime velikost thlu pfi vrcholu B.

|< ABC| = 180° — 2«
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Uhly BCA a CAD jsou stridavé uhly, proto je
|< CAD| = u;
Podobné i Ghly BAC a ACD jsou stiidavé, takze také
|<C ACD| = .
V trojahelniku AED zndme velikost uhlu pfi hlavnim vrcho-

Iu 4. MuzZeme vypotitat velikosti vnitfnich ahla pii zékladné
DE.

1 o
|<t AED| = |<t EDA| =-—2—(180° — o) = 90° — ry

V trojuhelniku DEC znédme velikost Ghlu pfi vrcholu C. Je
to uhel pii zdkladng, proto i druhy uhel pfi zdkladné je roven

| CDE| = «.

V rovnobéZniku je vidy soulet velikosti dvou sousednich
uhla roven 180°, proto je napf.

|<X BAD| + |< ADC| = 180°.
Podle obr. 5 je viak také

o 5
|<¢ BAD| + |<C ADC| = 2u + <90° — z;) + o= 7oc+90°.

45



Porovninim dostaneme rovnici

5
180° = Pl + 90°.
Jejim kofenem je

o = 36°.

Tim jsme aspoii jeden takovy rovnobéznik sestrojili. Je to
kosoctverec s jednim vnitfnim uhlem velikosti 2o = 72°.
Uloha v3ak m4 i dal3i fe3eni, viz obr. 6a—e; z nich obrazek

a) b) c)

x=180°:7=25,7...

d) €)
Obr. 6a—e

6a udava pravé nalezené feleni. Z uvedenych péti FeSeni je
nejzajimavéjsi feSeni z obr. 6e. Ukazuje, Ze existuje rovno-
béznik, ktery lze slozit ze téi nepfekryvajicich se rovnora-
mennych trojahelniki, z nichZ 24dné dva nejsou shodné, ale
dokonce ani podobné.
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Zobecnéni tlohy Z8 - I - 6. Reieni ulohy z obr. 6d, e
naznacuji, ze ulohu je moZzno zobecnit takto:

Necht 7 je libovolneé prirozené ¢islo vétsi nez 2. Ukaizte,
Ze existuji rovnobézniky, které Ize sloZit z n rovnoramennych
nepiekryvajicich se trojuhelnik, z nichz Z4dné dva nejsou
shodné (podobné).

ULOHY II. KOLA
Z8-11-1

Najdéte aspoit jedno prirozené &islo n, pro které plati:

; 2 1 1 1 2
1) 3>301+°02+"'+n>5

(5 bodi)

Reseni. Pro zjednoduseni oznatime n = 300 + m. Potom
nerovnosti (1) miZeme pfepsat takto:

2 1 1 1 2
37300 732 Y 300rm 5
Vyraz
s 1 1
=301 T332 T 300+ m

je soultem m sCitanci, z nichz kazdy, s vyjimkou posledniho,
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1
je vetsi nez

300 + » . Zaroven je kazdy z téchto scitanch

1
b . Tedv
(bez vyjimky) mensi nez —— 300" edy

m
S(B>V>§60+ m’

m

Nyni najdeme piirozené &islo m tak, aby

2 m

3 =30 °

m
300 + m

%
v

2
5"

V obou nerovnostech rozdifime zndmé zlomky &islem 100
takZe dostaneme

200 m m 200
—_— a T ==
300 — 300 300 + m— 500

Z toho je vidét, Ze stadi volit m tak, aby
200=m a m= 200.

Tomu vyhovuje ¢&islo m = 200 a hledané prirozené &islo n
je proto

n = 300 + m = 500.

Pozndmka. Cislo n = 500 neni jediné, které vyhovuje
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nerovnostem (1). MuZeme provést presnéjsi odhady. Napti-
klad nejdiive odhadneme soudet

1 1 1
a_%T+302 +...+400.

Pro kazdy z téchto stitancu plati, Ze je vét§i nebo roven

1 1
200 2 mensi nez 300" Proto je

100 100 1

1
3 7300 %7 w007 2

MizZeme tedy hledat # tak, aby platilo

2 1 1 1 1 2 1
373 g1 a2 T T 5 T
neboli
111 1 3
3>401+402+...+ ﬂ>20

Snadno sami stejnym zpusobem odhadnete, Ze tyto nerov-
nosti plati pro viechna n spliiujici nerovnosti

533 = n = 471.
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Z8-11-2

Najdéte nejmensi Sesticiferné &islo s navzdjem raznymi
¢islicemi, které ma tyto dv& vlastnosti:
— je délitelné &islem 72,
— v jeho desetinném zipise se nevyskytuji &islice 0, 8, 9.
(5 bodu)

Reseni. Cislo 72 = 9. 8. Proto je hledané &islo délitelné
ob&éma ¢isly 9 a 8. V hledaném ¢&isle se mohou vyskytnout
jen &islice 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. ProtoZe hleddme 3esticiferné
¢islo, musime jednu &islici vynechat. Hledané &islo ma byt
délitelné deviti, takZe musi mit ciferny soulet také délitelny
deviti. ProtoZe

1+2+3+4+5+6+7=28,

musime vynechat &slici 1. Hledané &islo ma byt co nejmenti
a musi byt sudé (jinak by nemohlo byt délitelné osmi).
Takové &islo je 234 576. ProtoZe je toto &islo délitelné osmi,
je to hledané &islo.

Z8-11-3

Sestrojte rovnoramenny lichob&Zznik ABCD s delsi zdklad-
nou AB délky 10 cm, jestlize vite, Ze je mozno jej rozdélit
dvéma pfimkami prochdzejicimi bodem A4 na tfi rovnora-
menné trojuhelniky, z nichZ jeden je trojuhelnik 4ABC.

(5 bodi)
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ReSeni. Natrtneme si hledany lichob&Znik a zvolime
oznaceni podle obr. 7.

180°-5x \
\

Lex \

\
A 2
Obr. 7

V Z4dném rovnoramenném trojuhelniku nemlze byt pri
zdkladn& vnitini Ghel tupy. Proto musi byt v trojihelniku
AXD hlavni vrchol bed D a v rovnoramenném trojihelniku
ACX hlavni vrchol bed X. Uhly pii zdkladné rovnora-
menného trojahelniku ACX ozna¢me «. Uhly DCA a CAB
jsou stfidavé, proto je uhel CAB roven také «. Podobné
jsou stiidavé thly DXA a XAB. Protoze je thel XAB =
= 2au, je i Gthel DXA = 2«. Trojuhelnik AXD ma zikladnu
AX a tedy i Ghel DAX = 2. Tteti Ghel ADX trojahel-
niku AXD je roven 180° — 44. V rovnoramenném lichobézni-
ku jsou uhly pii zdkladnach shedné, proto je

< ABC| = 4a; |<¢ DCB| = 180° — 4a.
QOdtud dostaneme, Ze
|<x ACB| = (180° — 4a) — o = 180° — 50
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Trojuhelnik ABC je rovnoramenny. Mohou nastat dvé moz-
nosti:

(a) o« = 180° — 54
(b) 4o = 180° — 54

V ptipadé (a) dostaneme:

6o = 180°
o = 30°

Z toho vsak plyne, Ze |<. ABC| = 4« = 120°. Ale to neni
mozné, protoZze strana AB je v lichob&zniku ABCD delsi
zékladnou a proto musi byt thel ABC << 90°.

V pripadé (b) dostaneme

90 = 180°
o = 20°

Lichobéznik ABCD ma tedy pfi delsi zdkladné vnitini Ghly
4o = 80° a pii kratsi zdkladné vnitini uhly 180° — 4o = 100°.

Konstrukce lichobézniku ABCD

1. 4B;|AB| = 10 cm

2. NABC; (usu); |<x CAB| = 20°, |<¢ ABC| = 80° (uhly
sestrojime pomoci thloméru)

3. NACD; (usu); |<t DAC| = 60°, |<t DCA| = 20°, D je
v poloroviné opa¢né k poloroviné 4CB

4. ABCD:; lichobéznik
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Zkouska. (V soutézi nebyla poZadovina.) Musime ukdzat,
ze lichobéznik ABCD lze opravdu rozdélit na 3 rovnora-
menné trojuhelniky. Sestrojime bod X na zdkladné CD tak,
aby |<C XAB| = 40°. Vypottem velikosti thla se snadno
ovéfi, ze vSechny tii trojuhelniky ABC, ACX, AXD jsou
rovnoramenne.

Z8-11-4

Na obrazku 8 je zndzornéna krychle slepend ze 27 mensich
shodnych krychli. Zjistéte, jaké riizné poéty mensich krychli
muzeme odebrat z velké krychle, aby zustalo t&leso, ve kte-
rém se kazdd mensi krychle dotykd pravé dvéma svymi st&-
nami s jinymi mens$imi krychlemi. Pro kazdy mozny pocet
stati uvést jeden piiklad. Uloha m4 7 feSeni. (5 bodu)

/79202 7
7O 7 772 24
273

112133
4156
7189/

Obr. 8

—

AN

SH
oo\

=

Reseni. Téleso, které zastane, muze se skladat ze 4, 6, 8,
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b)

1%2%5%x4

a)

c),

% 18 =k 27 % 24 %
0

26 % 27 % 18 %
19 % 10

®* 25 %
% 20 %

g)

Obr.%—g
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10, 12, 14, 16 krychli. Odebrat muzeme tedy 23, 21, 19,
17, 15, 13 nebo 11 krychli.

Ukézky feleni jsou na obr. 9a az g; ¢isla u obrazka udévaji
¢isla zbylych krychli.

ULOHY III. KOLA
Z8-1i -1

Najdéte vSechna 8cifernd &isla délitelnd &islem 72, kterd
vzniknou z Cisla 40 756 424 832 vyskrtnutim t#i Cislic. Na-
piste tato Cisla. (6 bodu)

1. feSeni. Protoze 72 = 8.9, musi byt hledané ¢&islo
délitelné jak Cislem 8, tak Cislem 9. Zalneme s délitelnosti
Cislem 9. Ciferny soucet daného &isla je

44+04+7+5+6+4+2+4+8+4+3+42=45.

Hledané ¢islo mé byt délitelné deviti, proto i jeho ciferny
soucet musi byt délitelny deviti. Z daného ¢isla proto mu-
sime $krtnout takové tfi Cislice, aby i jejich ciferny soucet
byl délitelny deviti, tedy tfi Cislice, jejichz ciferny soucet
je 9 nebo 18.

Vypiseme viechny moZnosti (viz tabulku na str. 56).



1 Skrtnuté

Zistalo Vyhovuje
¢islo ANO - NE
1/0,7,2 | 4--564-4832 | ANO
210,72 4--56 424 83— | NE - neni délitelné 8
310,6,3 4-75-4248-2 | NE - neni délitelné 8
404,0,5 | --76424832 | ANO
510,54 | 4-7-6-24832 ‘ ANO
60,54 4-7-6 42— 832 ' ANO
715,2,2 | 407-64-483 | NE - neni délitelné 8
8 4,2,3 | 07564482 | NE - neni délitelné 8
| | a neni 8ciferné
94,2,3 40 756 - -4 8-2 | NE - neni délitelné 8
10 | 2,4,3 40 756 4-- 8-2 | NE - neni délitelné 8
11 | 4,3,2 ~0 756 424 8- - NE - neni 8ciferné
12 | 4,3,2 40 756 —24 8- - | ANO
13 | 4,3,2 40 756 42— 8- - | NE - neni délitelné 8
14 | 7,8,3 40 -56 424 -2 | NE - neni délitelné 8
15 | 4,6, 8 -0 75— 424 -32 ‘ NE - neni 8ciferné
|16 | 6,4, 8 40 75— 24 -32 | ANO
117 | 6,4,8 40 75- 42— -32 | ANO
18 | 7,5,6 40 --— 424 832 | ANO
Nasli jsme celkem 8 Cisel:
45 644 832 47 624 832 40 756 248 40 754 232
76 424 832 47 642 832 40 752 432 40 424 832

2. reSeni.

Nejdiive $krtneme takové tfi (&islice, aby
vzniklé Cislo bylo délitelné osmi. Musi byt tedy posledni
troj¢isli (Cislo ur¢ené poslednimi tiemi Cislicemi) délitelné
osmi. ProtoZe $krtdme pouze 3 &islice, mohou byt posledni

trojisli vybrana z poslednich Sesti &islic, jsou to
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Sestavime opét tabulku. Skrtat budeme opét 3 &islice s cifer-
nym soultem délitelnym deviti.

Posledni | Skrtnuté Zbylé Vyhovuje
trojcisli Cislice cislo ANO - NE
1| .832 0,7,2 | 4--564-4832 ANO
2 4,0,5 --T7-6 424 832 ANO
3 0,5,4 4-7-6 —24 832 ANO
4 0,5, 4 4-7-6 42— 832 ANO
5 7,5,6 40 ——- 424 832 ANO
6 432 4,6,8 -0 75— 424 -32 NE
7 6,4, 8 40 75— -24 -32 ANO
8 448 nelze
9 248 4,3,2 -0 756 424 8- - NE
10 4,3,2 40 756 —24 8- - ANO
11 232 6,4,8 40 75— 42— -32 ANO
12 424 nelze

Dostdvime opét 8 moznosti, uvedenych jiz pfi 1. feSeni.

Z8-111-2

Je dan ¢tverec ABCD o strané délky 1 dm. Prusedik jeho
ahlopfi¢ek oznacte S. Sestrojte Ctyfi kruZnice se stiedy

57



A, B, C, D o polomérech AS. Tyto kruZnice protnou strany
¢tverce v osmi bodech. Dokazte, Ze jsou to vrcholy pravidel-
ného osmitthelniku (mé shodné strany a shodné vnitini uhly).

(6 bodu)
D P 0 C
|
//
Q N
AN’
S
7 : ‘\\
f / \ M
\v
\
L B
Obr. 10

ReSeni. Natrtneme si obrizek 10 a oznalime vrcholy
osmithelniku. Uhloptitka AC &tverce ABCD mé délku

I — 1
|AC| = )12 + 12 = }/2. Proto je |4S| = > /2. Snadno vy-
pocitime
1 -

|AK| = |4B| — |BK| =1 = ]2,
1

Podobné je |BL| =1 — £ |

2. Proto je
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| -
|[KL| = |AB| — |AK| — |BL| =1 — 2(1 - 12) =
= V2___ 1.

Délku RK vypotitime podle Pythagorovy véty z pravo-
uhlého trojuhelniku AKR.

- / 1 _\2 1 _\2
IRK| = || 4K + |AR}? :],' <1 ) 1/2) + (1 - ]/2>

Odtud dostaneme

IRK| = <1 ——%ﬁ).ﬁ =2 - L

Je tedy skutetné |RK| = |KL|. Sestrojeny osmithelnik ma
proto viechny strany shodné. Ale m4 i vSechny vnitini Ghly
shodné, nebot maji velikost rovnou 180° — 45° = 135°.

Z8 -1t -3

Pepik se chlubil: »Kdyz budu mit 9 zédvazi o hmotnostech
1g,2g,3g,...,9 g, dokdzu je rozdélit na 3 skupiny o stej-
nych hmotnostech«.

Jirka: »To nic neni, j4 umim rozdé&lit na takové 3 skupiny
i 33 zavazi o hmotnostech od 1 g do 33 ge.

Karel: »J4 umim rozdélit téch 33 zavazi na 4 skupiny
o stejnych hmotnosteche.
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Zjistéte, kdo z nich mohl svij slib splnit. JestliZe rozd&leni
jde provést, uvedte piiklad, kdyZ ne, uvedte prog.
(6 bodu)

ReSeni. a) Pepik mohl zdvazi rozd&lit napiiklad takto:

1. skupina: 1, 2, 3,4, 5
2. skupina: 6, 9
3. skupina: 7, 8

V kazdé skupiné je souc¢et hmotnosti 15 g, nebot
1+2+34+4+5=6+9=7+8=15.

Rozdéleni je moZno provést i jinak; napriklad: (4, 5, 6),
1, 2,3,9), (7, 8). Sami najdete jist& snadno i dal$i mozZnosti.

b) Jirka muze rozdéleni také provést. Vyuzije déleni, které
provede Pepik. Skupiny déle doplni napfiklad takto:

1. skupina: (10, 33), (13, 30), (16, 27), (19, 24)
2. skupina: (11, 32), (14, 29), (17, 26), (20, 23)
3. skupina: (12, 31), (15, 28), (18, 25), (21, 22)

Jirka tedy rozdé@li zavazi od 10 g do 33 g na 12 dvojic tak,
aby v kazdé dvojici byl soucet hmotnosti zdvazi roven 43 g.
Téchto 12 dvojic pak rozdéli do 3 skupin po ¢tyiech dvojicich.
Vsech 33 zdvazi rozdéli tedy do 3 skupin o celkovych hmot-
nostech 187 g (15 + 4 .43 = 187).

Hmotnost viech 33 zavazi je tedy 3 . 187 g = 561 g.
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Pozndmka. Celkovou hmotnost viech 33 zdvazi z tdlohy
Z8 - III - 3 je mozno vypocitat také takto:

1+24+3+4+ ... +30+31+32+33=

=1+33)+2+32)+G+3D)+...+(16+18) + 17 =
16krat 34

=16.34 4 17 = 561

Zkuste sami stejnym zpusobem vypotitat celkovou hmotnost
zavazi a)od 1 gdo 99 g; b) od 1 g do 100 g.

¢) Karel nemuze 33 zévaZzi od 1 g do 33 g v Zddném ptipadé
rozdélit na 4 skupiny o stejnych hmotnostech, protoze celkova
hmotnost téchto zdvazi je 561 g a to neni ¢islo délitelné ¢tyimi.

Z8 -1l -4

Ukazte, Ze z krychle K sloZené ze 27 mensich krychli (obr.
11) je mozno ubrat 1 krychli, 2 krychle, 3 krychle, ..., 14
krychli tak, Ze vznikl4 télesa maji stejny povrch s krychli K.
Pro kazdou ze 14 moznosti stati uvést Cisla krychli, které
uberete. (6 bodir)

Pozndmka 1. Téleso, které zustane, se nesmi rozpadnou na dvé nebo
vice ¢asti. Nemuzeme tedy naptiklad odebrat krychle 1, 2, 4, 5, 7, 8,
12, 21, 15, 24, 18, 27.

ReSeni. Viechny moznosti dostaneme naptiklad postup-
nym odebirdnim krychli
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Obr. 11
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3,2,6,5,12,11, 15, 14
a déle krychli:
10, 13, 20, 23, 8, 17.

Na obrdazcich 12a az 12d jscu zndzornéna zbyl4 télesa po cde-
brani krychli:

3,2,6,5,12,11, 15, 14 (obr. 12a)

3,2,6,5,12, 11, 15, 14, 10, 13 (obr. 12b)
3,2,6,5,12,11, 15, 14, 10, 13, 20, 23 (obr. 12¢)
3,2,6,5,12,11, 15, 14, 10, 13, 20, 23, 8, 17 (obr. 12d)

>

“

2
2
2
2

Pozndmka 2. Puvodni krychle ma povrch sloZeny ze 6 . 9 = 54 stén
mensich krychli. VSechna zbyld télesa se stejnym povrchem byla slc-
Zena nejméné ze 13 mensSich krychli. Pokusy se dd ovéfit, Ze nelze
najit téleso se stejnym povrchem, ale sloZené jen ze 12 nebo dokence
méné krychli. MuZzeme to viak i dokazat.
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a) c)

b) d

Obr. 12a —d
Nejdtive dokaZzeme vétu:

Kdyz je téleso slepeno z # shednych krychli, pak je slepe-
no aspen pedél n — 1 spoleénych dvojic stén.

Pro konkrétni n, napf. n = 13, maZete vétu ovéfit pomoci
télesa z obrazku 12d.

Nyni nazna¢ime dukaz véty pro libovolné n. Pfedpokldde;j-
me, Ze t&leso je slepeno z n krychli a pocet slepenych dvojic
stén oznalime s. Odebereme-li 1 krychli, ubude asponi 1 dvo-
jice slepenych stén. Pro n = 7 si to ovéite na obr. 13a, b;
odebirdme tmavou krychli. Tedy téleso z n — 1 krychli m4
slepeno nejvyse s — 1 dvojic stén. Tedy odebranim 1 krychle
ubude asponl 1 dvojice slepenych sté¢n. Podobné se da ukézat,
ze odebranim 2 krychli ubudou asponl 2 dvojice slepenych
stén; odebranim 3 krychli ubudou aspori 3 dvojice slepenych
stén atd.
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Obr. 13a, b

Po odebréni n — 1 krychli zbude jedind krychle. Pfitom
bude asponl s — (n — 1) dvojic slepenych stén. Ale protoZe
zbyla jedind krychle, neztstala z4dna dvojice slepenych stén.
Tedy

s—(m—1)=0,
neboli
s=n—1.

Konkrétné, mame-li slepeno 12 krychli, je slepeno aspon
11 dvojic stén. Spotitejme nyni povrch tohoto télesa:

§=12.6—-11.2=72—-22=54
| |
12 krychli 11 dvojic
po 6 sténach  slepenych stén
anebo méné (je-li slepeno vice nez 11 dvojic stén). Ale toto
téleso ma mensi povrch nez puvodni krychle.

Pozndmka 3. Nékteti soutézici ulohu fesili tak, Ze odebirali z pu-
vodni krychle mensi krychle aZz do poctu 18, takze zbylo jen 9 krychli.
V tomto pfipadé viak nevznikne jedno téleso, ale skupina téles, jejichz
povrch vsak je skute¢né stejny s puvodni krychli. Naptiklad skupina
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deviti krychli s &isly 1, 6, 9, 12, 14, 16, 20, 22, 27; jejich rozmisténi ve
tfech vodorovnych vrstvach je na obr. 14 vyznaeno tmavymi krychle-
mi

Pocet krychli uz neni mozno zmensit. Oduvodnéte sami.
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