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Kategorie Z7

ULOHY I. KOLA

Z7-1-1

Pritelé Kouba a Mdcha jsou fidi¢i tramvaji. Kouba jezdi
na trati &. 1 vedouci z 4 do B, Micha na trati &. 2 spojujici
C a D. Cisla na planu (obr. 15) udéavaji vzdilenosti v kilo-
metrech. Tramvaje jezdi rychlosti 60 km za hodinu. Ridi&i
maji na kazd¢ kone¢né zastdvce 5 minut na odpocinek. Pfesné
ve 12 hodin vyjel Kouba z kone¢né 4 a Micha z konetné C.
Kolikrit se v dobé od 12 do 19 hodin potkaji na tseku XY ?
Udejte presné Casy a mista jejich setkdni.
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1. ¥eSeni. Jsou dva druhy setkdni. Pri prvnim jede Kouba
z X do Y a zdrovent Macha z Y do X. Vedruhém pfipadé jede
Kouba z Y do X a Mécha naopak z X do Y.

Rychlost jizdy obou linek je 1 km za minutu. Kouba jede
jednim i druhym smérem 25 minut. ProtoZe na kazdé ko-
ne¢né ¢ekd 5 minut, situace na jeho trati se opakuje po 60
minutich. Macha jede jednim i druhym smérem 16 minut.
Zapocitame-li pfestavky, zjistime, Ze situace na jeho trati se
opakuje po 42 minutdch.

Sestavime tabulky pro 1. druh setkani.

| |
Michaz Y do X Kouba z X do Y
Y X X Y |
—|
12.27 12.35 1. setkani L1214 1222 |
= 13.14 | 13.22

14.33 14.41 | 2. setkani
15.15 1523 <—-— | 1514 | 15.22
15.57 16.05 | 16.14 16.22
16.39 16.47 3. setkani

V prvnim piipadé dojde ke 3 setkdnim. Piesny ¢as a misto
setkani najdeme napfiklad pomoci ¢asové osy; pro 1. setkani
viz obr. 16. Cisla udavaji kolikitou minutu po 14. hodiné

.....
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Obr. 16

13.15:30 (13 h 15 min 30 s) uprostied mezi body s oznalenim
15, 16 v misté S vzdaleném od X 1,5 km.
Udaje o dalsich dvou setkénich dava tabulka:

Cas setkani | 13.15:30 | 15.18:30 | 17.21:30
Vzdalenost SX 15 | 45 | 15

Stejné fesime ulohu o setkani ve 2. pfipadé.

Michaz X doY | Koubaz Y do X
X Y Y X
12.02 12.10 12.33 12.41

12.44 12.52 1. setkani

13.26 1334 «~—F—————| 1333 13.41
14.08 14.16 . 14.33 14.41
14.50 14.58 2. setkani

15.32 15.40 —| 15.33 15.41
16.14 16.22 16.33 16.41
16.56 17.04 3. setkani

17.38 1746 |«~——— —| 17.33 17.41
18.20 18.28 18.33 18.41

|

Pfesny &as a polohu mista setkdni S udava nasledujici tabulka.
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Cas setkani | 12.33:30 | 15.36:30 | 17.33:30
Vzdélenost SX | 75 | 45 | 15

Tim jsme fesili ulohy, kdy se fidi¢i setkaji pfi jizddch opacny-
mi sméry. MuZe vsak nastat jesté dalsi pripad. Ridi&i se
setkaji v misté¢ X a spole¢né pokratuji do Y nebo se setkaji

v misté Y a spole¢né pokracuji do X.
V 1. pfipad¢ je to v Casovém intervalu 16.14 az 16.22,

ve 2. pfipadé v intervalu 14.33 az 14.41.

2. FeSeni. Ulohu muZeme fedit také pomoci grafu, ve
kterém vyzna¢ime pohyb obou tramvaji v tseku mezi Xa Y.
Cist grafu je na obr. 17. Micha je vyznaten plnou &arou,
Kouba ¢arkovanou &arou.

SETKANI
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Obr. 17
Z7-1-2

Krychle o hran& 15 cm byla sestavena ze 62 mensich krychli
dvou ruznych velikosti. Najdéte takovd dvé sestaveni, kterd
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se lisi nejen zpusobem sestaveni, ale i velikostmi mensich
krychli. Nadrtnéte nizorny obrazek sloZené krychle.

ReSeni. Pront zpiisob. Danou krychli sestavime nejdfive
z vétsiho poctu krychli mensi velikosti. Z nich pak nékterc
slepime ve vétsi krychle.

Krychli sestavime ze 125 mensich krychli. Z nich pak 64
slepime v jednu krychli (obr. 18a). Celkovy pocet krychli
tedy bude

125 — 64 + 1 = 62
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Qbr. 18a, b

Druhy zpusob. Danou krychli sestavime nejdfive z mensiho
poctu krychli vétdi velikosti. Z nich pak nékteré rozdélime
na je$té mensi krychle.

Krychli sestavime ze 27 krychli. Z nich vezmeme 5 a kaz-
dou rozdélime na 8 mensich krychli (obr. 18b). Celkovy
pocet krychli je
o 27 -5+ 5.8 =62.
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Z7-1-3

Cislo na poznévaci znatce automobilu nazveme $tastnym
Cislem, jestlize ciferny soucet prvnich dvou dislic se rovni
cifernému soultu druhych dvou Cdislic. Zjistéte, kolik je
Stastnych Cisel na pozndvacich znac¢kach zacinajicich pismeny
ABZ.

Reseni. Cisla rozdélime do skupin podle ciferného souétu
prvnich dvou ¢islic. Tento soucet miaze byt ¢&islo od 1 do 18.
(Soucet nemuze byt nula, nebot ¢islo ABZ - 00 00 neexistuje.)
Nejdiive ur¢ime pocty dvojcifernych &isel s cifernym souctem
©=1,2,3,...,18.

Ciferny Cisla Pocet
soucet ! Cisel
1 l 01 10 2 !
2 02 11 20 3 |
3 03 12 21 30 4
4 04 13 22 31 40 5
3 05 14 23 32 41 50 6
8 08 17 26  ad. 80 9
9 09 18 27 atd. 90 10
10 19 28 37 atd. 91 9
11 29 38 47 atd. 92 8
1.7. 89 98 ......... 2
18 99 1

Nyni najdeme pocet Stastnych Cisel. Viimneme si nej-
drive napfiklad $tastnych c&isel, kterd maji ciferny soucet
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prvnich dvou &islic roven 1, 2 a 3. Cisla sestavime do pre-
hlednych tabulek (fadky uddvaji 1. dvojici &islic, sloupec
2. dvojici &islic).

02

I 01 10 11 . 20
01 01-01 01-10 02 02-02 02-11 02-20
10 10-01 10-10 11 11-02 11-11 11-20
20 20-02 20-11 20-20
| 03 12 21 30

03 03-03 03-12 03-21 03-30

12 12-03 12-12 12-21 12-30

21 21-03 21-12 21-21 21-30

30 30-03 30-12 30-21 30-30

Potty $tastnych &isel jsou v téchto pfipadech po fadé rovny

22,32, 42, Tak to zfejm& pokracuje i déle.
Hledany potet $tastnych &isel je tedy roven

S=122432 44245 4+ 624 72+ 8+ 92+ 102 + 9% +

+ 82+ ...

Tedy $tastnych Cisel je

S = 669.

+ 12

Pozndmka. Potiebujeme-li sedist vice po sobé jdoucich 2. mocnin
ptirozenych ¢&isel, miZeme pouZit vzorce, ktery zde uvedeme bez

dukazu

1
12 22 32 ||, +n’~’=—6—n(n+l)(2n+l).
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Naptiklad pro n = 7 plati

1
12422+ 34424524624 2= £7.8.15

Ovéfte spravnost této rovnosti sami.

Z7-1-4

— Co delas?

— Skldddm ze tfi shodnych rovnoramennych trojihelnik
pétitthelniky. Zatim jich mdm 3est. Jeden vypadd napiiklad
takto (obr. 19):

Obr. 19

— A jak jsou dlouhé€ strany téch trojihelnika ?

— To ti nepovim. Ale feknu ti, Ze z t&ch Sesti pétithelnika
maji dva obvod 19 cm a ¢tyfi 23 cm. To by ti mélo statit.
Ale prozradim ti je$té, Ze délky stran trojuhelnika jsou
celd cisla.

Ukol pro vis:
a) Urcete délky stran vSech tfi rovnoramennych troj-

thelniku.
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b) Narysujte vech 6 pétithelnika, které lze sestavit z téch-
to tii trojuhelnika.

Reseni.. Ozna¢me délky stran shodnych rovnoramennych
trojuhelniki, z nichz se sklidaji pétivhelniky: a = délka ra-
men, b = délka zékladny.

Nyni sestavime vSechny mozné pétithelniky a vypocitdme
jejich obvody (obr. 20).

:

o=4a+b o=4a+b o=4a+b
Obr. 20
Aby to byly pétithelniky, nesmi byt a = b, tzn. nesméji to
byt rovnostranné trojuhelniky.

V piipadech B, D, F jde skute¢né o pétithelniky (a nikoli
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o Sestitthelniky), nebot soulet vnitfnich Ghla pfi vrcholu
spole¢ném viem tiem trojuhelnikim je roven

20 + f = 180°.
V pfipadé A to neni naopak ¢tyiuhelnik, nebot
o + 2f < 20 + f = 180°.

Ze 3esti pétitthelnika na obr. 20 maji dva obvod o = 2a + 35
a Ctyfi obvod 0 = 4a + b. Podle zadéni je tedy

2a + 36 =19
4a +b =123

Resenim této soustavy dostaneme
a=5cm,b=3cm.
Jiné feSeni neexistuje.

Pozndmka. Na obrazku 20 jsme piedpokladali, Ze a > b. Kdyby
bylo a < b, pak bychom sestrojili podobnym zpusobem 6 pétithelni-
ki, ale jejich obvody by byly pétkrat 2a -+ 3b a jedenkrit 4a + b.
Tim by nebyla podminka tlohy splnéna. (Nalrtnéte si sami tyto
ptipady.) Uloha ma tedy opravdu jen jedno feSeni.

Z7-1-5

Obrazirnu tvoii 80 ¢tvercovych mistnosti o strané 4 metry
(obr. 21). Hlida¢ kond kazdou hodinu obhlidku vSech mist-
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nosti podle planu. Za¢ind i kon&i v mistnosti 4. Pfitom projde
sttedem kazdé mistnosti.

a) Kolik metra celkem ujde?

b) Zjistéte, zda by si mohl délku prochdzky n&jak zkratit.

-

Obr. 21

Reseni. Uvnitt kazdé mistnosti projde hlida¢ drahu dlou-
hou 4 metry. ProtoZe projde 80 mistnosti, ujde celkem drihu
dlouhou 320 metraa (= 80 .4 m). Pfitom vibec nezilezi na
tom, jaky tvar ma drdha, kterou hlida¢ projde. Cestu si tedy
nemuze zkratit.

Z7-1-6

Mnozina M se sklddd ze v3ech osmicifernych &isel zapsa-
nych pouze pomoci 1 a 3. Najdéte v mnoziné M &islo, které je
beze zbytku délitelné &islem 7 a pfitom

a) je co nejmensi,

b) je co nejveétsi,
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¢) mad co nejvétsi polet &islic 3,
d) mé co nejvétsi pocet Cislic 1.

Reseni. a) Budeme vypisovat &isla mnoZiny M podle ve-
likosti pocinaje od nejmensiho a zkoumat, zda jsou délitelna 7.

11111 111 =7.1587 301 + 4
11111 113 =7.1587 301 + 6
11111131 =7.1587 304 + 3
11111133 =7.1587 304 + 5
11 111 311 = 7.1 587 330 + 1
11111313 =7.1587330 + 3
11 111 331 = 7.1 587 333

Nejmensi hledané &islo je 11 111 331.

b) Podobné budeme hledat nejvétsi &islo. Zapis uvedeme
uZ struénéjsi. ZapiSeme jen &isla a pfislusny zbytek pii déleni
sedmi:

33333333 (zb. 5) 33333133 (zb. 1)
33333331 (zb.3) 33 333 131 (zb. 6)
33333313 (zb. 6) 33 333 111 (zb. 0)
33333311 (zb.5)

Hiledané &islo je 33 333 111.

c) Cisloz8 trojek neni délitelné sedmi. Budeme vy3etfovat
lisla zapsand 7 trojkami; stadi ta, kterd jsme nezkoumali
v ptipadé b. Prvni z nich je jiz ndsobek 7.

33 331 333 (zb. 0)
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Jedno ¢&islo jsme nasli. Zjistime, zda neni je$té daldi mozné
Cislo - zda tloha nem4 vice FeSeni.

33313333 (zb. 4) 31 333333 (2b. 3)
33133333 (zb.2) 13 333 333 (2b. 6)

Uloha mi jediné fedeni, je to &islo 33 331 333.
d) Postupujeme podobné jako v pfipadé c.

11113 111 (zb. 2) 13 111 111 (zb. 6)
11131 111 (zb. 5) 31 111 111 (zb. 3)
11 311 111 (zb. 0)

Uloha m4 jediné fedeni, a to &islo 11 311 111.

Pozndmka. Vypoclty zbytk pfi déleni sedmi je mozno zjednodusit
pouzitim véty:

Necht ptirozend &isla 4, B dévaji pri déleni ¢islem n (napt.
n = T) po fadé zbytky a, b. Potom soulet 4 + B dava pii
déleni &islem #n stejny zbytek jako je zbytek pii déleni souctu
a + b &islem n.

Dukaz této véty ovéfime na konkrétnim piipad€, jeho
podstata ma vSak obecnou platnost. Polozme napt..4 =
= 11111111, B =20 an = 7. Potom je

A =11111111 = 7.1 587 301 + 4,
tedy a = 4. Podobné
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B=20=7.2+6,
tedy b = 6. Soucet
A+ B=(7.1587301 +4)+ (7.2 +6) =

=7.(1587301 +2)+ (4 + 6)
—
nasobek 7 soucet zbytka

a+b

Z toho je vidét, ze A + Bia + b dévaji pfi déleni sedmi stej-
ny zbytek, ktery se rovna 3.
Porovnejte s feSenim tlohy Z7-1-6; 4 + B = 11 111 131.

ULOHY II. KOLA
Z7 -1 -1

Jirka a Karel maji co nejrychleji absolvovat dvakréat zdvodni
okruh délky 20 km. Maji jedno kolo, na kterém se mohou
stiidat. Kazdy muze jet na kole rychlosti 30 km/h a béZet rych-
losti 10 km/h. Mohou absolvovat zdvod za dobu krat3i nez

1
2—2— hodiny? Jak se museji stfidat? Jak jim to bude dlouho

trvat? (5 bodu)

Reseni. Stiidani mohou provést takto: Jeden z nich vyrazi
pésky a druhy na kole. Za 1 hodinu prvni ubéhne 10 km a ub&h-
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ne tak pal okruhu. Za stejnou dobu druhy ujede 30 km a ujede

1
tedy 1*2— okruhu. Tim pfedhoni prvniho o celé kolo (obr. 22).

V tomto okamziku si Glohy vyméni. Za dal$i hodinu oba do-
kon&i 2. okruh. Cesta jim bude trvat pouze 2 hodiny.

='1— kruhu okruh
2 délky 20 km

v

30km na kole=
:1% okruhu

Obr. 22

Pozndmka. Kdyby zavodnici méli absolvovat jen 1 okruh, trvalo by
jim to déle nez 1 hodinu. Ziejmé nejvyhodnéjsi by bylo toto stiidani:
Jeden ujede pul okruhu na kole za 20 minut, pak kolo poloZi a zby-
tek dobéhne. To mu bude trvat 1 hodinu. Druhy pobéZi 1 hodinu,
kde v poloviné okruhu najde kolo, na které nasedne a do cile dorazi
za dalSich 20 minut. Obéma to bude tedy trvat 1 hodinu 20 minut.
To ovSem za samoziejmého predpokladu, Ze pobéZi stejnym smé-
rem. Jeden z feSitel ulohy vsak objevil, Ze znéni ulohy nevylucuje,
aby se oba zavodnici pohybovali po okruhu opaénymi sméry. V tomto
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ptipadé mohou i jeden okruh absolvovat za pouhou hodinu. Reseni
jisté objevite snadno sami.

Z7 -1 -2

Ctverec o strané 1 m byl beze zbytku pokryt 27 &tvercovy-
mi dlazdicemi dvou raznych velikosti.

a) Udejte aspoil dvé mozZnosti pro rozméry dlazdic a po-
kryti nalrtnéte.

b) MuzZete najit takové pokryti, které je soumérné podle
sttedu daného &tverce ? (5 bodu)

ReSeni. Myslenka feSeni je obdobna jako pri feseni 2. Glohy
I. kola. Jedna moZnost je rozdélit ¢tverec na mensi polet
&tvercd, nez je 27, a dodatedné nékteré z nich rozdélit jesté na
mensi ¢tverce. Tak dostaneme feSeni z obr. 23a.

Druhd moZnost je rozdélit ¢tverec nejdiive na vétsi pocet
&tvercl, nez je 27. Potom nékteré z nich spojit v jeden Ctverec
a ten piipadné znovu rozdélit na nové &tverce. Tak dosta-
neme feseni z obr. 23b, c.

[[Ll JITITFTTT

I

JTIITITIITIT

a) b) c)
Obr.23a —c
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Snadno vypocitime ve vSech tfech pfipadech z obr. 23a, b, ¢
délky stran ¢tverci:

1 1 b1 5 1 11
a)6m,3m, )6m m; c)lzm,24m.

Reseni z obrézku 23a vyhovuje i druhé &4sti alohy.
Z7-11-3

Zjistéte, kolik miZzete celkem napsat Ctyicifernych &isel, ve
kterych se sobé rovnaji ciferné soucty prvnich dvou a posled-
nich dvou d&islic a také ciferné soucty krajnich a vniténich
Cislic. Oduavodnéte, Ze jste nalezli vSechna uvazovani Cisla.

(5 bodu)

Reseni. Cisla zapiSeme ve tvaru xyuww. Podle podminky
alohy je:
X+y=u-+wo )

;

X+ov=u+y v

Od 1. rovnice odelteme 2. rovnici. Dostaneme:

y—v=9—y |+y+0v
2y =20
y=v

Odtud po dosazeni do puvodnich rovnic vypoclitime, ze i

X =u.
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Ve viech hledanych &islech se tedy musi rovnat prvni dvoj-
&isli druhému dvojcisli. Kazdé z téchto dvojcisli muze byt
libovolné z &isel 10, 11, 12, ..., 99. Téchto cisel je 90 a tedy
i hledanych ¢&tytcifernych &isel je 90. Jsou to

1010, 1111, 1212, 1313, ..., 9898, 9999.
Z7-11-4
Narysujte rovnostranny trojuhelnik ABC o strané a = 6 cm
a rozdélte jej tfemi tiseCkami na 4 &4sti, z nichZ jedna je opét
rovnostranny trojahelnik a zbylé tfi jsou shodné pravouhlé

trojuhelniky. Vypotitejte délky stran vSech vzniklych troj-
uhelnika, vysledek pfesné narysujte. (5 bodir)

60°

60°

Obr. 24
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ReSeni. Nejdive musime mit napad, jak bude asi rozdé-
leni vypadat. ProtoZe maji vzniknout tfi shodné pravouhlé
trojuihelniky, 1ze snadno uhodnout, Ze kazdy bude pfi jednom
vrcholu daného trojthelniku 4BC (obr. 24 na str. 83).

Ze shodnosti trojahelnika AKM, BLK a CML plyne, Ze

(1)  |AK|=|BL| = |CM|, |AM| = |BK| = |CL|.
Protoze trojuhelniky AKM, BLK a CML jsou pravouhlé
s jednim ostrym uhlem velikosti 60°, jsou to »poloviny« rovno-
strannych trojuhelnika. Z toho dostaneme

|AM| = 2|AK|, |BK|=2|BL, |CL| = 2|CM|.
Spolu s rovnostmi (1) odtud zjistime, Ze

|BK| = 2|4K|, |CL| =2|BL|, |AM)| = 2|/CM.

Protoze je |AB| = 6 cm, je:

|AK| = |BL| = |CM| = 2 cm
|AM| = |BK| = |CL| = 4 cm

Z pravouhlého trojahelniku 4 KM vypotitime pomoci Pytha-
gorovy véty:

IMK| = J42 — 22 = |16 — 4 = |12

IMK| = J12 = 2)3

IMK| == 3,46 cm = 3,5 cm
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Protoze trojuhelniky AKM, BLK, CML jsou shodné, je
frojﬁhclnik KLM rovnostranny.

Protoze znime polohy boda K, L, M na stranich troj-
thelniku 4ABC, muzeme feSeni jiz snadno narysovat.
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