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Kategoria Z6

ULOHY I. KOLA

Z6-1-1

K dispozicii mate Tubovolny pocet Cervenych a modrych
ty¢iek rovnakej dizky. Z 6smych z nich mézete urobit model
pravideIného S$tvorbokého ihlana. Kolko takychto réznych
modelov méZete urobit? Dva modely su r6zne, ak ich nemé6-
Zeme postavit vedla seba tak, aby vSetky odpovedajtice hrany
boli rovnakej farby. '

RiesSenie. Ihlan md dva druhy hrdn: 4 bo¢né hrany
a 4 hrany podstavy.
Hladajme moznosti ich zafarbenia:

Vsetky hrany modré ............. ... ... ... 1 moznost

1 Cervena (ostatné modré) - Cervend mdze byt bud bo¢nd hra-
na, alebo hrana podstavy (obr. 25)

.................... 2 moznosti
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Obr. 25

2 &ervené - 2 hrany podstavy: susedné, alebo protilahlé (obr.
26) e 2 moznosti

Obr. 26

2 bo¢né hrany: v jednej stene, alebo nie (obr. 27)
................... 2 moZnosti

Qbr. 27

1 hrana podstavy, 1 bo¢na hrana (obr. 28) .....
.................... 4 moZnosti

7 070] L1 R P 8 moznosti
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3 &ervené - 3 hrany podstavy~................. 1 moznost
3botné hrany ..........ocoooienn 1 moznost
1 botn4 hrana, 2 hrany podstavy (obr. 29) .....
6 moznosti

Vardavy avyavavd ars

Obr. 29
2 bo&né hrany, 1 hrana podstavy (obr. 30) .....
.................... 6 moznosti

Obr. 30
spoli ... 14 moznosti
4 Cervené - 4 hrany podstavy ................. 1 moznost
4botné hrany ................... 1 moznost
1 bo¢na hrana, 3 hrany podstavy (obr. 31) .....

4 mozZnosti
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Obr. 31

3 bo¢né hrany, 1 hrana podstavy (obr. 32) .....
.................... 4 moznosti

aravdavdmv

Obr. 32

2 bo¢né hrany, 2 hrany podstavy (obr. 33) .....
................... 10 moZnosti

spolu ... ...l 20 moZnosti
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5 Cervenych - to st 3 modré (teda rovnako

ako3 Cervené) .......... ... ... 14 moznosti
6 Cervenych - to st 2 modré (teda rovnako

ako2cCervené) ................ 8 moznosti
7 Cervenych - to je 1 modré (teda rovnako

ako 1 Cervend) ................ 2 moznosti
8cCervenych....... ... i it 1 mozZnost

Spolu 70 moznosti.

Z6-1-2
Vyrieste algebrogram:
§ KOL 4
L EN
L EN
Z MY L A4

RieSenie. Oznatme a P b - zvySok pri deleni 10 stctu
a + b. Napriklad: 8 H 6 =4, 8D 6 D 9 = 3. Operaciu P
pouzivame len kvoli prehladnosti a strucnosti zdpisu rie-
Senia tlohy. Od riesitelov sa taky zdpis nepozadoval.

Pretoze N[O N @ A = A, musi byt N = 5, alebo N = 0.
N = 5 nemoézZe byt, pretoze by potom v silte na mieste de-
siatok nemohlo byt L.

Teda N = 0.

Podobne E = 5, alebo E =0, ale N =0, teda E = 5.
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Pretoze v sudte je na mieste desattisicov Z a v s¢itanci je S,
musi byt K = 9 (pripadne K = 8).
Nech K =09,
potom Z =S+ 1
M =K + 1,alebo M = K + 2.
KebyM = K + 1a K = 9, potom M = 0 (a to nemdze byt,
lebo N = 0),teda M = K + 2.
K + 2 musi ist »cez desiatku¢, nakolko Z = § + 1.
Jedind moznost je M = 1 a K = 9(teda neméze byt K = 8).
O + L + L musi ist »cez dvadsiatkue, teda L > 5.
Po vyskusani vSetkych moznosti vyhovuje len L = 8.
Sucet potom je

29786
850
850

31486

Uloha m4 jediné rieenie.

Z6-1-3

Vypotitajte, aka &ast obsahu obdlZznika ABCD (obr. 34,
str. 92) tvori obsah

a) trojuholnika ABF, ¢) $tvoruholnika DFEC,

b) trojuholnika BFE, d) trojuholnika AFD.

1. rieSenie. Oznatme |XYZ| obsah trojuholnika XYZ.
Siet z tlohy si zahustime dal$im delenim strin $tvoréekov na
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F

S

A B
Obr. 34

3 Casti (obr. 35). Obsah budeme pocitat v §tvoréekoch zjem-
nenej siete.

D C

N sl E
A 1
-t M
- A,
-
A B
Obr. 35

Potom pre obsahy trojuholnikov ABF, BEF a AFD plati:

6.6
2

|ABF| = —— = 36 |BEF| = =18
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12.12
|AFD| = —— =172
2
Potom
ABF| j > _ 1k
[4BE je 1872 = 18 = ¢ k%
BEF]| j L ek
\BEF| je 1515 = 12 cclkw
6
|AFD,| je = —— = — celku.

18.12 18 3

1 1 1 5
Teda |DFEC| je 1 — <*‘6* + ET) + 3) 1 celku.

2. rieSenie. Obsah obdiznika ABCD je (pozri obr. 34)

|ABCD| = 6.4 = 24.
Dalej plati:
6.4
|4BD| = —= =12 = |BDC|
ABE 6-2
| | =— =6
AFD 4
| | =— =8
BFE 22
|BFE| =—-=2
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|ABF| = |ABE| — |BFE| = 6 —2 = 4
|DFEC| = |BCD| — |BFE| =12 — 2 = 10

Pomery obsahov vypotitame podobne ako v 1. rieleni.

Z6-1-4

17. maja 1985 je defl s matematickym ddtumom. Sacin
¢isel oznacujacich del a mesiac sa rovnid poslednému dvoj-
¢isliu letopoctu:

17.5 =85

Zistite, ktoré roky 20. storolia neobsahuji ani jeden deri
s matematickym ddtumom.

RieSenie. Aby sme sa mohli Iah3ie vyjadrovat, budeme
hovorit, Ze rok, ktory neobsahuje deil s matematickym datu-
mom, je smutny. Mame teda néjst mnozinu smutnych rokov
20. storocia.

1. postup. Mézeme ist po rade. Rok 1900 je zrejme smutny.
Roky 1901 az 1931 nie. Vdaka driom 1. 1. az 31. 1. Rok 1932
tiez nie (16. 2.), 1933 takisto (11. 3.) atd. Postupne preve-
rime vSetky roky.

2. postup. 1900 je smutny rok, 1901 az 1931 vdaka januaro-
vym diiom nie. Ktoré roky zachrinia pred smutkom februa-
rové dni? Vsetky tie, ktorych koncové dvojlislie je dvojna-
sobkom ¢isla mensieho ako 29. V zozname (Cisel 32 az 99
si ich preto vy$krtneme. Preco len dvojndsobky ¢isel mensich
ako 297 Pretoze februir mad normalne 28 dni. »Prestupny«
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29. februir by bol zichrancom - dilom s matematickym da-
tumom - v roku 1958, ten vsak nie je prestupny.

Pokratujeme marcovymi driami a $krtdme zo zoznamu
trojnasobky &isel od 1. 3. do 31. 3, (marec m4 31 dni). Nasle-
dujua aprilové dni a nisobky 4, atd. Podobnost s Eratosteno-
vym sitom zrejme nie je ndhodnd. Pokratujeme eSte s »prvo-
¢iselnymi« mesiacmi, piatym a siedmym. Koncime. Ostatné
mesiace by zachraniovali roky uZ zachranené (aj november!).
Nevyskrtnuté roky sii pochopitelne smutné.

3. postup. Vhodny pre tych, ¢o nemaju radi experimentélne
postupy a maji podozrenie, Ze smutny rok nesmie mat
koncové dvojlislo bohaté na delitelov.

Ozna¢me ¢ koncové dvojéislie letopoétu. Nech ¢ = a.b.c,
pricom a, b, ¢ si navzdjom rdzne celé Cisla vicsie ako 1.
Ukazeme, zZe takyto rok, teda rok, ktorého koncové dvoj-
¢islie ma aspon troch réznych delitelov vdcsich ako 1, nie je
smutny:

Aspoil jedno z &isel a, b, ¢ je mensSie ako 5. Keby nie, bolo
by dvojéislo ¢ = 125, ¢o nie je mozné. Oznalme toto Cislo a.
Teda 2= a<5 a zdroveni b.c < 50. Podobne musi byt
jedno z &isel b, ¢ mensie ako 8. Ozna¢me ho b. Je teda a.b =
= 28. Ak je ¢ << 13, md c-ty det v a.b-tom mesiaci mate-
maticky datum. (Kedze a.b.c= 99, a.b= 6 neprekroci
ani Cislo a.b, ani ¢ pripustné hranice.)

Preskiimajme teraz letopolty s koncovym dvojlislom,
ktoré mé iba dvojprvkovy rozklad ¢ = a.b, pricom a, b
su celé cisla, a, b musia potom byt prvocisla. Inak by mohol
byt rozklad viacprvkovy.

Podme teraz hladat smutné roky medzi letopoctami s kon-
covkou ¢ = 2.p. Ak je prvocislo p mensie ako 27, dostivame
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rok, ktory ma februarovy den s matematickym ditumom.
Pre p vicsie ako 27 vSak uz dostivame smutné roky. Sa to
roky s koncovkou 2.29, 2.31, 2.37, 2.41, 2.43 a 2.47.
Dvojnéasobok dalsieho prvocisla je uz vicsi ako 99. Medzi
letopo¢tami s koncovkou ¢ = k.p, kde %k, p su prvodlisla
a k je vicsie ako 2, uz nendjdeme smutny rok. V 2-tom mesiaci
p-ty defi md matematicky datum.

Teraz preskimame letopolty s koncovkou, ktora ma iba
jednoprvkovy rozklad na ¢isla vicsie ako 1. Sua to letopocty
s prvociselnou koncovkou. Ak je ¢= 31, obsahuje rok ja-
nudrovy defi s matematickym ditumom. Ak je ¢ prvolislo
vacsie ako 31 a pochopitelne mensie ako 100, dostavame
smutny rok.

Zhrnieme. K uz znamym rokom 1958, 1962, 1974, 1982,
1986, 1994 sme nasli dalsie 1937, 1941, 1943, 1947, 1953,
1959, 1961, 1967, 1971, 1973, 1979, 1983, 1989, 1997.

Vysetrit musime rok s nulovou koncovkou, ktory sme si
zatial nev§imli. Je to rok 1900 a je zrejme smutny.

Z6-1-5

Pod kazdou dvojicou susednych ¢isel na obrazku vlavo
je ich sugin. Napr. 1,5.6 = 9, 6.2 = 12 atd.

Namiesto bodiek na obrizku vpravo napiste &isla tak, aby
bol pod kazdou dvojicou susednych ¢isel vzdy ich sudin.

15 6 2 15 4 . . 2
9 12 6 . 3
108 .
72
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RieSenie. Oznalme tretie Cislo v prvom riadku x. Potom
tabulku méZme vyplnit takto:

1,5 4 x 3:x 2
6 4.x 3
24.x 12.x
72

Vidime, Ze musi platit

24.x.12.x =172
12.x.x =72 :24
12.x.x=3
x.x = 0,25
x =05

Tabulka doplnena chybajicimi &islami bude takato:

1.5 4 0,5 6 2
6 2 3 12
12 6 36
72 216
15552
Do rie$enia musime zahrnat i moZnost x = —0,5. Pre takéto

x tiez plati x.x = 0,25. Potom tabulka vyzerd takto:
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72 216
15552

Z6-1-6

Niéjdite vietky trojice jednocifernych &isel, pre ktoré plati,

Ze ich sudin je patnasobkom ich suctu.

RiesSenie. Hladané &isla oznaéme a, b, c. Cisla a, b, ¢ st

jednociferné, teda 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9. M4 platit

a.b.c =5(a + b+ ¢).

Z toho vidime, Ze aspoil jedno z hladanych &isel musi byt 5
(jednociferné a deliteIné 5). Nech je a = 5. Hladame b, c.

M platit

5.b.c=5.5+b+c)
be=5+b+c

Z toho vidime
a) b.c je viac ako 5,
b) b.c je menej ako 5 + 9 + 9 = 23,

c) ani jedno z &isel nemdze byt 1 (lebo ak napr. b =1,

potom by bolo ¢ = 6 + ¢).

Pismenom & ozna¢ime mensie z ¢isel b, c. To musi byt mensie

ako 5 (preto?).
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Stati preskiimat moznosti b = 2, 3, 4.
Nech b = 2, potom 2.c =7 + c.

c=17
Nech b = 3, potom 3.c = 8 + c.

c=4
Nech b = 4, potom4.c = 9 + c.

¢c=3.

Uloha mi4 dve riedenia. Hladané trojice su 5, 2, 7; 5, 3, 4.
(Ak uvazujeme usporiadané trojice, potom tuloha md 12
rieSeni.)

ULOHY II. KOLA
Z6-11-1

Pred tromi rokmi som oslavoval narodeniny v defl so
zvla§tnym datumom. MOj spoluziak Juro na tejto oslave
zistil, Ze sucin &isel oznaCujtcich deil, mesiac a pocet rokov,
ktoré som prave dovr§il, sa rovnd letopoctu.

Kedy som sa narodil ? (4 body)

Riesenie. (Uvedomme si, Ze tloha sa rieSila roku 1987.)
Oznalme si Cislo diia d, mesiaca m a poltu rokov r. Potom
zo zadania

d.m.r = 1987 — 3 = 1984.

Aby sme zistili prirodzené &isla d, m, r, rozloZzime si &islo
1984 na prvocinitele.
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1984 = 26,31

Z rozkladu vidime, Ze jedno z &isel d, m, » musi byt 31, alebo
nasobok 31. Mesiac to nemdZe byf, polet rokov Ziaka tieZ
nebyva viac ako 30. To znamend 31 urluje den v mesiaci.
Cislo mesiaca musi byt 1, alebo mocnina 2. Keby bolo &islo
mesiaca rovné 1, bolo by spoluziakovi 64 rokov a to nie je
mozné. Cislo mesiaca musi byt mocninou 2. Teda februdr,
april, august. Z nich len august mé4 31 dni.

Jurov spoluziak sa narodil 31. 8., v roku 1984 mal 8 rokov.
Narodil sa 31. augusta 1976.

Z6-11-2

Miesto bodiek vpiste Cisla tak, aby pod kazdou dvojicou
susednych ¢isel bol ich su¢in. Nijdite kladné rieSenia.

0,5 . 2
16

162
(5 bodov)

RieSenie. Uvazujme pravy horny strojuholnike.
0,5 x 2
16
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Ozna¢me si podla obrizku neznidme Cislo x. Potom na mies-
tach bodiek budf 0,5x a 2x. Teda

0,5x.2x =16
x2 =16
x =4

UvaZujme teraz lavy »trojubolniks pocitajuc od druhého
riadku.

9 y 2
162

Ozname si podla obriazku neznime Cislo y. Na miestach
bodiek buda 9y a 2y. Teda

9y.2y = 162
18y2 = 162
»= 9

y = 3

Dalej uz tabulku jednoznaéne vyplnime.

1,5 6 0,5 4 2
9 3 2 8
27 6 16
162 96
15552
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Z6-11-3

K dispozicii méte Iubovolny pocet Cervenych a modrych
tyciek rovnakej dizky. Zo Siestich z nich mézete urobit model
pravideIného $tvorstena (tetraédra).

Kolko réznych takychto modelov §tvorstena modZete uro-
bit? (Stvorsteny s rdzne, ak ich nevieme postavit vedla
seba tak, aby odpovedajtice hrany boli rovnakej farby.)

(4 body)

RieSenie. UvdZme vsetky typy Stvorstenov, podla poctu
rovnako zafarbenych hrén:

vietky ty¢ky modré ............... 1 moznost
5 modrych, 1 Cervend.............. 1 moznost
4 modré, 2 Cervené (obr. 36)........ 2 moznosti
Obr. 36
3 modré, 3 Cervené (obr. 37)........ 4 moznosti
2 modré, 4 Cervené ............... 2 mozZnosti
1 modrd, 5 ¢ervenych.............. 1 moznost
vietky Cervené ................... 1 moznost

Spolu 12 réznych modelov.
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A A
AN A

Obr. 37

Z6-11-4

AKkq Zast obsahu obdiznika ABCD (obr. 38) tvori obsah

a) Stvoruholnika AFGE, ¢) trojuholnika GCD,
b) $tvoruholnika FBCG, d) trojuholnika EGD.
(5 bodov)
D | U C
N

Gp

Obr. 38
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RieSenie. PretoZze priamka EC stipa jeden Stvorcek
na dva, pretne useC¢ku HI v strede strany Stvorieka. Pretoze
HI je stredn4 prieka obdiznika AFUD, pretne ju jeho uhlo-
priecka DF prive v polovici. Z toho plynie, bod G lezi
v polovici HI. Potom pre obsah trojuholnika GCD (oznatme

|GCD)) plati:
8.25
IGCD| = =10
2
Dalej
4.3
|[EGD| = = 6
2.1 4.3
|[FBCG| = 2.4 + "5 + 5 = 15

|AFGE| = 8.5 — (10 + 6 + 15) = 9.

9
Teda: Obsah $tvoruholnika AFGE je 50 obsahu obdiZnika

3
ABCD. Obsah $tvoruholnika FBCG su jeho L obsah troj-

1 3
uholnika GCD jeho 7@ obsah trojuholnika EGD jeho 20"
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