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RESEN{ ULOH KATEGORI{ A, B, C

Kategorie C

C-1-1

Necht uspofddand trojice (a, b, ¢) realnych &isel vyhovuje
podminkdm tlohy. Do vyrazu ax + by + cxy dosadime za
x, v postupné hodnoty 0, 1, 2. Podle predpokladu tlohy tim
zjistime, ze do mnoziny A patii &isla a, b, 2a, 2b, a + b + ¢,
2a + b + 2¢, a + 2b + 2¢, 2a + 2b + 4c. Je-li a=b =0,
musi do A patfit &isla ¢, 2¢, 4¢, coz vzhledem k podmince
¢ 5+ 0 neni mozné. Zkusime ted a =1, b =0, do A pak
musi patfit Cisla 1 +¢, 2 + 2¢, 1 + 2¢, 2 + 4c. Protoze
1 + ¢ je prvkem A, je ¢ = 1 nebo ¢ = —1. Pak v3ak nepatii
do A ¢&islo 1 + 2c¢, takZe nemuze byt a = 1, b = 0. Stejné
tak nemaze byt a =0, b = 1. Je-li a = b = 1, patfi do A
&sla2 + ¢,3 + 2¢,4 + 4c. To je splnéno pouze proc = —1.
NemuZe byt a = 2, protoze by do A nepatfil prvek 2a, po-
dobné pro b = 2. Uloha m4 tedy jediné Feleni (a, b, ¢) =
=(,1, —1).

C-1-2
Je-li &islo n2 + 5n + 8 délitelné Cislem 49, je tim spise
delitelné sedmi. Kazdé pfirozené Cislo n se dd napsat pravé
v jednom z tvarQ 7k, 7k + 1, ..., Tk + 6, kde k% je pfirozené

¢islo nebo 0. Dosadime-li postupné kazdy z uvedenych tvara
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za n do vyrazu n2 + 5n 4+ 8, dostaneme pouze v piipadé
n = Tk + 1 &islo délitelné sedmi, a to &islo 49%(k + 1) + 14.
Toto cCislo je délitelné sedmi, ale neni délitelné Cislem 49.
Tim jsme dokazali, Ze pro zddné pfirozené Cislo » neni &islo
n2 + 5n + 8 délitelné Cislem 49.

Uvedme jesté jiny dukaz. Je n? + 5n + 8 = n? — 2n +
+14+Tn+7=m—12+7n+ 1). Aby bylo toto Cislo
délitelné sedmi, musi byt nutné ¢&islo (n — 1)2, a tedy i &islo
n — 1, délitelné sedmi, tedy n = 7% + 1. Pak je ¢islo (n — 1)2
délitelné Cislem 49, Cislo 7(n + 1) ale pouze sedmi. Doché-
zime ke stejnému vysledku jako pfi predchdzejicim postupu.

C-1-3

Necht p, ¢, p + ¢, pq jsou délky stran Ctyfahelniku. M-
zeme predpoklddat, ze p = ¢. Soulet délek kazdych tif stran
¢tyiuhelniku je vét$i nez délka Ctvrté strany, takze musi na-
piiklad platitp + ¢ + (p + ¢) >pg, 4.4 >(p —2)(q9 — 2).
Odtud je vidét, ze (p — 2, ¢ — 2) muze byt pouze jednou
z dvojic (3, 1), (2, 1), (1, 1), takZe mame tyto tii moznosti pro
P, g, u nichz uvddime i odpovidajici hednoty p + ¢, pg:

p=54q9g=3,p+q9=8pg=15
p=4q9=3,p+q="7p3=12
p=3,9=3,p+q=6p3=9

Ve vsech tfech pfipadech md nejkratdi strana délku 3, nej-
del3i stranou je strana s délkou pg, coz je 15, 12 nebo 9. Ze
zbyvajicich dvou stran musi aspoil jedna s nejkratsi stranou
sousedit. V prvnim pfipadé maji tedy dvé sousedni strany
délky 3 a 5 nebo 3 a 8, v druhém piipadé 3 a 4 nebo 3 a 7,
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v poslednim pfipadé maji dvé sousedni strany délku 3 nebo
jedna délku 3, druh4 6. Vidime, ze ve viech $esti moznostech
je soucet délek dvou sousednich stran nejvySe 11. Podle
trojuhelnikové nerovnosti je proto délka uhlopficky, ktera
tvori s témito dvéma stranami trojthelnik, mensi nez 11, coz
jsme méli dokdzat.

C-1-4
Predpoklddejme, Ze jsme si rovinu BCC” ototili kolem piim-

ky BB’ do roviny ABB’ tak, e se bod C ototi do bodu Co
a bod B je stiedem tusetky AC, (obr. 5). Stted S piejde pfi-
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Obr. 5

tom do bodu S, bod K je prisetikem usetek BB’ a ASo,
protoze pouze tak je |AK| + |KS| = |AK]| + |KS,| nejmensi.
Oznaéme P patu kolmice vedené bodem S, na piimku BC,.

1
Z podobnosti trojuhelnikt ABK, APS, plyne, ze |[BK| = 3%
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1 2
protoze |PS,| = S va |AB| = EY |AP|. Stejné tak je |CL| =

1

=5 Dile je KL || BC, |KL| = a, vy$ka na tuto stranu
. 1 1 1 :

v trojuhelniku KLS je S v — 3% v,jeho obsah je proto

1
2% Pata Q vysky v jehlanu KLSA na sténu KLS splyvé se

1 —
sttedem Usecky BC a mi tedy délku~2~ a}/3. Proto se objem

1 _
jehlanu KLSA rovni Ea‘l-vv?;, cbjem daného hranolu je

— 1
7 a?v)/3, hledany pomér je 18

C-1I-5

Jisté existuje druZstvo A, které mélo v turnaji nejvétsi pocet
vvher, pfesnéji feCeno existuje druzstvo A tak, ze zddné dali
druzstvo nemélo vice vyher nez druzstvo A. Necht B je libo-
volné dalsi druzstvo. Mohly nastat pravé dvé moznosti, bud
druzstvo A vyhrélo nad druzstvem B, nebo s nim prohralo.
V prvnim piipadé vezmeme za C libovolné dal§i druzstvo
v druhém pripadé, kdy druzstvo A prohralo s muzstvem B.
Pak ale musi existovat druzstvo C, se kterym A vyhrélo a B
prohralo, jinak by mélo druzstvo B vice vyher nez druzstvo A.
Ve vzidjemnych stietnutich mezi 4, B, C pak mélo druzstvo 4
pravé jednu vyhru (nad C) a druzstvo B také prdvé jednu
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vyhru (nad A). Opét je pozadavek ulohy splnén a tim je
tvrzeni ulohy dokdzdno.

C-1-6

Z véty o obvodovém a stiedovém thlu plyne (obr. 6), Ze
e}

3
|<C BFG| = 80°, nebot |< BSG| = 4. = 160°, S jsme

9
oznadili stied kruznice k& opsané danému devitiahelniku. Stej-
n¢ tak odvodime, ze |<C FGC| = 60°, takze |<C FLG| = 40°,
nebot soudet hlal v trojihelniku je 180°. Uhly CLB a FLG

Obr. 6

jsou vrcholové, proto je také |<¢ KLM| = 40°. Obdobné od-
vodime, Ze |<C KML| = 60°, |<¢ MKL| = 80°. Obvodovy
ahel kruZnice k£ odpovidajici jedné strané devitithelniku mé
velikost 20°. Vrcholy trojihelniku s vnitinimi ahly 40°, 60°
a 80°, jez jsou zdroven vrcholy devitiGhelniku, déli proto kruz-
nici & na tii oblouky cdpovidajici dvéma, tfem a Ctyfem stra-
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ndm devititthelniku. Takovymi trojuhelniky jsou napfiklad
trojtihelniky ACF a ACG. Uloze vyhovuje déle viech 8 troj-
thelnik(, které dostaneme otolenim trojihelniku ACF kolem
bodu S o cely nidsobek 40°, a 8 trojihelniki, které dostaneme
stejnym zpusobem z trojihelniku 4CG. Celkem je tedy téch
trojihelnika 18.

C-S-1

Oznatme A, C sousedni vrcholy k vrcholu B dvanicti-
thelniku, ktery je pravidelny a je vepsin kruZznici o stfedu S
a poloméru 2 (obr. 7). Oznatme dale P prasecik Gsetek AC,

Obr. 7

BS. Trojahelnik ACS je rovnostranny, P je stied Gse¢ky AC,
proto je |CP| = 1, |PS| = |3, |BP| = 2 — |/3. Podle Pytha-
gorovy véty je [CB2 =1 + (2 — |32 = 42 — |/3), |CB| =
= 21/ 2 —3. Protoze (|6 — | )-2 =8—2]12=42—13)=

= |CBJ2, je také |CB| = |6 — ]
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C-§5-2

Protoze ¢&islo koncici devitkou neni délitelné ani dvéma, ani
péti, musi byt zbyvajici tii Cislice hledanych &isel z mnoziny
1, 3,7, 9. Jejich soucet musi byt délitelny deviti, takze pfi-
chazeji v uvahu pouze trojice (1, 1, 7), (3, 3, 3) a (9, 9, 9).
Cisla 1179 a 1719 nejsou délitelnd sedmi, takZe hledanymi
Cisly jsou pravé &isla 7119, 3339 a 9999.

C-§-3

Z kazdého zépasu odchazi pravé jeden hra¢ porazeny. Kre-
mé vitéze prohral kazdy hra¢ dvakrat. Protoze zépast bylo 45,
tedy lichy pocet, musel v jednom zipase prohrat vitéz. Ve
zbyvajicich 44 zépasech byli vSichni ostatni hraci vylouceni,
bylo jich tedy 44 : 2 = 22. Celkem se turnaje zucastnili 23
hracdi.

C-l-1

Jde o leh¢i ulohu, kterou vyfedila vétSina ucastnika kraj-
ského kola. Hledan4 Cisla si oznacime po fadé a, b, ¢, d. Podle
podminek tlohy plati @ + & = 707, b + ¢ = 700, ¢ + d =
= 689. Z posledni rovnice vyjadiime ¢, dosadime do druhé,
vyjaédiime z ni b a dosadime do prvni. Dostaneme postupné
¢ =689 —d,b=11 + d, a + d = 696, takze soulet prvni-
ho a ¢tvrtého ¢&isla je 696. Ode¢tenim prvnich dvou rovnic
dostaneme a — ¢ = 7, takze a je asponn 8. Je-li a =8, je
b =699, c =1, d = 688. Nejmensi mozné hodnota prvniho
¢isla je tudiz 8.
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C-1i-2

Uvédime feSeni podle Michala Kubetka, zdka 8. tiidy za-
kladni $koly v Praze 4, Na planiné. Vrcholy lichobéZniku oznacil
4, B, C, D tak, ze a = |AB| > |CD| = ¢, AB || CD. Stfedy
stran AB, BC, CD, DA oznatime K, M, L, N (obr. 8).
Maji-li ¢tyfuhelniky NAKX, LDNX, MCLX a KBMX stej-
né obsahy, rovnaji se sobé soucty obsaha prvnich dvou a po-
slednich dvou, oba soulty se rovnaji poloviné obsahu licho-
bézniku ABCD. Jelikoz tseCka KL déli lichobéznik na dva
lichobéZzniky stejného obsahu, musi lezet bod X na usecce KL.
Oznatme § stied tseC¢ky MN (obr. 9), v vysku lichobézniku

D L C
\\\T ///
N 1S M
////‘ X \\\\
A K B
Obr. 8 Obr. 9

a k vzdalenost bodu X leZiciho na tseéce SK od ptimky MN.
Stadi urdit £, a tedy bod X tak, aby se sobé& rovnaly obsahy
¢tyfuhelnikt NAKX a LDNX, pak se jiz budou sobé rovnat
obsahy ¢tyfuhelnikdt MCLX a KBMX. Obsah ¢tyfuhelniku
LDNX dostaneme seltenim obsaha lichobézniku LDNS
a trojuhelniku NSX, obsah ¢tyfthelniku NAKX se rovna
rozdilu obsah lichobé&Zzniku NAKS a trojuhelniku NSX,
takze pro & plati
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a+c¢ a a+c

c
i Rl
v 2 4 +a+c h_*v 2 4 a+c h
2 2 4 . 0 % 2 4, D
v a—c A
odkud 2 = — . Dile je |SX|:h = |KL|:wv, takie
2 a+c

— a c
|1SX]| = KL, |[LX| = —— |KL|, |KX| = —— -
a-—+c¢

2(a + ¢) a+c
.|KL|. Tim je bod X urcen, déli use¢ku KL v poméru a: ¢
a lezi bliz k bodu K. Prusec¢ik T uhlopficek AC, BD licho-
bézniku lezi také na tsetce KL a z podobnosti trojahelniki
CDT a ABT plyne, ze |[LT|:|KT| = ¢ : a. Je proto | KX| =
= |LT|, |LX| = |KT|. To dava rychlou konstrukci bodu X :
Na ase¢ku KL naneseme od bodu K vzdélenost |LT|, dosta-
neme tak bod X.

C-11-3

Uvidime maélo upravené feSeni, které v soutézi pfedlozil
Viclav Kordl, 74k 1. ro¢niku gymnézia v Praze 4, Postupické
ul. Cisla A, B zapiSeme ve tvarech 4 = 103a + 1026 + 10c +
+d, B =103 + 1026 + 10c + a. Jelikoz jsou obé déli-
telnd Cislem 63, je délitelny &islem 63 ijejichrozdil 4 — B =
= 999(a — d), tj. 999(a — d) = 63n, n prirozené Cislo, tedy
111(a — d) = 7n. Cislo 111 neni délitelné sedmi, proto musi
byt délitelné sedmi ¢&islo a — d. Je proto a = 8, d = 1 nebo
a =29, d =2. Pfipad a = d muzeme totiz hned vyloucit,
protoze by bylo 4 = B a nejvétdim spole¢nym délitelem Cisel
A, B by bylo ¢tyimistné Cislo A4, a tedy ne Cislo 63.

Necht jetedy a = 8,d = 1. Pakje 4 = 8001 + 1026 + 10c,
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B = 1008 + 1026 + 10c. Cisla 8001, 1008 jsou obé& déliteln4
¢islem 63, proto musi byt délitelné ¢islem 63 i ¢islo 10(106 + ¢),
takze 106 + ¢ = 0 nebo 106 + ¢ = 63. Dvojice (8001, 1008)
a (8631, 1638) skute¢né vyhovuji podminkdm ulohy.

Necht je a =9, d =2 a tedy 4 = 9002 + 1026 + 10c,
. B = 2009 + 1020 + 10c. Cisla 2009, 9002 jsou délitelnd
sedmi, proto musi byt délitelné sedmi i &islo 106 + ¢. Kromé
toho musi byt &isla A, B délitelnd deviti, tedy musi byt déli-
telny deviti jejich ciferny soutet 2 + b + ¢, takze b + ¢ =7
nebo b + ¢ = 16. Z nejvySe dvoucifernych ndsobku sedmi
vyhovuji této podmince pouze &isla 7 a 70, takze 4 = 9072,
B = 2079 nebo A = 9702, B = 2709. Prvni dvojice viak
nevyhovuje viem podminkdm ulohy, protoze nejvét§im spo-
le¢nym délitelem Cisel 9072, 2079 je &iclo 3.63 = 189, druha
dvojice je feSenim tlohy.

Uloha md pravé tii feSeni: (8001, 1008), (8631, 1638) a
(9702, 2709).

C-1i-4

Oznaéme a = |<L ABC| = |<t AED| (obr. 10). Ctyithelnik
ABCD je tétivovy, proto |<C ADC| = 180° — @, podobné
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|<c DCA| = 180° — a. Trojuhelnik ADC je tedy rovnora-
menny, osa jeho zdkladny DC prochdzi bodem 4 i stfedem S
kruznice k. Je tudiZ kolméd na pfimku DC i na teCnu kruz-
nice k£ v bodé 4, a proto jsou pfimka DC a te¢na kruznice %
v bodé A4 spolu rovnobézné.
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Kategorie B

B-1-1

Ozna¢me kazdé pole Sachovnice 7 X n uspotddanou dvojici
{1, 7) ptirozenych ¢&isel podle obr. 11. Postavime-1i figurky na
vSechna pole, pro kterd jsou obé ¢isla 7, 7 lich4, nebudou Z4dné
dve figurky sousedit, nebot pole sousedni k poli (7, /) s lichymi
Cisly 1, 7 je oznaleno dvojici Cisel, z nichZ je asponl jedno

n 4 1\2
sudé. Pri lichém » jsme tak na Sachovnici rozmistili( 2 >

n\2
figurek, pii sudém 7 jsme rozmistili <7> figurek. Ukdzeme

jesté, Ze vice figurek nelze pii dodrzeni podminky tlohy roz-
mistit. Dtkaz provedeme matematickou indukci. Pfi n = 1
a2 n = 2 skuteCné¢ nelze rozmistit vice nez jednu figurku.
Pfedpoklidejme, Ze n je liché &islo, n» = 3. Sachovnici n X n
pak muzeme rozdélit na Sachovnici (n — 1) X (n — 1) ajeden
fiadek a jeden sloupec (obr. 12), pfi¢emz tyto maji spoletné

(1.0 {230 |61}

o| o]

Obr. 11 Obr. 12

71



jedno pole. V tomto fadku a sloupci je celkem 2n — 1 poli
a muZeme na nich rozmistit nejvyse #n figurek, nemaji-1i Zddné
dvé sousedit. Podle indukéniho pfredpokladu muZeme na

n — 1\2
Sachovnici (n — 1) X (n — 1) rozmistit nejvyse <—2—>

) n — 1\? n 4+ 1\2
figurek, celkem nejvyse n + — ) =\ figurek, coz
jsme méli dokézat. Pfi sudém » rozdélime Sachovnici n X n
na Sachovnici (n — 2) X (n — 2) a na n — 1 $achovnic typu
2 X 2 (obr. 13). Na Sachovnici (n — 2) X (n — 2) maZeme

o O O

O

(n-2)x(n-2) o

Obr. 13

n — 2\2
podle indukéniho predpokladu rozmistit nejvy'%e( > >

figurek, na kazdou $achovnici 2 X 2 nejvyse jednu figurku,

. n — 2\2 n \2
celkem nejvyse 5 +n—1= a figurek. Timjein-

n 4+ 1\2
dukeni krok dokézén i pii sudém n. Visledek je tedy <—2—)
n\2
pii lichém n, (7) figurek pii sudém n.
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B-1-2

Ziejmé 0 ani 1 nejsou kofeny mnohotlenu Py(x) pii
74dném n. Jeli x >1, je vidy x@®' — x@-1' > 0 pro
k=1, 2, ..., n. Seltenim téchto nerovnosti s nerovnosti
1 >0 dostaneme P,(x) >0. P¥ x <0 je —x@-D" >0,
atedy také P,(x) > 0. Pro x € (0, 1) je —x@k-D" 4 x@k-2" >
>0,prok =1, 2, ..., n. Se¢tenim té€chto nerovnosti a ne-
rovnosti x2®* > 0 dostaneme P,(x) >0 i pro x< (0, 1).
Dokézali jsme tudiz, ze pro viechna redlna Cisla x je Py(x) >
> 0, tedy pro z&dné redlné C&islo x neni Pj,(x) = 0.

B-1-3

Zvolme jednotkovy &tverec ABCD s vrcholy v miizovych
bodech roviny (obr. 14). Pfedpoklddejme, Ze zobrazeni F

Obr. 14
spliiuje podminku ulohy. Pak je F(4) + F(D) + F(C) =0,
F(D) 4+ F(C) + F(B) = 0, takie F(A) = F(B). Stejné tak
dokazeme, ze F(B) = F(C). Piifazuje tedy zobrazeni F
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kazdym dvéma sousednim miizovym bcdim, a tudiz kaz-
dym dvéma mfizovym bodum, totéz ¢&islo, jez se podle
podminky (1) v textu Gilohy musi rovnat nule. Tudiz nenu-
lové zobrazeni pozadovanych vlastnosti neexistuje. Bu-
deme-li platnost (1) pozadovat jen pro pravothlé trojihelni-
ky, jejichz pfepona je rovnobézna s piimkou BD, dostaneme
pouze podminku F(A4) = F(C), a to pouzitim trojahelnika
ABD a BDC. Vime pak, ze zobrazeni F pfifazuje stejnou
hodnotu kazdym takovym dvéma mfizovym bodum, jejichz
spojnice je rovnob&znd s pfimkou AC. Za F muzeme vzit
tfeba zobrazeni, které mfizovému bodu o soufadnicich
[x, y] ptitadi ¢islo 0, 1 nebo —1 podle toho, je-li &islo
v — x délitelné tiemi, dava pifi déleni tfemi zbytek 1 nebo
zbytek 2. Na obr. 15 je k nékolika mfizovym bedim pri-
psana hodnota, kterou jim zobrazeni F ptifazuje.

L 4
S e
QAo
0 1 1001 1 9
400008
I Y
_O
Obr. 15
B-1-4

vy

Oznalme e, f délky uhlopfi¢ek v rovnobézniku ABCD,
ktery je jednou sténou rovnobéznosténu ABCDEFGH
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(obr. 16), dale oznatime a = |4B|, b = |BC| délky hran
a a = |<{DAB|. Podle kosinové véty je f2 = a2 + b2 —
— 2abcos a, €> = a% + b2 — 2abcos (x — a) = a® + b2 +
+ 2abcos u, takze 2 + f2 = 2(a? + b2). Oznalme jeitd u,
v délky télesovych thlopfitek BH, DF rovnobé&Znosténu
ac= |AE[ délku jeho tieti hrany. Podobné jako pfi pied-
chdzejicim postupu odvodime, Ze

Obr. 16

w? + 02 = 2(f2 + ¢2), w2 + 22 = 2(e? + ¢2),
kde w = |AG|, z = |CE| jsou délky zbyvajicich dvou té&le-
sovych tdhlopfi¢ek rovnob&Znosténu. Seétenim dostaneme
W+ 0% 4+ w? 4 22 = 2(e2 + f2) + 4c% = 4(a® + b2 + 2).
Tim je tloha vyfedena. Je mozné ji Fesit také pomoci ska-
lairniho soutinu vektord. Oznadime-li u = H — B, v =
=F—-D, w=G—4, z=E—-C, a=B— A4, b=
=D—4, c=E—A4, je u=b —-a+¢ v=—b +
+a+cw=a+b+c,z=—-b—a+c, takze
[ul + [VI® + W2 + [z|> = 4(ja]2 + [b]z + [c[2).
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B-1-5

Ptimka BD je kolmé k pfimkém AC i AA4’, proto je kolma
k roviné CAA’ (obr. 17), a tedy i k pifimce AC’. Stejné tak

XA
Cl d \\ Br
4 \
// \ K
0 /
D 3 A
|
| N
| 7/ \
| /s \
M/ : . // )
// \\‘ CI P/,”‘”’_”Z
- \i\i’:f:;;"’“‘” """"" B
R v
Y D A
Obr. 17

dokaZeme, ze BA’ | AC’, takZe je k pfimce AC’ kolmé
rovina BDA’. Roviny BDA’ a B'D’C jsou rovnobézné, je
tedy i rovina B’D’C kolma k pfimce AC’. Rovina uvazova-
ného fezu je s témito rovinami rovnobéznd. Je-li ¢z = 0,
tj. K = A’, je fezem trojuhelnik BDA’, je-li ¢ = a,jefezem
trojuhelnik B’D’C. Je-li K vnitinim bodem usetky A'B’,
je fezem Sestithelnik KLNMPQ, pfitemz KL || NP || BD,
LM || PQ|| CB, MN| QK| BA4’. Rovina fezu protne
piimky AA4’, AD a AB v bodech X, Y, Z, které tvoii rovno-
stranny trojthelnik o stran& délky (a — 1) |2 + 21 )2 =
=(a+ 1) ]2. Obvod o Zestithelniku je 3(a — ) |2 +
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+ 3t |2 = 3a |/2, nebot |[KL| = |KX| = ¢ ]2, |PN| = (a —
—1))2. Obsah S Sestitthelniku KLMNPQ dostaneme,
kdyz od obsahu trojuhelniku XYZ odelteme obsahy troj-
thelnika XKL, YMN, ZPQ, tedy trojndsobek obsahu

rovnostranného trojihelniku o stran& délky ¢ |2, takze

5o B Fa? 2 z]
S:—2(a—+2at—2z):—-2-— 7—2([—7) .

a
Vidime, ze pro t € {0, a) je obsah S maximdlni pfi ¢ = P
minimalni pfi z = 0 nebo ¢ = a, kdy se vSak Sestitthelnik
redukuje na trojihelnik. Obvod o na ¢ nezivisi, je kon-
stantni.

B-1-6
. . 1
Dukaz provedeme matematickou indukci. Je x3 = o0
x4 = . Pron = 3 an = 4 dokazované nerovnosti 0 << x, <1,

3
tedy plati. Pfedpoklddejme, Ze plati pro viechna £ < n + 1.
Pakje2 — xy — xp41 > 0,1 — xpxp+1 > 0, takZe x,,19 > 0.
Je pak také (1 — xp)(1 — xp41) >0, tj. 2 — xy — Xp11 >
>1 — xpxn1 >0, odkud plyne x,42 < 1. Dokdzali jsme
0 < xy+2 <<1. Tim je tvrzeni ulohy matematickou indukci
dokézéno.

B-S-1

Uloha ma vice feSeni, dv& jsou uvedena na obr. 18 a 19.
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Obr. 18 Obr. 19

B-S-2

Pro x = 1 a x = 2 dostaneme celd Cisla a + b, 21988q + &,
jejich rozdil a(21988 — 1) je tedy také celé &islo, takze je

. : p .

¢islo a racionélni. Necht jea = ——, &isla p, ¢ celd. Polozime-li
q

x = g, vidime, Ze Cislo agq'%8 4+ b = pq'%7 4+ b je d&islo

celé. To viak znamend, ze je i Cislo b celé. Jelikoz & je celé

a Cislo a + b rovnéz, je i &islo a celé. Tim je dukaz tvrzeni
ulohy dokoncen, a i b jsou &isla cela.

B-S-3

Trojthelnik BGP; (obr. 20) je rovnoramenny se zdklad-
nou délky 2|2, délky ramen BP; a GP; jsou |/5. Jeho vyska
prisluina k zédkladné ma tudiz délku |/3, obsah trojuhelniku

BGP; je S; = |/6. Pro z = 0 je fezem kosoltverec EA,CG,,
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Obr. 20

jehoz obsahje2S; = 2/6. Pro z €(0,1) je fezem pétitihelnik
P, A:B;C,G;, ktery dostaneme z koso¢tverce P;A;0:G; od-
fiznutim trojuhelniku B;Q;C;. Z pcdobnosti trojuhelnika
B;0;C; a GP1B plyne, Ze se obsah trojuhelniku B;Q;C; rov-

né 2]/6. Obsah S; fezu PA4:B;C,G; je tudiz (2 — 2)]6.

B-II-1

Dale uvedené feseni je od Marry Bendové, zakyné 2. roc-
niku gymnézia v Praze 1, Stépanské ul. Pfimka BG je kolm4
k roviné EFC, protoze je kolma k pfimkém FC a FE (obr. 21).
Pak je vSak pfimka BG také kolmé k piimce EC. Podobné
dokézeme, Ze je rovina EBC kolmé k pifimce AF, takze je
EC | AF, EC | BG. Ztejmé je KL || EC,takze je KL |
| AF a KL | BG, coz jsme méli dokazat.

Jiny dukaz se opird pouze o Pythagorovu vétu. Polo-
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Obr. 21

sime-li [AB| =3, je |KL| = |/3, |BL| = 2 a |BK| = |5,
takze je trojuhelnik KLB pravothly s pravym thlem pfi
vrcholu L. Stejn¢ tak dokdzeme, 7e je trojuhelnik FKL
pravouhly s pravym thlem pii vrcholu K, takze KL | BG
a KL | AF.

B-11-2

Uloha tzce navazuje na tlohu B - S - 1, velmi p&kng
ji fesil Viadimir Solc, zak 2. roéniku gymnazia v Beroung,
jehoz feleni zde uvadime. Stoji-li na Sachovnici 7 stfelcq,
existuje jedna barva (bild nebo Cernd) tak, ze na polich této
barvy stoji nejvyse tii stfelci. Muzeme predpokladat, ze je
to barva bild. Pfi kraji Sachovnice je 14 bilych poli, pfitom
kazdy stielec na bilém poli muze ohrczit nejvyse 4 bild
krajni pole Sachovnice. Celkem tedy muze byt ohrozeno
nejvys$e 12 bilych okrajovych poli, nejméné dvé ohrozena
nebudou.
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B-11-3

7Zik Ondiej Kalenda z 2. rotniku gymnizia W. Piecka
v Praze ukdzal, Ze podminkdm tlohy vyhovuje mnohoclen

1
f(®) =(—n—+—l)—!(x— D(x—2)...(x —n),

jeho spoluzak Jakub Cvach uvedl polynom

g(x) (x —2)(x —3)...(x —n)[x —(n + 2)].

T+ 1!
B-1i-4
Velmi pékné feseni uvedl v soutézi Lubomir RuliSek, zak

2. ro¢niku gymnizia W. Piecka v Praze. Postupoval asi
takto: Téleso ABCKLAM (obr. 22) se sklad4 z jehlanu ABCK

M

Obr. 22
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1
a jehlanu BCMLK. Prvni jehlan md objem ?Sp, objem

druhého jehlanu je %-P'v, kde » je vyska jehlanu na sténu
BLMGC, coz je ziroven vyska v trojuhelniku ABC na stranu
BC, P je obsah lichob&Zniku BLMC. Proto je P = % (g +
+ 7) a, kde a = |BC]|. Je tudii%Pv . % (g + 1) av =
= %(q + r) S, celkovy objem télesa ABCKLM je proto
1
3 S@+a+n)

Jiné feSeni ukéazal Fan Machdlek z 2. ro¢niku téhoz gymna-

zia. Rozlozil téleso ABCKLM na jehlany 4BCM, ABML
a ALMK. Objem jehlanu ABML (obr. 23) se rovnéd objemu

Obr. 23
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ABCL, protoze tyto jehlany maji stejnou podstavu ABL
a body M, C jsou od ni stejné vzdéleny. Obsah trojihelniku
AKL se rovnéa obsahu trojuhelniku AKB, takZe objem jeh-
lanu AKLM se rovni objemu jehlanu AKBM a ten se
rovnd objemu jehlanu AKBC, nebot posledni dva jehlany
maji stejnou podstavu AKB, od niz jsou body M, C stejné
vzdaleny. Jehlany ABCM, ABCL, ABCK maji objemy

1 1

1
w53 Sgq, Ty Sr, 3 Sp, takze celkovy objem télesa ABCKLM

1
je?S(p+q+r).
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Kategorie A

A-1-1

UvaZujeme mnozinu M vSech mnohotlent s pozadova-
nymi vlastnostmi. Mnozina M je neprdzdni, protoze do ni
patfi mnohotlen m(x) = x1987 — 2. Ozname p ten z mno-
hotlent v mnoZiné M, ktery m4 nejmensi stupefi. Potom p
déli kazdy mnoho&len v M, tedy i m. To plyne z délitelnosti
mnohodlent: Je-li n € M, oznalme ¢ jeho podil pti déleni
mnohotlenem p a r pfisluiny zbytek, tj. mnohoc¢len s racio-
nalnimi koeficienty stupné mensiho, nez je stupen mnoho-
¢lenu p. Protoze #n i p lezi v mnoziné M, plyne z rovnosti

n=pq+r,
7e je také r € M. Protoze predpokliddme, Ze p mi v mno-
7in& M nejmensi stuperi, musi byt r = 0.
Mnohotlen m(x) = x1987 — 2 m4 kofeny

2ntk 27tk :
isin —— <k< :
1987+18m1987 , 0= %< 1986

xp = 1987]/2 (cos

Mnohoclen p ma realné koeficienty, takZze s kazdym kofe-
nem x; ma i komplexné sdruzeny koten x; (1 < k& < 1986).
Odtud vyplyvd, Ze mnohoclen p je souinem nékterych
troj¢lent

(x — xp)(x — &) = x2 — 2x Re xp + |xx]2 =

f1
2 0T 1987y
x 2x cos 1987 + /4

I
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a piipadné i dvojclenu x — x9 = x — 19871/2_. Jeho absolutni
¢len je pak tvaru 1987]/5 pro n&aké je {1, 2, ..., 1987}.
To je ale racionalni ¢islo jen pro j = 1987. Je tedy p = m
a hledany mnohotlen je x1987 — 2.

Pozndmka. Tvrzeni, ze odmocnina 1987]/5 je raciondlni
jen pro Cisla j = 1987/1, neni asi kazdému zfejmé. Dokaze

se ale obdobn& jako znimé tvrzeni, %e |2 je iracionalni.
] e 4 . .
Piedpoklidejme, Ze 1987]/2/ = 7 7 néjakd nesoudélni

cela &isla p, g, tj. Ze plati ¢1987.2/ = p1987 odkud plyne, Ze
p je sudé. A protoze g musi byt liché a 21987 d&li ¢1987.27,
vychdzi, Zze exponent ; je ndsobkem Cisla 1987.

A-1-2

Oznatme m spojnici stfedt hran AB a CD (jejich spolec-
nou osu) a pro libovolny bod X prostoru oznaéme X, jeho
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pravouhly pramét na pfimku m (obr. 24). Je-li X’ pravothly
pramét bodu X do roviny ABm, je

|AX| + |BX| = VIAX'? + | XX + VIBX? + XX =
> |AX'| + |BX'| = |AXo| + |BXo|

(ptimky AB a XX’ jsou rovnob&zné!) s rovnosti, pravé
kdyz bod X lezi na m nebo na usetce AB. Podobné dosta-
neme nerovnost

|CX| + |DX| = [CXo| + |DXol

s rovnosti, pravé kdyZ bod X lezi na m nebo na usetce CD.
Stati tedy zkoumat jen body X lezici na pfimce m.

Oto¢me tuse¢ku CD kolem piimky m do roviny urlené
ptimkami AB a m; dostaneme tuseCku C’'D” (obr. 25). Pro
kazdy bod X € m potom je

|AX| + |BX| + |CX| + |DX]| =
= |4X| + |BX| + |C'X| + |[D'X],

D' C

Obr. 25
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ptitom

|[AX| + |D’'X| = |AT| + |D'T,
[BX| + |C'X| = |BT| + |C'T|,

¥ vow

|[AX] + |BX| + |C'X]| + |[D'X| =
= |AT| + |BT| + |CT| + | DT|

s rovnosti, pravé kdyz X = T.
Finé FeSeni. Pro libovolny bod X prostoru oznaime

f(X) =|4X]| + |BX| + |CX| + |DX].

Protoze podle piedchazejiciho feseni funkce f muze nabyvat
minima pouze v nékterém bodé& lezicim na ose dvou pro-
téjSich hran daného Ctyf$ténu, staci ukdzat, ze funkce f
méd minimum. Funkce f pak nabyvd minima v pruaseciku
obou os protéj§ich hran Ctyfsténu, coz je stied S opsané
kulové plochy.

Funkce f je zfejmé spojitd. Uvazujme kouli K se stfedem A4
a polomérem f(S). Dany Ctyfstén lezi cely v kouli K, coz je
omezend a uzaviend mnozina, na které nabyva spojita funkce f
svého minima. A vn& koule K uZ je f(X) > f(S).

A-1-3

Nejprve ukizeme, Ze vzdy existuji tfi stejné obarvené
body R, S, T takové, ze bod S puli tseCku RT. Jist& existuji
dva body U, V obarvené stejnou barvou. UvaZujme body
I, ¥, K (obr. 26) takové, ze I puli tse¢ku UV, U je stfed
usetky JV a V je stfed tsetky UK. Pokud nejsou stejno-
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Obr. 26

barevné trojice bodu U, I, V3 ¥, U, V; U, V, K, maji tii
body I, 7, K stejnou barvu, pfi¢emz I je stfedem usecky K.

M¢jme tedy tii stejnobarevné body R, S, 7, kde § puli
use¢ku R7, a uvazujme rovnostranny trojuhelnik PRT
(obr. 27). Pokud m4a néktery z boda O, P, Q stejnou barvu

/’/ \*-\ A P”; B
O/ g/ ‘l S /\ .

Obr. 27 Obr. 28

jako body R, S, 7, jsme hotovi (vznikne stejnobarevny rov-
nostranny trojuhelnik OST, resp. PRT, resp. QRS). V opad-
ném pripadé bude mit rovnostranny trojihelnik OPQ
stejné obarvené vrcholy.

Jiné FeSeni. Uvazujme Sest bodu ve vrcholech pravidelného
Sestithelniku a stfed opsané mu kruznice. Ma-li stied
Sestithelniku napf. Cernou barvu, muzeme piedpokladat, Ze
jeho vrcholy nejsou viechny dejme tomu bilé, jinak bychom
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byli hotovi. Podobné ndm vyjde, ze i body 4, B (obr. 28)
budou bilé a k nim pfislusny vrchol rovnostranného troj-
uhelniku Cerny (obr. 29). Konetné musi byt zbyvajici dva
body bilé (obr. 30), jinak jsme s vybarvovanim bodu roviny

Obr. 29 Obr. 30

hotovi. Pfiddme-li ale k uvedenym sedmi bodim dalsi bod
podle obr. 30, vidime, Zze at ho obarvime jakkoli, dostaneme
stejnobarevny rovnostranny trojuhelnik.

A-1-4
Vyuzijme zniamou skuteCnost, ze Ctyiuhelnik TPCQ je
teCnovy, pravé kdyz
ITP| + |CQ| = |PC| + |TQ|. 1)

Je-li trojuhelnik ABC rovnoramenny se zdkladnou AB,
je |TP) = |TQ| a |CP| = |CQ|, takze podle (1) je TPCQ
te¢novy &tyfthelnik. Oznaéme |BC| = a, |CA| = b, |AP| =
= t4, |BO| = tp; z (1) pak plyne:
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1 b 1 a
Tt =+ 5

3 2 3 2
a tedy
2(tq — tp) = 3(a — b). (2)

Kruznice vepsand Ctyfahelniku 7PCQ je vepsdna téz troj-
thelnikim APC a BQC, které maji stejny obsah S. Pro
polomér ¢ vepsané kruznice plati

28 28
? T 4P| + [PC| + |AC| ~ |BQ| + |QC| + [CB|’
takze
a b
za+”2—+b:tb+?+a:
2ty — tp) = a — b. (3)

Z rovnosti (2) a (3) dostdvime a — b = 0, tj. a = b a troj-
thelnik ABC je rovnoramenny se zdkladnou AB.

Jiné fefeni. Dokazeme jen druhou implikaci. Pfi stejném
oznaleni jako v prvnim FeSeni spolteme velikosti t&Znic
podle kosinové véty

202 + 2¢2 — a*

fg? = =
4

2a% + 2¢2 — b2

W=y

(napiSeme kosinovou vétu pro strany AP, 4B trojuhelnika
APC, ABC, které maji spoletny uahel, vyloulenim ¢&lenu
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s cosy dostaneme prvni rovnost, druhou odvodime analo-
gicky &i cyklickou zdménou), takze dostaneme

3

tb2 — ta2 = Z(a‘l — b‘z),

Odtud je vidét, ze a > b, pravé kdyz z, > t4, zatimco ze
vztahu (2) plyne, ze a > b, pravé kdyz 75 > 1p. Je proto
nutné a = b a trojuhelnik ABC je rovnoramenny.

A-i-5

Predpokladejme, Ze tvrzeni neplati, tj. Ze existuje pfiro-
zené Cislo & takové, ze pro kazdd dvé prirozena cCisla m,
n,m + n = k, plati

Fomy ) = fm + 1,m) + fom, n + 1) = 2.
Odtud ale dale plyne

flmyn) = f(m + 2,n) +f(m + 1,n + 1) +
+fm+ 1,n+ 1) +flm,n + 2) = 22,

takze pro pevné zvolend dvé &isla m, n, m + n = k, mate-
matickou indukci dostaneme, Ze

f(m, n) = 28

pro libovolné pfirozené N. To je spor.
JFiné feSeni. Pro dané %k pfirozené oznalme

¢ = inf f(x, y),

x+y=k

91



ziejmé je ¢ = 1. Z vlastnosti infima plyne, Ze existuji ptiro-
zena Cisla m, n, m + n = k, takovd, ze

¢ < f(m, n) < 2c.
Odtud ale plyne nerovnost
fmyn) <2¢ < f(m + 1,n) + f(m,n + 1)

pro vSechna pfirozena Cisla m, n takova, ze m + n = k.
A-1-6

Predpokladejme, Ze takové Cislo existuje a ze

22
n = z 10{(177

i=0
je jeho zapis v desitkové soustavé. Protoze
10241 = —1 a 102t =1 (mod 11),

dava c&islo n pti déleni 11 zbytek

1 10

2= Z az; — E azi+y (mod 11),

i—0 i=0
kde 1 £ 2 £10. Jak ted muZeme zménou jedné Cislice
dostat Cislo délitelné 11? Je-li napf. pro néjaké ie {0, 1,
<.y 11} as; = 2z, zménime &islici as; na az; — 2, je-li naopak
az; = g — 2, napiSeme misto as; Cislici az; + 11 — z a dosta-
neme tak nové &islo, které bude délitelné 11. Musi tedy byt
ay; =2 —1, 1 £¢< 11. Podobné pro ¢&islice na lichych
mistech nemiiZe byt ani ag;41 £ 9 — 2, ani az;4; = 11 — z.
Vychézi tedy jedind moZnost ag;j11 = 10 — 2, 1 <7 < 10.
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V tavahu proto prichazi jediné &islo n, které ma na lichych
mistech Cislici 10 — 2 a na sudych 2 — 1. Pro jeho zbytek z
pii déleni 11 vSak mame kongruenci

z2=12(z — 1) — 11(10 — 2) =2z — 1 (mod 11),
coz nejde. Cislo pozadovanych vlastnosti tedy neexistuje.
A-S-1
Oznatme A, B, C, D vrcholy daného ¢tverce a K, L
stiedy jeho protéjsich stran AB, CD (obr. 31). Kruhy, jejichz
hrani¢ni kruznice jsou opsédny obdélnikam AKLD, KBCL,

ziejmé pokryji cely Ctverec a jejich polomér je -2_V§

D L C
A K B
Obr. 31

Predpokladejme, ze ¢tverec ABCD je pokryt dvéma shod-
nymi kruhy o poloméru r. Ze Ctyf jeho vrcholu asponi dva
lezi v jednom z kruhu. Jsou-li to prot&jsi vrcholy, vyjde
2r=10)2 >5 ]/E V opatném pfipadé musi jeden z kruht
obsahovat dvojici sousednich vrchola (napf. B, C) a druhy
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xewr

kruh protéjsi dvojici A, D. Protoze aspoil jeden z kruhit
musi obsahovat taky bod K, je vidét, Ze 2r = 5 ]/5. Je tedy

r=5 15 hledany nejmensi polomér.
A-S-2
Jsou-li x3, x2, ..., x, kofeny uvazované rovnice, dosta-

neme roznasobenim kofenovych Cinitela

x1+ x2 4+ ...+ xp =4,
X1X2 ... Xn —_—-(_l)n.

Je hned vidét, ze n» nemuze byt liché, protoze vSechna x;
jsou nezédpornd. Z nerovnosti mezi aritmetickm a geo-
metrickym primérem d&isel x3, xo, ..., x, pak plyne, ze

4
" = 1, je tedy nutné # = 2 nebo n = 4.

Pro n = 4 vyjde x1 = x2 = ... = x, = 1 a rovnice ma
tvar

(x — 1 =x* —4x3 + 6x2 —4x + 1 = 0.
Pro n = 2 dostaneme kvadratickou rovnici
x2—4x +1=0

s nezdpornymi kofeny 2 + Vg Pozadavkam ulohy vyhovuji
obélislan =2in = 4.
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A-S-3

Jestlize krychle ABCDEFGH spliiuje pcdminky tlohy,
lezi obdélnik ABGH v rovingé APQ a je |BG| = |AB||2
(obr. 32). Obdélnikem ABGH je krychle jednoznalné urlena
(az na zéménu oznaleni hran CD, FE).

Obr. 32

Oznatme S stied krychle, ktery je zdroven stfedem obdél-
niku ABGH. Znédme velikost a Ghlu, ktery sviraji télesové
uhlopii¢ky AG a BH, je to velikost thlu Ghlopti¢ek v obdél-
niku, jehoZ strany jsou v poméru |2 :1. Oznatme jeité f
velikost thlu SAB. Pfitom je [ << a, jak snadno zjistime

<a > 3)

Z rozboru plyne nésledujici konstrukce: Na poloptimce AP
zvolime bod § tak, aby pfimky AP, SQ sviraly uhel a.
Je-li § % A4, mazeme bod A doplnit pravé jednim zpuso-
bem na obdélnik ABGH se stfedem S a thlem |<{ ASB| = a
(bod B lezi na ptimce QS).
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Pro volbu bodu § médme dvé moznosti, ozna¢me je Si
a Sy (obr. 33), jejich poradi volime tak, aby orientace S1S:

P

Ry
Obr. 33

_ \
/ \
/"J \
wldre oc\
S,

byla stejné jako orientace AP. Obdélnik ABGH se stiedem S
bude spliiovat podminky tlohy, pravé kdyz bod S: bude lezet
na polopiimce AP, S1 % A (bod B pak bude lezet na polo-
pfimce opatné k polopiimce $1Q). Obdélnik ABGH se
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sttedem S bude splitovat podminky tlohy, pravé kdyz bod B
lezici tentokrdt na polopfimce S2Q nepadne dovniti Gsecky
OS> (obr. 34), tj. pravé kdyz bod Q' soumérné sdruzeny
s bodem Q podle osy uhlu QS>4 bude lezet na polopfimce
AP. Podle toho mé tloha bud dvé feSeni (Q lezi na polo-
ptimce AP), nebo jedno FeSeni (Q lezi vné poloptimky AP
a §) %% A lezi na poloptimce AP), anebo zidné feSeni ne-
existuje.

A-11-1

Uvazujme Ctyfi vrcholy daného jednotkového ¢tverce a jeho
stied. Jestlize je Ctverec pokryt Ctyfmi shodnymi kruhy o po-
loméru r, obsahuje jeden z kruhi aspont dva z uvedenych
péti bodu. A protoze kazdé dva z téchto péti bodu maji

12 12
vzdalenost aspoil Y plyne odtud, Ze je r = R

Jednotkovy Ctverec pokryjeme péti kruhy opsanymi obdél-
nikiim podle obr. 35 (jejich uhlopti¢ky jsou shodné). Z rov-
nosti

1

1
u2:‘9—+(1—x)'3=z-+x2

23
Prislusné kruhy tedy maji polomér mensi nez l—4~.
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Obr. 35

Pozndmky. Mnoho tucastnika II. kola misto racionélniho
dukazu vy$lo ze »ziejmé« skuteCnosti, Ze optimalni pokryti
Ctverce Ctyfmi shodnymi kruhy musi byt symetrické (podle
stfedu). Zel, takovito heuristickd ivaha k opravdovému di-
kazu nestali, jak ostatné ukézala druhd Cist uvedené tulohy.
Vychézejice ze soumérnosti, usuzovali tito »fesitelé« vétdinou

12
na to, ze pokryti péti shodnymi kruhy pro r << vy rovnéz ne-
existuje... Na druhé strané se vSak v Zdkovskych FeSenich
objevily i nésledujici dva pékné napady:

Pror < 4 nelze uhlopficku jednotkového &tverce pokryt

dvéma shodnymi kruhy, takZe na to potiebujeme kruhy
aspon tfi. Ale zadny z téchto kruhii nemuze obsahovat zbylé
dva vrcholy druhé ahlopiicky, a ty nelze jednim kruhem o po-

loméru r < ) oba najednou pokryt (Jaroslav Trnka, 4. ro¢.

G Liberec).
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1 _
Kruh o poloméru r < > pokryje nejvyie 2)/2 r z obvodu

jednotkového &tverce (obr. 36), nebot a + b < 2]/5 r. Ctyii

QObr. 36

shodné kruhy tak celkem pokryji nejvyse 8]/51' z obvodu

— 2
tverce. Proto musi byt 8)/2r =4, tj. r = T

A-1l-2
Pfedpokladejme, Ze dand rovnice ma redlné kofeny xj, x2,
x3, X4, takZe
M+ 453 +6x2 +ax +b=(x—=x1)...(x — xq).
Porovnéanim koeficienta dostaneme

X1+ xe + x3 + xa = —4, Y]
X1X2 + X1X3 + X1X4 -+ Xex3 + XoxXa + x3x3 = 6.

Odtud plyne, ze
R+t ai=4. 2)
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Protoze pro redlnd &isla uy, us, uz, us plati (Cauchyova) ne-
rovnost

(i + us + u3 + w)? = 4u; + 13 + 153 + 1),

plyne z (1) a (2), ze pro kofeny dané rovnice v uvedené ne-
rovnosti nastane rovnost. To znamena, ze existuje redlné k&,
prokteréje x; = xo = x3 = x4 = k. Z (1) pakvyjde & = —1.
Uvedena rovnice ma proto jediny (¢tyfndsobny) kofen —1
aje
x4+ 4x3 + 6x2 +ax + b =(x + 1)*,
takzea = 4,b = 1.
Jiné feseni. Protoze

¥+ 4t 462 dax +b=(x+1)*—4x—14ax + b=

=x+ 1 +x+1)(a—4)+b—a+3,
dostaneme po substituci # = x + 1 rovnici

w=pu+q, p=4—a, g=a—b—3.

Ta muze mit Ctyii redlné kofeny jen v tom pripadé, kdyz s¢€
pfimka v = pu + g dotyka bikvadratické paraboly v = u* ve
vrcholu (pak méd jeden Ctyfndsobny kofen), tedy jen pro
p = ¢q=0.0dtud plynea = 4,b = 1.

A-11-3
Predpokliddejme, ze hledany &étyfstén ABCD existuje. Troj-
thelnik POD je uren podle véty usu. Tim jsou zdroven

jednoznatné (az na uspofddani) urleny body A, B, nebot
vzdédlenost bodu D od usetky PQ je vyskou rovnostranného
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trojihelniku ABD. Sestrojime tedy v libovolné roviné ¢ 3 PO
bod Dy tak, aby |- QPDy| = 30°, |<C PQDy| = 45°. Vrchol D
Ctyfsténu bude pak lezet na kruznici k& (obr. 37), kterou do-

O,

P A S B Q

Obr. 37

staneme otdCenim bodu D, kolem osy PQ, a zdroveri v roviné J.
Trojahelnik ABD pak doplnime na pravidelny <tyfstén,
ktery bude feSenim tlohy.

Pocet feSeni z4visi na vzdjemné poloze roviny 6 a kruznice
k. Pokud &£ N 0 = 0, nem4 tGloha feSeni; je-li prunik jedno-

. Ds=C
Dg=C2 DZ=C1 1 2

Obr. 38a Obr. 38b
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bedovy, mé tloha dvé feSeni soumérné sdruzena podle ro-
viny ABD; a lezi-li kruZnice & v roviné ¢, existuje nekonetné
mnoho feSeni. Zbyva piipad, kdy kruznice £ md s rovinou 0
dva spole¢né body Di, D». Kazdy z trojuhelnika ABDq,
ABD> muzeme doplnit na pravidelny &tyfstén dvéma zpu-
soby. Je-li vSak | < D1 ADs| = 60° (obr. 38), dva ze Ctyfsténu
splynou (ABCeD> = ABCiD) a Gloha mé jen tii feSeni.
V opatném pripadé (|<¢ D1AD| = 60°) dostaneme Ctyfi raz-
né reseni.

A-11-4

Oznatme d(p) uvazovany soulet. Ukdzeme, Ze nejveétsi
soulet se nabyvd pro permutaci pg, kde po(i) =n — 1 + 1,
1 = 7 =< n. Permutace p, ma tu vlastnost, ze je klesajici,. tj.
pro kazdé ¢ <<j jepo(i) > po(s). Je-li p #* po, existuje &, pro
které je p(k) << p(k + 1). Prohozenim hodnot p(k), p(k + 1)
dostaneme novou permutaci p’, pro kterou je

P(k)=pk +1), p'(k+1)=pk),
d(p’) —dp) = |p(k) — k — 1| + |p(k + 1) — k| —
— 1 pCk) — Bl — [pCk + 1) — k— 1.

Pro p(k) < pk + 1) = kiprok + 1 = p(k) < p(k + 1) vy-
jded(p’) = d(p),prop(k) <k <k + 1 < p(k + 1)jed(p’) —
— d(p) = 2. Je tedy d(p") = d(p). Pfitom pocet téch dvojic
1 <7, pro néz je p(i) < p(j), se uvedenou zménou zmensil.
Po kone¢ném poctu kroku tak dojdeme k permutaci po, pro
kterou je
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dp)=n—1+n—3+ ... 4+2+2+ ... +n—1 =
n+1 n—1 n: —1

=2 2 =% pro n lich€,
=n—14n—-3+...+3+1+14+ ...4+n—1=
n n n? .
22 2—2pronsue,

coz muzeme jednoduse zapsat jako d(p,) = [ 2 ]

Jiné fefeni. Pro danou permutaci p odstraiime v soultu
n
d(p) = 2 |p() — 1|
i=1

absolutni hodnoty. Je ziejmé, Ze v ziskaném soultu bude n
s¢itanctt s kladnym znaménkem a n scitanct se zdpornym
znaménkem. Pfitom kazdé z Cisel 1, 2, ..., n se v uvedeném
soultu vyskytne pravé dvakrit. Je tedy jasné, ze plati (viz
téZ poznidmky)

n+3] [n+3
dpysnt+n+(n—D+ ... +|——(+|5 |~

| .

“[‘Z‘]‘B] B
oo LDl 2]

Nyni staci zjistit, zda existuje néjakd permutace, pro kterou
uvedend situace nastane. Tomuto pozadavku vyhovuje napf.
permutace

p)=n—i+l, 1<=i<n.
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(Permutaci s maximalnim soultem d(p) existuje oviem vice,
jejich potem se zabyvd napf. tloha 24 v knize A. Vrby
Kombinatorika, Skola mladych matematiki &. 45.)

Jiné feseni. Pro danou permutaci p ozname A mnoZinu
téch &isel 1€ {1, 2, ..., n}, pro kter je i < p(7), a pfedpo-
kladejme, Ze A m4 k prvka (0 = k = n — 1). Pak plati

d(p) =ZA (D) =D+ 2@ —p(0) =

i¢A
=2pN+2i—2i— 3=
icA ieA icA i€eA

=n+n—1+ ... +n—k+1)+
+m+n—1+ ... +(k+1)—
—Q 42+ ...+ —-AQ+2+ ... +(n—k)=
2n — k + 1 n+k+1 E+1

kR ——— —k——

% n—k+ 1 oL [nz
— LER _ = — < | —

Dile staci dokazat, ze existuje permutace, pro kterou zde na-
stane rovnost.

finé Fefeni. Pro danou permutacipaprok € {1,2, ...,n — 1}
spottéme, kolik je takovych dvojic (7, p(i)), ze ¢ = k << p(i)
nebo p(i) = k << i. Ozname tento polet dj. Nyni je dulezité
si uvédomit, Ze je vlastné

n w—1
2@ —il= 2 dy.
i=1 k=1

n
Odtud dostaneme vhodny odhad, protoze pro k = > je odpo-
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n
vidajicich dvojic nejvyse 2k, tj. d = 2k, a prok > 3 je zase

dip << 2(n — k), takze dohromady je

B .

dp)< S 2+ 5 2n—k) =

SReaR
G
2 2 n2
S )
k=1 k=1 2.
jak postupné spocteme. Dile stali ukdzat, Ze existuje permu-
tace, pro kterou nastane rovnost.

Pozndmky. Vypotty v 2. feeni vypadaji trochu kouzelné,
ale jinak bychom nemohli uvedené vztahy zapsat najednou pro
lichd i sudd n; rozlienim obou moZnosti snadno ovéfite, ze
je vSe v porddku. Podobné neni tézké ovéfit, ze pro kazdé
pfirozené n plati

[ 5 S ]

Pro ty, ktefi hned nevidi napf. rovnost

2n — k + 1

n+n~l+...+n—k+1:k—2———,

piipomindme, Ze pro soucet kone¢né aritmetické posloupnosti
@, as, ..., @ kromé zndmého vzorecku plati i

a + ai

a +a + ... +ak:k7*v.
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A-1l1-1

Protoze M je konetn4, existuji indexy 7, r + p takové, Ze
Xy = Xrip. Pak uz je ziejmé x, = x,4p pro kazdé n=r
a dokonce x;, = xp1xp pro kazdé n = r a k = 0. Vezmeme-li
m = kp tak, aby bylo m >r, bude x; = xpp = Xppirp =

= X2m-
A-l1l1-2

Pro kofeny x1, x2, x3 dané rovnice plati

X1 + x2 + x3 = —a,
X1x2 + X2x3 + x3x1 = b,
X1X2X3 = —C,

takze z podminky a2 — 2b = 2 plyne
242+ x2=2.
Je tedy
4 —(a—cP=4—a%2+2ac—c2=2—2b+2ac—c%=
= 2 — 2(x1%2 + X203 + x3%1) +
+ 2(x3x2x3 + x1%2%8 + X1%2%3) — XJX2XS =
= 2(1 — x1x2 — xa2X3 — X3x2 + xfxgxg + x1x§x3 + x1x2x§ —
— xjx3x3) + xjaiay =
= 2(1 — x1x2) (1 — x2x3) (1 — x3%1) + %3%3%3 =0,
nebot pro kazdé i€ {1, 2, 3} plati (indexy politime mod 3)
21 — xixi1) = 2 — 2x4x401 =
= + x4+ X, — 2%iXin =
=(x; — xi+1)? + x,?_z =0.

Ziskana nerovnost je ekvivalentni nerovnosti |a — ¢| = 2.
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A-1l1-3

Oznatme K, L stfedy hran AB, CD. Ze shodnosti troj-
thelnika ACD, BDC (obr. 39) plyne |BL| = |AL|, takze
KL | AB. Podobné je i KL | CD. Jestlize bod X nelezi
na pfimce KL a bod X" je jeho kolmy pramét na pfimku KZ,
je

|CX| + |DX| > |CX'| + |DX"|,
|AX| + |BX| > |4X'| + |[BX'|,

jak uz vime z FeSeni tlohy A - I - 2. Stati tedy uvazovat body
X na pfimce KL.

Oto¢me usetku CD do roviny ABL, dostaneme tak tsecku
C’D’ (obr. 40), |C’'D’| = |CD|. Pro kazdy bod X ptimky KL

D' L c'
/
X
By
<A £ K B
Obr. 40

je |CX| = |C'X|, |DX| = |D’'X]|, takze pro uvedeny soucet
plati

s =14X| + |BX| + |CX| + |DX| = 2(|4X| + [C'X]) =
= 2]4C7|
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s rovnosti pro prasecik P usetek KL a AC'. Je tedy

’/C+d2
s=2/(——) + IKLE

a z trojuhelnikd ABL, BCD postupné spolteme (BL je t&€z-
nice v trojuhelniku BCD)

. s 2 @+ B 24 d
IKL|? = | =y ="~ 1

Odtud vychézi s = }2(a? + b2 + cd).

A-lll-4

Vsech obarveni danych &isel je 22", Kazd4 aritmetickd po-

sloupnost je uréena svym prvnim ¢lenem a diferenci d. V uve-
271

deném pfipadé je d = PEET takZe z danych ¢&isel lze vybrat

(211)2

nejvyse ——
VIS o i
posloupnosti existuje celkem 22"~2% obarveni zbylych 27 — 2n
Cisel, pri nichZz je tato posloupnost jednobarevna (mé jednu

ze dvou moznych barev). Existuje tedy nejvyse

] takovych posloupnosti. Ke kazdé 2n-Clenné

22"-2n _2n

2
ot med e ED

obarveni, pfi nichz je nékterd 2n-Clennd aritmetickd posloup-
nost jednobarevna. Odtud plyne existence pozadovaného
obarveni pro n > 1, pro n = 1 je jeho existence zfejma.
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A-1I-5

Proae(—2,2) marovnice u> — au + 1 = 0 dva komplex-
né sdruzené kofeny wu, #, pro které plati wi = |u]®> =1,
u+ 4 =2Reu =a.Je-liu = cosa + isina, a €(0,%), md
rovnice x7 = u (a tedy i rovnice x1* — ax7 + 1 = 0) kcieny

a + 2kw o + 2km

Xp = 08— + isin-‘*;—, ke{0,1,...,6}.

Mnohoclen p(x) = x15% — ax77 4+ 1 bude ndsobkem mno-
ho¢lenu x4 — ax? + 1, pravé kdyz p(xx) = (1) — aull +
+ 1 = 0 pro viechna £, 0 = £ = 6, tj.

ull = cos lla + isin lla = u =cesa + isina,
anebo

ull = cos 1la +isinlla =4 =cosa —isina.

Je tedy bud
mm
1la = a + 2mr, a = &5 me 1,2,3,4},
nebo
nw
lla = —a + 21w, «a =% ne{l,2,3,4,5}.

Protozea = 2 Re u = 2cos «, vyhovuji uloze &isla a € {~V3,

] 2 2 T
=0 cos —1, —2 cos 5 0, 2 cos 5 ™ 1, 2c0s V3} .

109



A-1l-6

Predpokladejme, Ze v trojihelniku A; A>As existuje takovy
bod X, ktery nelezi v zddném z uvedenych trojuhelniku.
Zménime tedy prifazeni bodi P; a stran a; daného troj-
uhelniku tak, abychom tento bod X pokryli. Protoze ke kazdé-
mu bodu P trojuhelniku 4; A2 A3 mizeme urdit jeho stranu
a; tak, ze trojuhelnik Pa; bude obsahovat bod X, muzZeme
najit stranu a;, pro kterou je X € Pja;, podobné k bodu P;
urlime stranu ay tak, ze X € Pjar, a pokud & 5= 1, najdeme
jesté stranu a,, pro kterou X € Pray,. Nyni je bud m = 1,
anebo m = .

Pokud % =1, vezmeme misto trojuhelnika Piai, Pja;
trojuhelniky Piaj, Pjai, podobné pro k-1 a m = 1 misto
puvodnich trojdhelnikit vezmeme trojuhelniky Pia;, Pjag,
Pray. Pokud k 4 1 5= m, tedy m = j, vezmeme misto troj-
thelnika Poas, Psas trojuhelniky Poas, Psas (vzdy nékteré
trojuhelniky neobsahujici bod X nahrazujeme trojahelniky,
které bod X obsahuji).

Oznalime-li 4;; vzdalenost bodu P; od strany a;, z puvod-
niho soulinu Ay1/h09k33 dostaneme popsanou zménou soucin
hljh71h33, anebo soulin hljhjkhkl, ¢i soudin h11h23h32. Ukéieme,
Ze nové prifazeni bodu a stran trojuhelniku 4;A>A3 da vétsi
soulin odpovidajicich vzdélenosti, coz odporuje pfedpokladu
ulohy.

Je-li P bod daného trojuhelniku a X € Pa;, X ¢ Pa; (obr.
41), pak pro vzdalenosti 4;, ; bodu P a vzdalenosti r;, r;
bodu X od stran a;, a; plati
h; h;+ x |PX'| h;

ri >ri+x=|_j(—)}—|= rj’
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Obr. 41

kde X’ je pruseCik polopfimky PX s primkou obsahujici
stranu a;, pokud neni rovnou

(to by bod X’ neexistoval). Odtud plyne, ze napf. pro k£ =1
bude

hijhjihss  hiihoohss

r1rars rirers

tedy 1 hijhjihss > hi1hoohss. A podobné i v ostatnich pripadech
se prislusny soucin odpovidajicich vzdalenosti zvétsi. Tim je
dikaz hotov.

Pozndmka. Plati obecnéjsi tvrzeni, které v prostoru muzeme
formulovat takto: Jsou-li Py, Ps, ..., P, body uvnitf daného

111



konvexniho n-sténu M, pak lze jeho stény oznalit ay, as,

., ap tak, ze jehlany P;a; pokryvaji cely mnohostén M.
(Stény oznacime tak, aby soutin vzddlenosti bodu P; od od-
povidajicich stén a; byl co nejvétsi.)

Korespondenéni semina¥ UV MO

Korespondencni seminaf je jednou z forem péce o talento-
vané zaky. Vznikl ve 24. ro¢niku MO proto, aby bylo mozno
vénovat individudlni péci i t€ém zdktm, ktefi neméli moznost
navstévovat specidlni Skoly a pracovat v tamnich seminafich.
Nyni, kdy existuji i krajské koresponden¢ni semindfe a kdy
specialni $koly s tfidami zaméfenymi na matematiku najdeme
v kazdém kraji, je cilem tohoto semindfe zlepsit individudlni
pripravu viech studentu, ktefi prokdzali své schopnosti a ma-
tematicky talent v piedchozich ro¢nicich matematické olym-
piady. Koresponden¢ni semindi tak naddle zustava dalezitou
soulasti pfipravy na mezindrodni matematickou olympiddu.

K ucasti v korespondenénim seminafi jsme pozvali viechny
$pickové fesitele kategorie A spolu s témi studenty, ktefi né-
jak vynikli v krajském kole kategorii B a C piedchoziho roc-
niku MO. K ucasti se tentokrat piihlasilo 75 feSitela z celé
republiky, z nichz jen 33 vydrzelo az do posledniho kola.

V prabéhu 37. ro¢niku MO jim bylo postupné zasldno
5 sérii pomérné naro¢nych tuloh, jejichz texty najdete v tlohc-
vé Casti roCenky (bez FeSeni). Dosld feSeni pak byla opravena,
ohodnocena a s rozmnoZenym komentdfem vracena ulast-
nikam seminafe. Nejlepsimi v celkovém hodnoceni byli
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Pavol Gvozdjak, 4 G A. Marku3a, Bratislava,
Ilja Martisovits, 3 G J. Hronce, Bratislava,
Radomir Méch, 4 G M. Kopernika, Bilovec,
Stanislav Krajéi, 4 G Smeralova, Kosice,
Andrej Dobos, 3 G A. Markusa, Bratislava,
Viadimir Komdr, 2 G Smeralova, Kogice,
Ondrej Such, 2 G A. Marku3a, Bratislava.

SOV U R B0 s

Korespondenéni seminaf byl fizen tajemnikem UV MO
Karlem Hordkem, ktery se staral o vybér a pfipravu uloh
a provadél i redakci komentdiu. Opravu pak zajitovalo né-
kolik pracovniki MU CSAV a n&kolik studentt a aspiranti
MFF UK Praha (vsichni jsou byvali olympionici).
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