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TEXTY A RESENf ULOH KATEGORIE P

P-1-1

Je déno celé &islo T a dvé konetné celodiselné posloupnosti
Ay, Aoy ..., Ax a By, Ba, ..., By takové, 72e N =1, 4; <
< As < ... <<Ay apro viechna i, 1 =7= N, je B; > 0.
Na posté jsou tii prepazky poskytujici stejné sluzby. Piepaz-
ky otviraji v ¢ase 7. Postu navitivi béhem dne N zékazniku.
Zakaznik 7 pfichdzi v Case 4; a pozaduje sluzbu v délce B;
¢asovych jednotek. Zdkaznici jsou obsluhovéni v poradi jejich
pfichodu na postu. Piepédzka je ihned po obslouzeni jednoho
zdkaznika k dispozici pro obsluhu dal$iho. Piepazky zaviraji
po obslouzeni vSech zdkazniku.

Navrhnéte a dokaZte algoritmus, ktery ur¢i celkovou dobu, po
kterou na posté ¢ekd na obsluhu alespoil jeden zdkaznik.
Reseni

Hledand doba F je délka sjednoceni intervala [A4;, C;] pro
1 = 7= N, kde C; je okamzik, kdy zédkaznik 7 pfijde na fadu.
Plati 4; =< C; proviechna 7, C; = Co = ... = Cy.

Diéle budeme hodnoty C; podlitat postupné pro zdkazniky
t=4,5...,N.

Oznalme d; okamzik, kdy je zdkaznik ¢ obslouzen. Plati
d; = C; + B;. Pro prvni tfi zdkazniky je urleni okamziku,
kdy pfijdou na fadu, snadné. Je to bud ihned v ¢ase T, nebo,
pfijdou-li az po otevieni poty, ihned v &ase 4;. Tj. C; =
=max (7T, 4;),1 =1, 2, 3.

Zskaznik 7 (1 > 3) pfijde na fadu bud v Case A, je-li v dobé
jeho pfichodu alespori jedna pfepazka volné, nebo v opaéném
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ptipadé (viechny pfepdzky jsou obsazené) v okamziku, kdy
se jedna z nich uvolni. V situaci, kdy jsou viechny pfepazky
obsazené, jsou u nich obsluhovani tfi zdkaznici z mnoziny
{1,2, ..., 71— 1}. Pro viechny z nich jsme jiZ stanovili, kdy
pfisli na fadu (hodnoty Cj), a zndme tedy i kdy byli nebo
budou obslouzeni (hodnoty d;). MuZeme tedy i urdit, ktefi
zékaznici jsou u prepazek: jsou to zdkaznici x, v, 2z, pro néz
plati dy, dy, d; > dy pro viechna 2 z {1,2, ..., 71— 1} —
— {x,», 2}.

Jedna z pfepézek se uvolni, jakmile prvni ze zdkaznika x, v, z
odejde, a to bude v tase min(dy, dy, dz). Z provedenych tGvah
je vidét, Ze tento Cas je dan tfeti nejvétdi hodnotou z {d1, d>,
seey di -1 }

Shrneme-li, pak C; = max (max3(di, da, ..., di-1), 4;), kde
max 3 je tfeti nejvétsi hodnota z hodnot uvedenych v zdvorkach.
V algoritmu budeme pfedpokladat, Ze prvky posloupnosti
A a B jsou uloZeny v polich A[1..N]a B[1..N], hodnoty C;
budeme uklddat do pole C[1..N]. Tfi nejvétsi z doposud
spo¢tenych hodnot d; budou priubézné ulozeny v poli D[1..3].
Napi$me proceduru max3, kterd ve svém vystupnim para-
metru uréi index ;j nejmensi hodnoty z D[1], D[2], D[3], coz
znamend, ze v D[] je uloZena tfeti nejvétsi hodnota z doposud
spoctenych hodnot d;.

procedure max3 (var j: integer);
begin if D[1] < D[2] thenj:= lelse;:= 2;
if D[j] > D[3] then;:=3
end;
Prvni &ast algoritmu potitd hodnoty C;:
for i := 1 to min (3, N) do begin C[i] := max (T, A[1]);
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D[i] := C[i] + B[i];
end; :
fori:= 4 to N do
begin max3 (7);
Cli] := max(D[j], A[);
D{j] := Cli] + Blil;
end; .

Nyni mame N intervala [4;, C;], 1 =1, 2, ..., N. Plati
Ay <Ay < ... <Ay, C1 = Cy= ... = Cy. Miame urtit
délku jejich sjednoceni. Predpoklddejme, Ze zname délku
sjednoceni prvnich 7 intervala. Mohou nastat dva piipady:
1. Je-li 4; > C;, pak interval [4;, C;] ma prizdny prinik
se viemi intervaly [4;, C;] pro j << i (nebot C; 1 = C; » =
= ... = (C}) a délku je nutno zvétdit o C; — A;.
2. Je-li A; = C;-1, pak interval [4;, C; 1] je prunikem inter-
vala [4;, Ci] a [A1'41, Cial,a protoze Cia=Cia= ... =
= (4, je délku nutno zvétsit o C; — C;—.
Shrneme-li oba ptipady, pak dosavadni délku je nutno zvétsit
o C; — max(A4;, C;—1). Protoze délku prvniho intervalu zni-
me, s vyuzitim pravé popsaného postupu dokon¢ime algorit-
mus:
F:= C[1] — A[l1];
for i:= 2 to N do

F:= F + C[i] — max(A4[z], C[7 — 1]);
writeln(F).
Dukaz spravnosti algoritmu byl provadén soucasné s jeho
ndvrhem, sloZitost je linedrni.
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P-1-2

Je déna konelnd celoCiselnd posloupnost Xj, ... Xy takovd,
ze N=2a X; < ... <<Xy. Navrhnéte a dokaZte (co nej-
lepsi) algoritmus, ktery uréi celkovy pocet kone¢nych celo-
iselnych posloupnosti Vy, ... Vy takovych, ze Vo = ... =
= Vyaproviechnaz,1 =i= N,plati V;; + V; = 2 X.
Resent

Podle zadéni plati:

ViasV; pro i=1,2,...,N (1)
Via+Vi=2X, i=12,...,N (2)

Vyuzitim (1) a (2) dostdvame:

2Xi=Via+Vi= V11+V11——2Vz-1:’X12V11,

t=1,...,N 3
2X;=Via+Vi=V, +Vi=2Vi=X; =V,
i=1,2,..,N (4)
Vztahy (3) a (4) dohromady dévaji:

Xi=Vi<Xim i=1,2,...,N—1 )
Vo= X1, In=Vn (6)

Kazda z posloupnosti Vo, V1, ..., Vy je jednoznané uréena
svym libovolnym prvkem V; (ostatni prvky se vypocitaji z rov-
nic Via + Vj =2X;,7=1,2, ..., N)

Celkovy pocet posloupnosti Vo, Vi, ..., Vy je proto roven
poctu celych &isel, kterd mohou byt i-tym prvkem (pro libo-
volné pevné 7, 0 = ¢ =< N) né&jaké z takovych posloupnosti.
Rekneme, Ze celé &islo ¢ ma vlastnost o(z), 1 < i << N, jestlize
Xi=c= X;41 a jestlize existuje celoliselnd posloupnost
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Vo, Vi, ..., Vitakovd, Ze Vo= V1 =< ... = V; = ¢, a pro
viechnaj, 1 =;<1ije V1 + V; = 2X;.

Oznacme jako p(7) potet &isel s vlastnosti o(%).

Potom p(N — 1) je rovno hledanému poltu posloupnosti
Vo, Vi, ..., Vy. Plati: Jestlize p() = 0 pro n&jaké i, pak
P+ 1) =p(i +2) = ... = p(N — 1) = 0. Dile plati
p(1) = Xo — X1 + 1 (Cisla s vlastnosti 2(1) jsou totiZ pravé
jen viechna celd &isla splitujici nerovnost X1 =< ¢ < Xo).
Jsou-li ¢ a c» ¢isla s vlastnosti (i), 7 = 1,2, ..., N — 1 tako-
vd, Ze ¢ = c2 — k, k=0, pak pro ¢isla by, by takovd, Ze
1+ b1 = 2X;.41, ¢ + b2 = 2X;41, z té€chto rovnic dostane-
me by = bs + k.

Je-li ¢ rovngz &islo s vlastnosti o(7) takové, Ze ¢1 = ¢ < ¢», pak
Cislo b takové, Ze ¢ + b = 2X;41, vyhovuje nerovnosti
b1 = b = by. Z t&chto Uvah a z definice vlastnosti v(7) vyplyva,
Ze jsou-li viechna &isla s vlastnosti 2(7), 7 = 1,2, ..., N — 2,
pravé vSechna celd &isla ¢ splilujici nerovnost D = ¢ = H
pro n&jaké D a H, pak v3echna &isla b s vlastnosti o(7 + 1)
musi splilovat nerovnosti 2X;41 — H=b=2X;11 — D
a X1 < b= X4o a zdroveni kazdé celé &islo spliujici tyto
nerovnosti mé vlastnost o(7 + 1).

Protoze Cisla s vlastnosti 2(1) jsou viechna celd Cisla vyhovujici
nerovnosti X7 = ¢ =< X», jsme tedy schopni politat polty
p(i) postupné pro 7 =2, 3, ..., N — 1, jak je zachyceno
v algoritmu: {Pfedpokldddme, Ze prvky posloupnosti X jsou
uloZeny v poli X[1..N]}

D:=X[1;H:= X[2];potet := H — D + 1;
{potet = p (1)}

gipEstrg s
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while 7 << N and pocet > 0 do
begin {potet = p (i — 1)}
D1 := D;
D:=max (X [i,2 * X [{]] — H);
H:=min(X[{+1],2* X[i]]— D1);
if D £ Hthen polet:= H — D + 1
else pocet := 0;
{potet = p (i)}
1: =1+ 1
end;
writeln (pocet).

Algoritmus je linedrni, dikaz spravnosti je obsaZzen v ndvrhu
algoritmu.

P-1-3

Je dén nisledujici program:

10 LETY =1 Y:=1;
20 IF X > 100 while (Y <> 1) or (X < = 100)
THEN 60 doif X < =100

30LET X =X 4+ 11 then
4OLETY =Y 41 begin X := X + 11; {30}

50 GOTO 20 Y: =Y +1
60IFY =1 end

THEN 100 else

JOLET X =X —10 begin X := X — 10; {70}
8OLETY =Y —1 Y:=Y—1

90 GOTO 20 end;

100 STOP
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Necht m je libovolna celo¢iselnd hodnota vstupni promén-
né X. Oznalme A(m), resp. B(m) pocet provedeni piikazu
30, resp. 70 pfi vypoltu pro m. Urlete a zdivodnéte vztah
mezi hodnotami A(m) a B(m).

Reseni

Soutasné s prikazem 30, resp. 70 se vzdy provadi i pfikaz
bezprostiedné nésledujici, tj. Y :=Y + 1, resp. Y :=
Y — 1. Na pocatku je proménné Y prifazena hodnota 1,
tj. pfed cyklem plati ¥ = 1. Cyklus kon¢i pii splnéni pod-
minky ¥ =1 and X > 100. Proto v pfipadé ukon&eni
cyklu je hodnota proménné Y pied jeho provedenim a po
jeho ukonceni stejnd, a tedy poclet provedeni piikazu 30 se
rovnd pocltu provedeni pfikazu 70, tj. A(m) = B(m).

Nyni dokdzeme, ze pro kazdé m cyklus kon&i. Je-li m > 100,
pak se cyklus pfimo ukond&i. Pfedpokliddejme proto déle, ze
m < 100. Nejprve doplnime program o specidlni pomocné
proménné i, 7, n, tzv. Citale, které »podlitaji« polet skutel-
nych prichodi cyklem:

Y:i=1;1:=0;j:=0;n:= 0;
while (Y £ 1) or (X = 100) do
begin {(A}n:=n + 1;
if X < 100 then
begin X := X + 11; {30}
Y: =Y+ 1;
ti=1+1
end
else
begin X := X —10; {70}
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Y:=Y—1;
=7+ 1
end
end

Ukézeme, ze hodnota &itale n je shora omezena konstantou,
a tedy ze cyklus kondi. Je zifejmé, ze v bodé A vzdy plati

n=id+j. (1)

Tento vztah umoziiuje omezit n za pomoci omezeni pro I
a j. Ponévadz Y je zvétSeno o 1 vzdy spole¢né s 7 a zmenseno
o 1 vzdy spole¢né se zvétSenim j o 1, plati v bodé¢ A4 vzdy
podminka

Y=i—j+1. (2)
Podobné plati i
X =111 — 107 + m. (3)

Dile si viimnéme, Ze proménné Y je na politku prifazena
hodnota 1 a ze Y je zmenSeno jen tehdy, kdyz Y > 1.
Proto v A4 vzdy plati

Y=1, (4)
coz spolené se vztahem (2) davd, ze v A vzdy plati

=y ©)
Uzitim (5) a (3) dostavame

X=1li—10i+m=1+m (6)
X=117—-10j+m=j + m. )
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Settenim poslednich dvou nerovnosti dostaneme 2X = 7 +
+7 + 2m a uzitim (1) ziskime v bodé¢ 4 podminku

X=n2 +m. (8)

Omezenim hodnot proménné X se ndm tedy podafi omezit
i hodnoty ¢itace n.

Pti prvnim vstupu vypoltu do bodu 4 plati X = m and
Y =1 and n = 0. Podle naeho ptedpokladu je m < 100,
a proto v bodé 4 vzdy plati X < 111. Tedy v bodé 4 vidy
plati

(X=mand Y=1andn =0)or X < 111. 9)
Z (8) a (9) nyni dostdvime
X=Zn2+mand (X =mand YV =1andn = 0)
or X < 111] (10)
tedy
n=0orn?2+m< 111.

Hodnota citace n je shora omezena a cyklus musi skoncit.
P-1-4

(a) Navrhnéte schéma S, které potitd soudin dvou ptiroze-

nych ¢isel.

(b) Navrhnéte schéma S takové, Ze pro kazdé vstupni slovo X,

tvofené znaky a, b, ¢, je vysledek Y vypoltu dén takto:

— S(X) = X, je-li délka X sudi, a

— S(X) vznikne z X vynechdnim kazdého tfetiho znaku b
zleva, je-li délka slova X lichd.
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Pozndmka: Markovovy algoritmy

Konetnou posloupnost znakdl nazveme slovem (napfi-
klad, aba, 01A4B, 1234 jsou slova). Priazdnou posloupnost,
znalenou &, nazveme prazdné slovo. Pocet znakii ve slové
nazveme délkou slova (slovo ¢ je délky O, slovo abaa mé
délku 4). Zfetézeni slova P =a; ... a, se slovem Q =
=b1 ... by je slovo PQ =a1 ... an, b1 ... by (napt.:
Je-li P = aabb, Q = bba, pak PQ = aabbbba; je-li Q' = ¢,
pak PQ’ = aabb).

Jsou-li P a Q slova, fekneme, 7e slovo P se vyskytuje
v Q, jestlize existuji slova U a T takovd, ze Q = UPT.
Nejlevéjsi vyskyt P v Q je takovy, pro ktery ma slovo U
nejmensi délku.

Necht P a Q jsou slova. Vyraz tvaru P — Q nazyvime
obycejné pravidlo, vyraz tvaru P — .Q nazjyvdme koncové
pravidlo. Zépis P —(.)Q znamend obylejné nebo koncové
pravidlo. Kone¢nou posloupnost pravidel

S: P] —>() Q1

Py —(.)On
nazveme schéma. Kazdé schéma zadavd (tzv. Markovav)
algoritmus nisledujicim zpusobem. Vypocet podle schématu
S pro dané vstupni slovo X probihd takto: Nalezneme
prvni pravidlo P, —(.)Q,, takové, Ze P, se vyskytuje v X.
Nejlevéjsi vyskyt slova Py, v X nahradime slovem Q,. Necht
R, je vysledek tohoto nahrazeni (stru¢né budeme psat
X —Ry). Bylo-li pouZito koncové pravidlo Py, —.Qmn, pak
vypoclet konéi a vysledek vypoltu je slovo R;. Bylo-li pouZito
obytejné pravidlo Py, — O, pouzijeme na R; stejny postup,
ktery byl aplikovdn na X (schéma prohleddvime opét od
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zaCatku) atd. Jestlize nékdy nastane situace, kdy se Zddné
ze slov Py, ..., P, nevyskytuje v pravé zpracovaném slové
R;, pak vypocet kon&i s vysledkem R;. Pfi tom je moZné,
ze popsany proces nikdy neskondi. Pak fekneme, Ze vysledek
vypoctu neni pro slovo X definovan. Je-li vysledek vypoctu
pro X definovan, ozna¢ime ho S(X).

Priklad 1

Navrhnéte schéma S, které pfipiSe na konec kazdého slova X,
tvoteného ze znaka 1, 0, slovo 10. ReSenim je schéma

S: ¢l = Ic

0 — Oc
¢ —.10
E => €

Schéma S pouzivd pomocny znak c. Jako prvni bude apli-
kovano pravidlo & — ¢, nebot predchozi pravidla obsahuji
na svych levych stranich znak c, a ten se nevyskytuje v zad-
ném vstupnim slové. Navic, prazdné slovo se vyskytuje na
zalitku kazdého slova. Nisleduje opakované uziti vzdy
jednoho z prvnich dvou pravidel, a to tak dlouho, dokud
se ¢ »neposune« az na konec. Poté je aplikovdno tieti pra-
vidlo a vypocet kon¢i, nebot se jednd o koncové pravidlo.
Naptiklad pro vstupni slovo X = 1011 probihd vypocet
takto:

Ry = c1011, Ry = 1c011, R3 = 10cll, Ry = 101cl, R5 =
= 1011lc, R¢ = 101110. Stru¢né zapsino 1011 |- c1011 —
— 1c011 - 10cll - 101cl - 101lc +— 101110.
Poznamenejme jes$té, Zze uvedené schéma S Ize zapsat také
ve zkrdcené podobé ve tvaru:
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S: ex — xc

c —.10

& —> ¢
kde x € {0, 1}, ve kterém jsou prvni dv& pravidla pavodniho
schématu zapséna jako jedno pravidlo.
Piiklad 2
Navrhnéte schéma S, které »zdvojuje« vstupni slovo X
tvorené ze znaka a, b, tj. S(X) = XX. Relenim je schéma

S: za — adz (1)
2b — bBz (2)
Aa — a4 (3)
Ab — bA (4)
Ba — aB (5)
Bb — Bb (6)
z —>1 (7)
At — ta (8)
Bt — tb 9)
t —& (10)
g —z (11)

Schéma S pouzivd pomocné znaky A, B jako dvojniky pro
znaky a, b a dal$i pomocné znaky z, ¢.

Prvni bude aplikovano pravidlo (11), kterym se na zacatek
slova X pfipiSe znak z. Pak jsou opakované aplikovina pra-
vidla (1) a (2) ptipisujici za kazdy znak jeho dvojnika. Pfitom
se znak 2z posouvd doprava tak dlouho, dokud se nestane
poslednim znakem. Daile jsou aplikovana pravidla (3)—(6),
kterymi se pfesunou viechny znaky A, B doprava. Pfitom
zustdva zachovano vzajemné pofadi znaka a, b i vzdjemné
pofadi znaka 4, B. Tim vznikne slovo tvofené vstupnim
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slovem X, ndsledovanym jeho »dvojnikem«. Pravidlem (7)
se znak z zméni na znak z. Pravidly (8) a (9) jsou pak po-
mocné znaky A4, B nahrazeny svymi protéj§ky a, b. Vypocet
kon¢i uzitim pravidla (10), které odstrani pomocny znak 7
ze stfedu slova. Napiiklad pro vstupni slovo X = abb pro-
bihd vypocet takto:
X = abb — zabb — aAzbbt\—- aAbBzb - aAbBbBz \—
—abABbBz - abAbBBz |- abbABBz |- abbABB: |-
abbABtb — abbAtbb - abbtabb — abbabb.
Markovovy algoritmy muZzeme pouzivat i k préci s pfiroze-
nymi Cisly. Pro jeji usnadnéni se Casto pfirozené Cislo n
reprezentuje slovem 7, které je definovdno induktivné takto:
0 =a, n+ 1 =mna. Kazdou k-tici pfirozenych ¢&isel (m,
..., ng) reprezentujeme slovem (m1, ..., ng) = mbngb . ..
... bnp. Naptiklad (3, 1, 2) = aaaabaabaaa. Poznamenejme,
7e jsou mozné i jiné reprezentace.
Priklad 3
Navrhnéte schéma S, které politd soulet tfi pfirozenych
¢isel. Vstupnim slovem bude vy$e uvedena reprezentace této
trojice. Resenim je schéma

S:ba—¢
Kazdy vypolet podle schématu S konéi po dvou aplikacich
jediného pravidla schématu. VSimnéte si, ze na rozdil od
piiklada 1 a 2, kde vypocet koncil aplikaci koncového pra-
vidla, zde konéi vypolet tim, ze pravidlo jiz nelze vice apli-
kovat. Napf. pro soutet 1 + 1 + 2 je vstupni slovo X =
= aabaabaaa a vypolet probéhne takto: aabaabaaa —
I aaabaaa \— aaaaa. Vysledek reprezentuje Cislo 4.
Resent
a) Dvojici m, n ptirozenych Cisel (m, n = 0) reprezentujeme
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slovem a™+1lbgn+1, Algoritmus je zaloZen na postupném
»sCitani«. ReSenim je schéma

S: FXX —- FX (1)
FX —a (2)
aX — Xa (3)
EX — XaE (4)
E — D (5)
aDb — bE (6)
Db — F (7N
aD — Da (8)
XD — DX 9
bD — Db (10)
XC — CX (11)
»C — Db (12)
Ba — XB (13)
B - C (14)
Aaba — bB (15)
Aa — a4 (16)
&€ — A 17

Schéma S pouzivd pomocné symboly 4, B, C, D, E, F a X.
Algoritmus mé 4 &asti. Nejprve je vstupni slovo a”+lpan+1
pfevedeno pravidly (15) — (17) na tvar a™bBa”. Ve druhé
¢asti (pravidla (11)—(14)) je toto slovo pievedeno na tvar
amDbX". Slovo X" slouzi k zapamatovani druhého <&ini-
tele pro potfeby sitani. Treti &ast (pravidla (3)—(10))
realizuje vlastni ndsobeni. Pro kazdy symbol a vlevo od &
je za X7 pripsino slovo a” tak, ze X" je »zkopirovino«.
Pfesnéji muzeme jeden krok Cinnosti algoritmu v této &ésti
popsat takto: am~iDbX"qt-n |- qm—i-1 pEX"qi-" - .. |-
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agm—i-lp XngnuDgi*n - | |- gm—i-1DpXnqgli+l) n (pro 1>
> 0). Tato &ast konci aplikaci pravidla (6). Posledni &ast
(pravidla (1)—(2)) pak jiz jen vymaze pomocné X a doplni
jeden symbol a, ¢imz dostaneme vysledny tvar am«»+1,

b) ReSenim je schéma (ve zkriceném zipisu, kde x, ye {a, b})

S: Ba — aB (1)
Bb — bC 2)
Ca — aC (3)
Cb — bD (4)
Da — aD (5)
Db — B (6)
B —.¢ (7
C —.c (8)
D —.¢ 9)
Axy — xy4 (10)
xE — Ex (11)
E — B (12)
Ax — Ex (13)
A —.e (14)
€ — A4 (15)

Schéma pouzivd pomocné symboly 4, B, C, D, E. Nejprve
je pravidlem (10) pomoci 4 po dvojicich znaku prochizeno
vstupni slovo X. Je-li slovo sudé délky, pak je vysledek
Cteni tvaru YA, je-li liché délky, pak YAa nebo YAb. Pro
lichou délku je pravidly (11)—(13) toto slovo pievedeno na
tvar BX a tim pfipraveno k provedeni pozadovené modifi-
kace. Nasleduje postupné prochdzeni slovem pravidly
(1)—(6), ptitemz pomocny symbol urluje, kolikité b (mod 3)
je hledédno: B - prvni, C - druhé, D - tfeti. Tteti symbol b
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je pravidlem (6) vymazin. Vypocet kon&i aplikaci jednoho
z pravidel (7), (8), (9) po zpracovéani celého slova. Pro slovo
sudé délky je pomocné A pravidlem (14) vymazéno a vy-
pocet bezprostiedné kenéi s S(X) = X.

P-11-1

Jsou ddna dvé celotiselnd pole 4, B (1..N) takovd, Ze
N >2,apro viechna 7, 1 =1 < N, plati A(G) < N, B(i) <
< N, A(i)+ B(1), A(%) >1 nebo A7) = 0, B(i) >1 nebo
B() = 0.

Mezi N mésty, olislovanymi postupné od 1 do N, je
vybudovéna jednosmeérnd silni¢ni sit podle téchto pravidel:

1. Pro v8echna 7, 1 £ 7 < N, vede piima4 silnice z mésta ¢
do mésta A(7), jestlize A(7) >0, a z mésta ¢ do mésta B(7),
jestlize B(i) > 0.

2. Z4dné jiné silnice nejsou.

Navrhnéte a dokazte (nejlépe linedrni) algoritmus, ktery
urci, kolika raznymi zplasoby se lze dostat z mésta 1 do
mésta N.

Pozndmka. Algoritmus je linedrni, jestlize existuje pfirozené
Cislo L takové, ze zadny krok algoritmu se neprovede vice-
krat nez L * N krit.

Resent

Z definice silni¢ni sité vyplyva, 7e kazda primé silnice vy-
chdzi z mésta, jehoz ¢islo je men3i nez ¢islo mésta do néhoz
vede, a Ze mezi zddnymi mésty nevede vice nez jedna pfima
silnice. Cisla mést, kterymi projizdime pfi libovolné cestd
v silniéni siti, tvofi tedy vzestupnou posloupnost a do 74d-
ného mésta, kterym jsme projeli, se nemuzeme jiz vratit.
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Pro viechna i, 1 £ ¢ < N, oznalme jako p(7) polet cest
z mésta 1 do mésta ¢ a jako PRED(7) mnozinu &isel téch
mést, z nichz vede pfima silnice do mésta :. Definitoricky
polozme p(1) =1. Z vySe uvedenych vlastnosti silni¢ni
sité zfejmé& plyne, ze pro viechna 7, 1 << i < N, je p(i) rovno
soultu viech p(k), pro néz k patii do PRED(i). ProtoZe pro
viechna % z mnoziny PRED() plati 2 < i, miZeme hodnotu
p(7) stanovit, jakmile zndme hodnoty p(k) pro vSechna %,
1 <k <i. To nis vede k tomu, Ze hodnoty p(i) budeme
zji§tovat pro mésta v pofadi = 2, 3, ..., N.

Vypolet hodnoty p(i), kterd je souttem zminénych séitancu,
budeme prubézné provadét ve slozce c[z] pomocného pole
c[1...N] a budeme pfitom vychidzet ze zpusobu zadéni
silni¢ni sit€¢ v polich 4[1..N] a B[1..N].

Jestlize totiz A[k] = i a i % 0, pak kePRED(i), a mame-li
jiz vypocltenou hodnotu p(k), kterd je jednim ze sCitancu
tvoticich soudet p(i), muZeme ji hned pfitist k prubéznému
soultu v ¢[7]. Analogickd Gvaha plati pro pole B.
Algoritmus navrhneme tak, aby byla zachovévéna platnost
tvrzeni P(i), 1 £ i < N.

P(i): Provsechnaj, 1 <j < N, plati, Ze ¢[/] je soucet viech
p(k) takovych, ze k € PRED (;) and (k& < i).

for i:=2to N do ([i] := 0;
1l :=:1;
{Zde plati c[1] = p(1)}
for i:=1to N —1do
begin {zde plati P(i)a c[1] = p(1)}
if A[i] + 0 then c[A[i]] := [A4[i]] + [i];
if B[i] =~ 0 then ([B[i]] := [B[i]] + c[7];
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{zde plati P(i + 1)}
end;
{zde plati P(N) = v ¢(N) je hledany vysledek }
writeln (¢[N]).

Z platnosti P(7) a c[1] = p(1) pfed provedenim téla cyklu
a z vlastnosti hodnot p(7) plyne, ze pro viechnaj, 1 <7 < 4,
je c[j] = p(j). Pri¢teme-li tedy zndmou hodnotu p(i) k t€m
hodnotdm c[%k], pro né&z iePRED(k), splnime podminku
P(i + 1). Algoritmus je lineérni.

P-Il-2

H-sekvence je kone¢nd posloupnost tvofend z 0 a 1 podle
téchto pravidel:

1. 0 je H-sekvence,

2. Jsou-li H a H' dvé H-sekvence, pak i spojeni 1HH’
je H-sekvence a

3. z4dné jiné H-sekvence nejsou.

Je ddno pole H(1..N) tvofené z 0 a 1, N = 1. Navrhnéte
a dokazte algoritmus, ktery rozhodne, zda kone¢na posloup-
nost H(1) ... H(N) je H-sekvence.
Piiklad
Posloupnost 1011000 je H-sekvence, nebot vznikla spojenim
podle bodu 2 ze sekvenci H =0 a H’ = 11000, pfi tom
H je H-sekvence podle bodu 1, H’ je H-sekvence, kterd
vznikla opét podle bodu 2 z H” = 100 a H-sekvence 0.
Konetné H” je spojenim podle bodu 2 H-sekvenci 0 a 0.
Resent
Nejprve si v§imnéme, Ze podle druhého pravidla je kazda
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(netrividlni) H-sekvence tvaru 1H;H,. Jestlize chceme
zjistit, zda je zadand posloupnost zalinajici 1 H-sekvenci,
musime zjistit, zda je zbytek této posloupnosti (po odstranéni
prvni 1) zietézenim dvou H-sekvenci. Predpokladejme, Ze
H; je opét tvaru 1H3H;. Pavodni posloupnost bude H-sek-
venci, jestlize je zbytek posloupnosti HiH> (opét po odstra-
néni prvniho symbolu) zietézenim HsHiH> tii H-sekvenci.
Zobecnéni téchto Gvah nis privadi k zavéru, ze ulohu umime
vyresit, pokud muzZeme zjistit, zda je néjakd posloupnost
z 0 a 1 zfetézenim urcitého poctu H-sekvenci. Vzhledem
k tomu, Ze vlastni zacdtek H-sekvence neni H-sekvenci, lze
posloupnost z 0 a 1 rozlozit nejvyse jednim zpusobem do
zietézeni H-sekvenci. Pocet H-sekvenci je pfi tom jedno-
zna¢né urcen prvnim symbolem posloupnosti, a sice takto:
(1) Posloupnost tvofend jedinou 0 je H-sekvenci (pravidlo 1).
Tedy posloupnost z 0 a 1, kterd zacind 0, je zfetézenim
m H-sekvenci, m = 1, pravé kdyZ je zbytek této posloup-
nosti zietézenim m — 1 H-sekvenci.

(2) Posloupnost zainajici 1, kterd je nasledovdna dvéma
H-sekvencemi, je H-sekvence (pravidlo 2). Proto posloup-
nost z 0 a 1, kterd zalind 1, je zfetézenim m H-sekvenci,
m =1, pravé kdyz je zbytek této posloupnosti zietézenim
m + 1 H-sekvenci. Algoritmus vychdzi bezprostfedné z pro-
vedeného rozboru. Jeho idea je ndsledujici:

Budeme postupné prochazet zadanou posloupnosti a na
zakladé pravé zpracovavaného symbolu urcovat, z kolika
H-sekvenci musi byt zietézen zbytek. Puvedni posloupnost
bude H-sekvenci, pravé kdyz po zpracovani celé posloup-
nosti mé néasledovat nulovy pocet H-sekvenci. :
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mi=1;n:=0;
while (m =~ 0) and (n 5= N) do
begin n:=n + 1;
if Hn) =0 thenm:=m—1 {viz(1)}
elsem:=m+ 1 {viz(2)}
end; ’
if im = 0) and (n = N) then write ("je H-sekvence’)
else write (‘neni H-sekvence”).
Algoritmus je linedrni.

P-11-3

V urné je m bilych a n ¢ernych kuli¢ek, m,n = 0, m + n =

Néahodnym zpusobem vytdhneme z urny dve kuhcky. ]sou h

stejné barvy, vloZime misto nich do urny jednu Cernou ku-

licku; nejsou-li stejné barvy, vloZzime misto nich do urny

jednu bilou kuli¢ku. Cely postup opakujeme tak dlouho, az

v urné zbude jedna kuli¢ka. Pfedpoklddejme pfi tom, ze mame

k dispozici neomezeny pocet ¢ernych kulicek.

a) Stanovte, po kolika krocich popsany algoritmus skondi.

b) Pro viechny dvojice m, n takové, ze m + n = 4, urCete
barvu posledni kuli¢ky v urné.

c¢) Urcete barvu posledni kuli¢ky v urné v zdvislosti na m
an.

Reieni

a) Pfi kazdém kroku algoritmu odebereme z urny dvé ku-

licky a vratime jen jednu. Pii kazdém kroku dojde tedy ke

snizeni poCtu kuli¢ek v urné o 1. Na pocétku je v urné m + n

kuli¢ek. Algoritmus kondi, jestlize v urné zustdvé jedna ku-

licka. Algoritmus tedy kon&i po m + n — 1 krocich.
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b), ¢) Zkcumejme nejprve, jaky vliv maji jednotlivé tahy na
pocet Cernych a bilych kuli¢ek v urné:

— jsou-li tazeny dvé Cerné, pak je vracena jedna Cerni;
pocet bilych se neméni a polet Cernych se zmensi o 1;

— jsou-li tazeny dvé bilé, pak se polet bilych snizi o 2
a pocet Cernych se zveétsi o 1;

— je-li tazena Cernd a bild, pak po tahu je v urné o jednu
bilou méng, ale po pfiddni dal3i bilé (jejim vriceni) je
jejich pocet opét stejny jako pfed tahem a polet Cernych
se zmen$i o 1.

Z uvedené analyzy vyplyvd, Ze po kazdém tahu je poclet
bilych kulicek v urné bud stejny jako pied tahem, nebo o 2
mensi. Proto posledni kulicka v urné je Cernd, pravé kdyz
pocet bilych kuli¢ek na po&éitku je sudy.

Odpovéd na ¢ast b) dostdavame aplikaci praveé ziskaného za-
véru na pripad, kdy m + n = 4.

P-11-4
Necht P =ap ... an je neprizdné slovo. Slovo opatné ke
slovu Pjeslovo P’ = a, ... ap.

Navrhnéte schéma S, které urdi, zda vstupni slovo X, tvofené
znaky 4, B, C, je tvaru PP’ pro né&jaké slovo P, tj.

S(X) = ¢ pravé kdyz X = PP,
pro né&jaké slovo P (¢ je prazdné slovo).
Reseni
Pokud by byl ve vstupnim slovu vyznalen stied, tj. slovo
by bylo tvaru PtP’, t€ {4, B, C}, pak by fefenim bylo
schéma
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ata —t, ac{4,B,C}
r  —.g,

které od stfedu postupné maze symetrickou c¢dst. Urceni
stfedu vSak nemusi byt snadné.

Viimnéme si, ze slovo X je tvaru PP’ pravé kdyz slovo XX
je tvaru RR’, nebot X = X’ pravé kdyz X je tvaru PP’
Tato skuteCnost dovoluje fesit nyni ulohu tak, ze vstupni
slovo X nejprve pievedeme na slovo X:X s vyznaCenym
stiedem (»zdvojime je«), a pak budeme zkoumat symetri¢nost
shora uvedenym zpusobem. Ke zdvojeni pouzijeme jako
pomocné symboly dvojniky 4, B, C k symbolam 4, B, C,
symbol ¢ k vyznaCeni stiedu a symbol 2z jako ukazatel pouzi-
vany pfi prochizeni slovem. Re$enim tlohy je schéma

S: za — aaz ))
ab — ba (2)
z —>t 3)
at — ta 4)
ata — t (5)
r —¢ (6)
& —z ©)

kde a, be {4, B, C}.

Nejprve je aplikovano pravidlo (7), kterym se na zalitek
slova X ptipi§e symbol 2 (tj. X — zX). Pak je opakované
aplikovano pravidlo (1) ptipisujici za kazdy znak jeho dvoj-
nika. Aplikaci pravidla (2) se pfresunou viechny znaky
A, B, C doprava za viechny znaky 4, B, C. Zustavé zacho-
vino vzdjemné poradi symbola ve slové (tj. 2 X ... - XX2).
Pravidlo (3) méni 2 na t a pravidlo (4) méni dvojniky opét
v puvodni symboly a soufasné vyzna¢i stied (tj. XXz
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—...  XtX). Pak je aplikaci pravidla (5) provéfovéna
symetri¢nost. Pravidlo (6) kon¢i Cinnost algoritmu a prévé
v piipadé, ze slovo bylo tvaru PP’ je vysledkem prédzdné
slovo.

P-IH-1

Jsou déna dvé celotiselnd pole A, B(1..N) takova, ze

Ne &
A(?)=0a B(i) >0 pro viechna 7,1 £ 71 < N,
A1)y + ... + A(N) = B(1) + ... + B(N).

Podél kruhové zdvodni dréhy je umisténo N nadrzi s ben-
zinem, po fadé o&islovanych od 1 do N. Po néddrzi s Cislem N
nésleduje opét nadrz s &islem 1. V nadrZi ¢ je A®7) litra ben-
zinu a spotieba benzinu pfi cesté od nadrze ¢ k nésledujici,
tj. (¢ mod N) + 1, je B(7) litr benzinu.

Navrhnéte a dokazte algoritmus (nejlépe linedrni), ktery
ur¢i vSechny néddrze, od kterych muze viaz, s poclitetné
prazdnou a dostatetné velkou néadrzi, projet celym okruhem
(ve sméru daném olislovanim nddrZi).

Pozndmka 1

(i mod N) je zbytek po déleni &isla ¢ &islem N.

Pozndmka 2

Algoritmus je linedrni, jestlize existuje pfirozené Cislo L
takové, Ze z4dny krok algoritmu se neprovede vice nez
L*N.

Reseni

Ukazme nejprve, naptiklad matematickou indukei vzhledem
k poltu nadrzi N, Ze existuje alespoil jedna nadrz, od které
se d4 objet cely okruh.
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Pro N =1 to ziejmé plati. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati
pro N — 1 a ukazme, Ze plati i pro N. Ze zadani plyne, Ze
musi existovat nddrz j, od niz se d4 dojet k nadrzi ; + 1.
Vytadme néddrz j + 1 z okruhu tak, Ze jeji obsah pfidédme
do nadrze j (k A(j) pri¢teme A(j + 1)) a upravime spotfebu
benzinu pii jizdé od nddrze ; k nésledujici (k B(j) pfi¢teme
B(j + 1)). Méme nyni okruh s N — 1 nddrzemi spliujici
podminky zadani. Podle piedpokladu existuje nadrz &,
od niz se d4 objet cely okruh. Od téze nddrze & se dd oviem
objet i ptvodni okruh s N nadrzemi.

Definujeme funkci S(z, j), kterd udéva obsah néadrze auto-
mobilu po jizdé od nddrze 7 k nddrzi 7, pti¢emZ vozidlo s po-
Cate¢né prazdnou nddrzi natankuje poprvé u nidrze 7, poté
u kazdé nidrze, kolem které projizdi, a dojede k nadrzi j,
aniz by u ni tankovalo.

j—1
> (A(R) — B(k)) proi<j
SG,j) =1 ' i—i
S (A(R) — B(R) + S (AR) — B(R)) pro i = j.
k=1 k=1
Funkce (na rozdil od reality) muze nabyvat i zapornych
hodnot. Plati 8z, j) = S(3, 7 — 1) + AG — 1) — BG — 1).
Odnédrze 7, 1 < ¢ £ N, se di objet cely okruh pravé tehdy,
kdyz splituje podminku
d(7): pro v8echnaj, 1 <7 < Nje S(1,7) = 0.
Budeme zjistovat postupné pro ndadrze 1 =1, 2, ..., N,
zda se od nich d4 dojet k nddrzi 1. D4-li se od néddrze 7 dojet
k nddrzim A=:+1, 14+ 2, ..., 7 —1, kde 1<j < N,
tj. S(¢, k) = 0 pro viechna A, ale ned4d se dojet k néadrzi 7,
ti. S8(i, /) <0, pak ani jedna z nddrzi A, i< h <) — 1,
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nespliluje podminku d(%) (pfi jizdé cd 7 k j jsme jimi pro-
jizdéli s nezdpornym obsahem nidrze, a pfesto jsme nedc-
jeli) a jako néasledujici budeme provéfovat nddrz j. Timto
zptsobem najdeme minimélni % takové, Ze od nddrze % se
da dojet k nadrzi 1. Kdyby néddrz % nesplilovala podminku
d(%), nespliiovaly by pcdminku d(%) ani nddrze b = k& + 1,
..., N, a protoze rovnéZ nidrze m =1, 2, ..., & — 1 ne-
spliuji d(m), byl by to spor s existenci alespoil jedné nadrze
spliiyjici podminku d. N4drZ % tedy spliluje podminku d(%)
a vSechny ostatni nadrze # spliujici d(%) jsou ty, pro néz
Sk, b)) = 0.

Algoritmus

Ji=1l3k:=1,5: =0;
while ; =< N do
{zjituj, zda se dé od nadrZe % dojet k nadrzi 7}
begin s := s + A[j] — Bljl;j:=7 + 1;
if s << 0 then begin 2 :=;;s5:= 0 end
end;
{od nadrze k se d4 objet cely okruh, od 1, 2, ..., k£ — 1
nikoliv }
writeln (k); s : = A[k] — B[k];
forj:=% + 1to Ndo
begin if s = 0 then writeln (5);
s:=s + A[k] — B[]
end;

Dukaz sprivnosti je obsazen v argumentaci pro navrh algo-
ritmu. Algoritmus je linedrni.
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P-11-2

Je déno celotiselné pole A(1, ..., N), N = 1. P-sekvence
délky % pro pole A4 je celotiselnd posloupnost p1, ..., pr ta-
kovéd, ze £ = 1, pro viechna 7, 1 = 1=k, plati 1 = p; = !
api-1 <pi= Alpi).

Navrhnéte a dokazte co nejlepsi algoritmus, Ktery uréi ma-
ximalni délku P-sekvence pro pole A.
Resent
Jednim z mnoha zpusobu feSeni ulohy je nalézt pro kazdé j,
1 =7 = N, délku m(j) nejdeldi P-sekvence, jejiz posledni
¢len je 7, a z hodnot m(j) vybrat maximalni.
Ozna¢me jako P(7, 7)-sekvenci P-sekvenci, jejiz posledni Clen
je 7 a ostatni ¢leny p vyhovuji nerovnostem 1 =p a p <1i.
Ozna¢me déle jako d(j, 7) délku nejdeldi P(j, 7)-sekvence.
Ziejmé d(j, 1) = 1,d(G, k) =< d(j, 1) pro k < 1 ad(j,j) = m(j)
pro viechnay, 1 =7 = N.
Hodnoty d(j, 1) tedy zname, pfirozenym dal$im postupem je
pocitat hodnoty d(7, 7 + 1) na zdkladé znalosti hodnot d(7, 7).
Hodnoty d(j, ©) budeme uklddat v pomocném poli ¢[1..N],
maximum z jiz vypoltenych hodnot m(j) v proménné m
a algoritmus budeme navrhovat tak, aby pfi vypoltu byla
dodrzovana platnost tvrzeni Q(z):

c[j] = d(j,7) proviechnaj, 1=;=N
a soutasné m = max{m(l), m(2), ..., m(i)} .
Prvni verze algoritmu muze tedy vypadat takto:
for::=1to Ndo ([i]:=1;
m:=1;

{zde plati Q(1)}
fori:=1to N — 1 do
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begin  {zde plati Q(i)}
S; (S je pfikaz pro vypolet hodnot d(j, i + 1)}
{zde plati Q(7 + 1)}
end;
{zde plati Q(N)}
writeln(m)

Potitame-li hodnoty d(j, i + 1) na zékladé jiz dfive vypocte-

nych hodnot d(j, 1), vyjdeme z téchto fakta

— ziejmé d(j,1 + 1) = d(j, 1) pro viechnaj, 1 =; < 7,

— hodnota d(j, i + 1) se muze li§it od d(j, 7) jen tehdy, exi-
stuje-li P-sekvence s poslednim ¢lenem ; a pfedposlednim
¢lenem 7. Z definice P-sekvence plyne, Ze v tom piipadé
musi byt ;j = A[7].

Stadi tedy pocitat jen hodnoty d(j, 7 + 1) pro j spliiujici ne-

rovnosti 7 + 1 = 7,7 = N,j = A[1].

Piikaz S muzeme Caste¢né rozepsat:

forj:= 1+ 1 to min(N, A[:]) do

begin U;

end;
M;
Jedinou P(j, ¢ 4+ 1)-sekvenci s délkou vétsi nez d(j, i) muze
byt P-sekvence vytvofend z nejdelsi P(7, 1)-sekvence (jeji délka
je d(i,7) pfidanim ; jako posledniho ¢lenu. Vznikla P-sekvence
je P(j,1 + 1)-sekvenci a jeji délka je d(7,7) + 1. Toto vyuzije-
me piidokonceni pifikazu S.

forj:=1 + 1 te min(N, A4[7]) do
if c[i] + 1 > ([j] then [j] := c[i] + 1;
{hodnota d(i + 1,7 + 1) = m(i + 1) je nyni v ¢[7 + 1]}
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if (i + 1] >mthenm := ¢[1 + 1];

Koneln4 verze algoritmu:

for i:=1to N do 7] := 1;
mi=1;
{zde plati Q(1)}
fori:=1to N —1do
begin  {zde plati Q(i)}
for j := 1 + 1 to min(N, A[:]) do
if c[i] + 1 > ¢[f] then ¢[j] := c[1] + 1;
if [z + 1] >mthenm := c[i + 1];
{zde plati Q7 + 1)}
end;
{zde plati Q(N)}
writeln(m). «

Dukaz sprévnosti algoritmu byl providén Soulasné s kon-
strukei algoritmu. Uvedeny algoritmus ma kvadratickou slo-
Zitost.

P-1I1-3

Je dén kruh s 16 svétly a vypina¢. Kazdé svétlo se nachdzi
pravé v jednom ze dvou stavia - sviti, nesviti. Jedno otoeni
vypinacem vyvold zménu stavu kazdého svétla v zdvislosti na
dosavadnich stavech tohoto svétla a svétla nasledujiciho (ve
sméru pohybu hodinovych ruci¢ek) podle téchto pravidel:

1. Jestlize svétlo i jeho nésledovnik sviti, pak svétlo sviti déle.
2. Jestlize svétlo sviti a jeho nisledovnik nesviti, pak svétlo

prestane svitit.
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3. Jestlize svétlo 1 jeho nésledovnik nesviti, pak se svétlo roz-
SViti.
4. Jestlize svétlo nesviti a jeho nasledovnik sviti, pak svétlo
nesviti dale.
Dokazte, ze pro libovolné pocatecni stavy svétel budou nej-
vyse po 16 otoCenich vypinaem svitit viechna svétla.
Reseni
Miame dva mozné stavy kazdého svétla. Tyto stavy budeme
modelovat pomoci pravdivostnich hodnot (pravda, nepravda)
a zménu stavu jako logickou funkci & argument i (Cislo
svétla) a j (pofadové &islo otoCeni vypinatem), 7, ; = 0, defi-
novanou takto:
b(1,7) = »i-té svétlo sviti po j-tém otoleni«.
UvaZujme situaci po j otoenich a popi§me situaci, kterd na-
stane po dal$im otoceni, tj. vyjadiime hodnotu &(7, j + 1) po-
moci hodnot b(7, j) a b(¢ + 1, ). Plati, Ze svétlo 7 bude po
J + 1 otoCenich svitit, pravé kdyz svétla za ¢ + 1 po j otoCe-
nich souasné obé bud svitila, nebo nesvitila, coz vyplyva
z pravidel [1] a [2].
Formalné piseme

b(i,j + 1) =[8(1,7) =0 + 1,/)] . (1)
Podobné z pravidel [3] a [4] dostavame
b(i + 1,7) =[o(,7 + 1) =80, 7)) - (2)

Vztahy (1) a (2) zapiSeme (vzhledem k asociativité logické
ekvivalence) do jediného vyrazu

b, 7 + 1) =b(,/) =i + 1,)). 3)

Nagim cilem je ukézat, ze b(7,j + 16) je pravda. Za timto tce-
lem dokézeme obecnéjii vysledek, a sice ten, ze plati
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H(E): (1,7 + 2F) = b(i,7) = b(i + 2,j) . @

Potom, protoze 16 = 2%a b(7,7) = b(i + 16,/)je pravda, bude
platit, ze i b(z,j + 16) je pravda. Vztah (4) dokdZeme indukci.
Pro £ =0 je 20 = 1 a H(0) plati podle (3).
Nyni predpokliddejme, ze plati H(k) pro & >0, a dokazme
platnost H(k + 1). Podle indukéniho pfedpokladu plati

b(i,j + 2% + 28) = b(i,j + 2F) = (i + 2%, + 2F) (5)
a rovnéz i

b(i + 2k, + 28) = b(i + 2F,j) = b(i + 2¥ + 2F,/). (6)
Spojenim vztaha (5) a (6) dostdvame
b(i,j + 2KH) =b(i,j + 2F) = b(i + 2%,/) = b(i + 2F+1,5) . (7)
Protoze vsak

b(i,j + 2¥) =¥(i,/) = b(: + 2,)),
plati i
H(k + 1): b(i,j + 2k+1) = b(4,7) = b(i + 2k+1,)) .

P-1ll-4

Libovelné prirozené Cislo n je reprezentovano v undrni sou-
stavé slovem Uy, které obsahuje pravé n + 1 znaka 1 (U, = 1,
Up = 11, atd.). Ozna¢me B, reprezentaci pfirozeného Cisla n
v binérni soustavé (By = 0, By = 1, By = 10, atd.).
Navrhnéte schéma S, které pievadi undrni reprezentaci pfi-
rozeného (isla na reprezentaci binarni, tj. pro libovolné pii-
rozené Cislo 7 je
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S(Uyn) = By,

a déle navrhnéte schéma T, které pfevadi bindrni reprezentaci
prirozeného Cisla na unarni, tj. pro libovolné pfirozené &islo
je

T(By) = U, .

Resent

a) Navrhneme schéma S, které pfevadi undrni reprezentaci
pfirozeného Cisla na bindrni. Pfevod bude realizovan postupné,
a proto budeme pracovat se slovem tvaru XBY, kde X repre-
zentuje doposud vytvofenou bindrni reprezentaci a Y zby-
vajici Cdst undrni reprezentace. Zacindme slovem ByBU,
a postupné pro kazdy symbol 1 v undrni Césti pfi¢teme jed-
ni¢ku k bindrni Casti.

S: 04 — 1 1)
14 — A0 2)
A =1 3)
B11 — AB1 (4)
Bl — ¢ (5)
e — 0B (6)

Schéma pouziva pomocné symboly A4, B. Nejprve je pravid-
lem (6) pfevedeno vstupni slovo U, na 0BU,. Pravidlem (4)
je zapofato zpracovani jednoho symbolu 1, které spoliva
v jeho odstranéni a v pricteni jednicky k levé Césti. Pravidla
(1), (3) pfedstavuji pfi¢teni jedni¢ky bez pfenosu do vyssich
radu, (2) s ptrenosem. Vypocet kon¢i vymazanim posledniho
symbolu 1 pravidlem (5).

b) Bindrni reprezentace B, (isla n je posloupnost ay, ... ag
cifer 0 nebo 1 takovd, ze plati

n=amu.2"m + ap—1.2"1 + .. +a1.2 +ag.
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Po upravé muzeme C&islo n vyjadrit téz ve tvaru
n=_..(amn2+an1)2+ ... +a1).2+ao.
Resenim je proto schéma

T: 1X — X11

X -

Cl — X1C
co — XC

C —

e —

€

1
C

(D
2
©)
(4)
)
(6)

Pravidly (3) a (4) je postupné odebirdn nejlevéjsi symbol z bi-
néarni reprezentace a pravidlem (1) je vZdy provedeno ndsobeni
dvéma, které konci aplikaci pravidla (2). Pokud je odebirdna
cifra 1, pak je soutasné pravidlem (3) i pfi¢tena jednicka.
Algoritmus konéi aplikaci pravidla (5), které dopliuje

(n + 1)-ni jedni¢ku do unirni reprezentace Cisla 7.
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