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Medzinirodna matematicka olympiada

29. medzindrodnd matematickéd olympidda sa konala v dfioch
9.—21. jula 1988 v Australii pri rekordnej ucasti 268 suta-
7iacich zo 49 krajin. Dal3ich 8 krajin - Fidzi, Franctzska Po-
lynézia, India, Novd Kaleddénia, Reunion, Thajsko, Tonga
a Zipadni Samoa vyslali pozorovatelov. Ceskoslovensko re-
prezentovalo uplné 6¢lenné druzstvo. Sutaz riadila medzi-
nirodna porota, v ktorej kazd4 zacCastnend krajina mala svojho
zastupcu.

Porota pod vedenim profesora R. Potzsa z Australie vybrala
z navrhov udloh jednotlivych krajin 6 sutaznych tloh a roz-
hodla, Ze kazd4 uloha bude hodnotend maximaélne siedmimi
bodmi. Sldvnostné zahdjenie sttaze bolo popoludni 14. jala
za pritomnosti austrdlskcho ministra price a vzdelavania
p. J. S. Dawkinsa. Ziaci riesili Glohy 15. a 16. jala dopoludni,
prvy deil prvua trojicu uloh, 2. deil druhd trojicu uloh, na
rieSenie bolo k dispozicii po 4,5 hodiny ¢istého Casu.

Texty Gloh

(v zatvorke za tGlohou je uvedena krajina, ktord tlohu navrhla)

1. V rovine st dané dve ststredné kruZnice s polomermi
R ar (R >r)abod P na mensej kruznici. Nech bod B
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je (premenlivy) bod velkej kruznice. Dalej nech priamka
BP znovu pretina velka kruznicu v bode C a kolmica /
na priamku BP v bode P pretina mali kruznicu v bode A4
(ak 7 je doty¢nica ku kruznici v bode P, tak 4 = P). Potom

1. N4jdite mnoZinu hodnét vyrazu |AB|2 + |AC|2+ |BC|2.
II. Néjdite geometrické miesto bodov stredov usetky AB.
(Luxemburg)

2. Nech 7 je kladné celé Cislo a nech Aj,Aq, ..., Agyi st
podmnoZiny mnoziny B. Predpokladajme, Ze
a) A; ma prave 2n prvkovprei = 1,2, ...,2n + 1
b) A; N A; obsahuje prive jeden prvok pre vietky i, j

1Zi<j=2n+1

¢) kazdy prvok mnoZiny B patri aspoti do dvoch mnozin A;.
Pre ktoré &isla n existuje zobrazenie f: B — {0, 1] tak, aby
kazd4 mnozina A;obsahovala préve n prvkov, ktorym je
priradend 0? (CSSR)

3. Na mnozine kladnych celych &isel je definovana funkcia
f nasledovne:

=1, f3) =3
f(2n) = f(n)

fldn + 1) = 2f(2n + 1) — f(n)

f4n + 3) = 3f(2n + 1) — 2f(n)
pre vietky kladné celé ¢isla n. Urcte pocet tych celych klad-
nych &isel n neprevySujtcich 1988, pre ktoré f(n) = n.
(Velka Britania)

4. Dokazte, ze mnozina takych redlnych Cisel x, pre ktoré

70 k 5
N

, = —
iyx— kT 4
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je zlozen4 z disjunktnych intervalov, ktorych stdet dizok
je 1988. (frsko)

5. V pravouhlom trojuholniku ABC s preponou BC oznatme
D pitu vysky z vrcholu A. Priamka, ktord spojuje stredy
kruznic vpisanych trojuholnikom ABD a ACD pretina
strany AB, AC po rade v bodoch K, L. Oznatme S, resp.
T, obsah trojuholnika ABC, resp. AKL. Dokiite, 7e
S = 27T. (Grécko)

6. Nech a, b st také kladné celé &isla, Ze &islo ab + 1 je deli-

a® + b2
telom Cisla a2 + b2. Dokdzte, Ze Cislo ——
ab + 1

je Stvorcom

prirodzeného &isla. (SRN)

Vybrané tlohy s vynimkou S$iestej ulohy neboli tazké, boli
z klasickych tém a ich obtaznost bola primerand Grovni suta-
ze. Siesta tloha bola velmi tazka, vyriesilo ju len 11 stfazia-
cich, jej rieSenie sa zakladalo na netradi¢nom obrate.

Koordindcia oprav uloh prebehla hladko, takze 19. jula na
zivereCnom zasadani poroty sa rozhodovalo uz len o bodo-
vych hraniciach pre jednotlivé ceny. Stanovili sa takto 33 —42
bodov 1. cena, 23—31 2. cena, 14—22 3. cena. 20. jala bolo
sldvnostné odovzdidvanie cien a ukonlenie olympiddy. Prvé
ceny odovzdaval australsky ministersky predseda p. R. 7. L.
Hawke. Medzi tymi, ¢o ziskali prvi cenu bol aj 13-ro¢ny
Austral¢an Terrence Tao (bola to uz jeho tretia medzinarodna
olympidda). Jedint zvla$tnu cenu za elegantné rieSenie Glohy
ziskal Gcastnik z Bulharska. Vysledky ¢lenov ¢eskoslovenského
druzstva ako aj ostatnych sutaziacich vidno z priloZenej ta-
bulky.
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Olympiéda sa konala v ramci osldv 200 rokov bieleho osidle-
nia Austréilie, bola velmi dobre organizovani a pre ucast-
nikov bola velkym zaZitkom. Ceskoslovenské druzstvo s vy-
nimkou vedtceho delegicie, dr. F. Zitka, CSc., ktory ako
&len jury priletel skor, priletelo do Sydney 11. jula, 11.—13.
jala stravilo prehliadkou Sydney, 14. jula nas previezli do
Canberry, ktord je asi 300 km na juhozépad od Sydney v ho-
rach. Vietky daldie ¢innosti boli potom v Canberre. 15. a 16.
jala boli sttazné dni, 17. jula bola prehliadka Canberry,
19. jula vylet do nedalekej prirodnej rezervacie. S mnozstvom
dojmov sme sa vratili domov, do Prahy, 23. jala.

CESKOSLOVENSKA UCAST NA MMO

Do stitaze na 29. MMO vyslalo Ceskoslovensko Sest Ziakov
vybranych na ziklade vysledkov dosiahnutych v domicej
MO, na pripravnych ststredeniach, Kore$pondentnom semi-
néri UV MO a inych podobnych akcidch. Dvaja boli v 3k.
roku 1987|88 Studentami 2. ro¢nika, dvaja 3. rc¢nika a dvaja
4. ro¢nika gymndzia, piati boli zo $pecidlnych matematickych
tried.

Vykon Ceskoslovenského druzstva trochu zaostal za ocaka-
vanim. Po vcelku dobrom vykone v 1. defi stitaze nastal 2. deni
atlm a vietci Siesti stitaziaci dosiahli spolu len 26 bodov zo
126 moznych, ¢o vzhladom k lahkej 4. ulohe (jej trik bol
dobre znamy z domécich sutaZi) a nie tazkej 5. ulohe, bolo
malo. Cakalo sa najmi, Ze vietci Ceskoslovenski Gastnici
ziskaji cenu. 12. miesto v neoficidlnom hodnoteni druZstiev
medzi 49 krajinami opticky nie je zI¢, aviak aroven starostli-
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vosti o talenty v CSSR a tradicie by dali tusit vyraznejiie
uspechy.

Ceskoslovensko prispelo na MMO aj précou v jury. Jedna
zo Siestich sutaznych uloh (dloha €. 2) bola ¢eskoslovenska,
vsetky 3 ulohy z &sl. navrhu sa dostali do uzsieho vyberu uloh
pre MMO.

RieSenia tloh

1. Casz i). Oznatme O spolo¢ny stred oboch kruznic, S
stred tetivy BC, S; stred tetivy AP, |PC| = ¢, |PB| = b,
|PA| = a. Z Pytagorovej vety pre trojuholniky APC,
APB dostaneme

|AB|2 + |ACI2 + |BC2=c2+ a2+ b2+ a2+ (b+ ¢ =

= 2(a? + b2 + 2 + bc) (1)

i b+c¢

. a c—b
Zrejme |S2P| = Y |S1P| = b |S:1C| = 5

(obr. 42).

c A \B

/

[/ s,

a 0

\

c S
Obr. 42
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Teraz napiSeme Pytagorovu vetu pre trojuholniky OS:P

a 0§,C
¢ — b\2 a \2
(%) +(5) -
¢ + b\2 a\?
(5) +(5) =#

Ak vynisobime rovnost (2) dvoma a rovnost (3) Siestimi
a vyndsobené rovnosti s¢itame, tak dostaneme

(5]

2

o

3)

2(a® + b2 + ¢ + be) = 2r2 + 6R?
t.j. vzhladem na (1)
|AB|2 + |BC|%2 4+ |AC|2 = 212 + 6R?

¢o nezéavisi na polohe bodu B.

Cast ii). Vedme bodom A rovnobezku s tetivou BC, jej
priese¢niky s vidcSou kruZnicou oznaime C’, B’. Potom
APBB’ aj APCC’ st pravouholniky a stred uhloprie¢ky
AB je zérovenl aj stredom uhloprie¢ky PB’. Ked bod B
prebehne celt velk( kruZnicu, tak aj bod B’ prebehne celt
velka kruZnicu, to znamend, 7e hladanym geometrickym
miestom bodov je kruZnica rovnolahld s velkou kruZnicou

1
v rovnolahlosti so stredom P a koeficientom >

Ukazeme, ze kazdy prvok mnoZiny B patri prive do
dvoch mnozin A;. Naozaj, keby prvok a € A; patril do
aspoil dalgich dvoch mnozin Aj, Ak, tak zvy$nych 2n — 1
prvkov mnoZiny A; by patrili do zvy$nych 2n — 2 mnoZin
(okrem A;, Aj, Ax) t.j. aspoil dva by patrili do nejakej
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mnoziny A; a teda A; N A; by malo aspori dva prvky.

Potom mnozina B mé4 n(2n + 1) prvkov. Ak 7 je ne-
parne, tak pozadované zobrazenie neexistuje, pretoze ak
oznatime By = {X € B | f(X) = 0}, tak pocet prvkov mno-

n+1)
7T (totiz kazdy prvok patri préve

do dvoch mnozin), o nie je mozné. Na druhej strane, pre
parne n takd funkcia existuje napr. pre Xe€B, {X} =
= A; N Aj polozme f(X) = 0 préve vtedy, ak »vzdiale-
nost« medzi vrcholmi X, X; pravidelného 2z + 1 uholnika
X1Xs ... Xopy1 je pérna. (Vzdialenostou tu rozumieme
pocet tuseliek najkratSej lomenej Ciary pozostavajucej zo
strdan 2n + 1 uholnika spéjajicej body X;, X;).

ziny By by mal byt

3. Vypotitajme niekolko prvych hodnét funkcie f

n 123456789101112131415
f) 113153719 513 311 715

Ak by sme d&isla n, f(n) zapisali v dvojkovej suastave, tak
nasa tabulka by vyzerala takto

n 110 11 100 101 110 111 1000 1001 1010 1011
fm) 1 111 1101 11 111 1 1001 101 1101

Vznika hypotéza, ze zéapis Cisla f(n) v dvojkovej ststave
vznikne zo zépisu Cisla n v dvojkovej ststave obritenim
poradia cifier (»¢itanim odzadu«). Ttto hypotézu dokéze-
me matematickou indukciou. Pre n = 1, n = 3 tvrdenie
plati. Nech tvrdenie plati pre vSetky n < z. Ukadzeme, ze
plati aj pre z.

Ak 7 = 2n, tak n, 2n, a f(n) majt podla indukéného pred-
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pokladu tvar uvedeny v tabulke. Potom f(2n) = f(n)

a pohlad do tabulky néds presved¢i, Ze tvrdenie plati.
Akt =4n + 1 tak n, 2n + 1, 4n + 1, f(n), f(2n + 1)

mozeme podla indukéného predpokladu vycitat z tabulky

af(dn + 1) = 2f(2n + 1) — f(n) = f(2n + 1) +
+ (f(2n + 1) — f(n)) = (10copcy ..

. Ck)z . b.t.d.

Ak r = 4n + 3 postupujeme podobne vyuzijuc rovnost
f(4n + 3) = 3f(2n + 1) — 2f(2n) = 2(f(2n + 1) — f(n))+
+ f(2n + 1)

Dokaz nasej hypotézy je skonCeny. Teraz uz vidime, zZe
f(n) = n ked Cislo n mé symetricky zépis v dvojkovej st-

Tabulka 1
i jeho zapis v dvojkovej sustave
Cislo 2k+2 2k+l Dk 2r-1 22 21 20
|
n Cx Ci—y 2] Ci co
2n + 1 Cic Ci—y  Cik-2 i co 1
2n Ckc k-1 Ck-2 ci co 0
an + 1 €k Ck-1 Ck-2 Ck-3 co 0 1
4n + 3 Cic Ci-1  Cr-2  Ck-3 co 1 1
f(n) co ct Ck—2  Ck-1 Ck
2n + 1) 1 co ct Ck—2 Ck-1 Ck
fen + 1) — fn) 1 0 0 o o0 0
2(fCn + 1) —
— f) 1 0 o0 o0 o 0 o
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4

stave. Podla predpokladu »n = 1988, teda n je nanajvys
11 ciferné &islo (v dvojkovej ststave). Nasledujuca tabulka
udéva polet p(k) symetrickych k-cifernych Cisel,

B 123 456 78 9 10 11
pB) 1 1 2 2 4 4 8 816 16 32

Co v sulte diva 94 symetrickych Cisel. AvSak 1988 =
(11111000100); a existuju len dve symetrické 11 ciferné Cis-
la prevySujuce 1988 a to (11111011111)2 a (11111111111)2,
takZe hladany pocet je 92.

70

k
Oznalme f(x) sucet z;——_—k Na obréazku 43 vidime na-
k=1
kresleny graf funkcie y = f(x). Je totiz jasné, Ze na kazdom
intervale (4, i + 1) ¢ = 1, 2, ..., 69 je funkcia f(x) ako
sulet klesajucich funkcii klesajuca. To samé plati pre inter-
valy (— 00, 1), (70, c0). Dalej vidime, Ze lim f(x) = — o0,

X—>1

lim f(x)= oo prei=1,2, ...,70 a ¢ lim f(x) =

x—>it X—— 0

x
»
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= lim f(x) = 0. Tieto fakty implikuju, Ze graf funkcie

X—> 0
v = f(x) je kvalitativne taky, ako je nakresleny na obrdzku
43.

Z obrazku vidime, Ze rieSenim nafej nerovnice bude

zjednotenie 70 disjunktnych intervalov tvaru (7, x;>, kde
70

k 5
x; je korefi rovnice Z e ke < W <L e o X0
o x— k 4
pre i =1, 2, ..., 70. To viak znamend e stlet dizok
70 70

tychto 70 intervalov S = > x; — > i. Upravujme nasu
k=1 i=1
rovnicu. Postupne dostdvame:

70
Zk(x—l)(x—2)...(x—70) B
x —Fk .

k=1
:—z—(x—l)(x—2)...(x—70)

(x—1D(x—2)...(x —170) —

70
4 k(x —1)(x—2)...(x —70)
——;5—;1 x—k =

teda rovnicu tvaru

x0 4+ agex% + ... + a0 =0

Zo stvisu medzi korefimi a Koeficientami normovaného
70

polynému vieme, ze > x; = —aeg. AvSak
k=1
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70 70
ARy
a, = — _ k = — -
69 5 5
k=1 k=1
lebo k-ty sCitanec v sume m4 keceficient pri x69 rovn}_"? k.

70 70 1 70
2
Pctom S = 2 xX; — Z 1= ?Z 7 =1988 ¢&.b:.t.-d.
i=1 i—1 i=1

5. Oznatme U resp. V stred kruZnice vpisanej trojuholﬁiku
ABD resp. trojuholniku ACD, Z resp. M bod dotyku
kruznice vpisanej trojaholniku ACD a strany 4AC resp.
AD. Dokaz spravime v troch krokoch: R

a) ukdzeme, ze A UDV ~ A BAC .
b) ukizeme, ze A AKL je rovncramenny a pravouhly.
c) ukdzeme, 7e |AL | = |AD)|

a) Nech r je polomer kruZnice vpisanej trojuholniku BAC
(obr. 44), r; trojuholniku ADC, rs trojuholniku 4ADB.
Z podobnosti trojuholnikov ABC, DAC, DBA vyplyva, ze
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AC] |4B| ~|DU| r}2 |4B

=r =~ re=r 54 teda =
IBC]> *""|BC| ~ IDV| )2 IAC|

n

o spolu s kolmostou stran UD, VD dokazuje, ze trojuhol-
nik UDV je podobny s trojuholnikom BAC.
b) V&imnime si $tvoruholnik CDUL. Z podobnosti

' AABC ~ A DUV vyplyva, 3¢ |« DUV| + |« BCA| =

6.

] 3
=7 ¢o spolu s faktom |« UDC| = Vi déva rovnost

3
|« ULC| = 2 teda trojuholnik KLA je rovnoramenny

T T
<lebo |<C KLA| = e |<t BAC| = 3)
¢)|ZL| = r1, lebo VZL je rovnoramenny trojuholnik. Po-
tom |AL| = |AZ| + r1 = |AM| + r1 = |4D|. Avak S =
1
= |AD|.|BC|, 2T = |AD|?. Pozadovana nerovnost je

potom ekvivalentnd s nerovnostou |BC| = 2|4D|, ktora
lahko nahliadneme, ak narysujeme T4lesovu kruZznicu nad
priemerom BC.

= ¢, g€ N. Potom

a? + b2 = qab + q ¢))

Dékaz urobime sporom. Ak tvrdenie neplati, tak existuja
celé kladné &isla a, b, g, ktoré spifajua (1) a navyse také,
ze g nie je §tvorcom prirodzeného Cisla. Spomedzi ta-
kychto trojic celych &isel, zvolme ta, v ktorej je & naj-
menSie (ak je takychto trojic viac, tak Iubovolnu z nich).
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Nech je to trojica ao, bo, go. Potom ¢ nie je Stvorec a zrej-
me ap = by > 0 (ina¢ by sme zamenili ao, bo resp. go = a(z,).
Dalej kvadratickd rovnica

x2 — gobox + b5 — g0 =0

ma podla (1) celo¢iselny koreil ag. Potom aj jej druhy ko-
refl @’ je celotiselny a otividne plati apa’ = by — go # 0,
teda

a =

bt b _ b
ap ap b()
Vzhladom k rovnosti apa” = gyb, je zrejme a” > 0.
Cisla a’, bo, qo tvoria tiez protipriklad a po zimene pre-

mennych a’, by dostdvame protipriklad, v ktorom je
b < by, €o je spor s predpokladom minimality bo.
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Celkové vysledky 29. MMO

!

Stat Potet 1.cena 2.cena 3.cena  Sudet
acast. bodov
Alzirsko 5 1 42
Argentina 3 23
Australia 6 1 1 100
Belgicko 6 76
Brazilia 6 39
Bulharsko 6 4 2 144
Cyprus 6 21
CSSR 6 2 2 120
Cina 6 2 4 201
Ekuador 1 1
Filipiny 5 29
Finsko 6 2 65
Francuzsko 6 1 1 3 128
Grécko 6 1 65
Holandsko 6 3 85
Indonézia 3 6
Irin 6 1 3 86
Irsko 6 30
Island 4 1 37
Izrael 6 1 4 115
Juznid Kérea 6 3 79
Kanada 6 1 1 2 124
Kolumbia 6 3 66
Kuba 6 35
Kuwait 6 23
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Stat Pocet l.cena 2.cena 3. cena Sucet
udast. bodov
Luxemburg 3 1 2 64
Madarsko 6 2 2 109
Maroko 6 2 62
Mexico 6 1 40
NDR 5 1 4 145
NSR 6 1 4 1 174
Noérsko 6 33
Novy Zéland 6 1 47
Peru 6 1 55
Polsko 3 1 54
Rakusko 6 1 1 1 110
Rumunsko 6 2 4 201
Hong Kong 6 2 68
Singapur 6 2 2 96
Spanielsko 6 34
Svédsko 6 1 4 115
Taliansko 4 1 44
Tunis 4 3 67
Turecko 6 2 65
USA 6 5 1 153
Velka Britania 6 3 2 121
Vietnam 6 1 4 166
Juhoslavia 6 4 92
ZSSR 6 4 2 217
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