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Kategorie C

Texty uloh

C-1-1
V magickém &tverci 3 X 3 jsou vepsédna pfirozeni Cisla tak,
Ze vSechny souliny tfi Cisel v fadcich, sloupcich i Ghlopfi¢-

kich jsou stejné. Dokazte, Ze je pak soulin vSech deviti
vepsanych Cisel devitou mocninou piirozeného ¢&isla.

C-1-2
Rovnostranny trojihelnik ABC o délce strany 4 cm oto&ime
kolem jeho prisetiku vysek o 90°, dostaneme tak trojuhelnik
A’B’C’. Urtete obsah pruniku trojahelnika ABC a A’B’C’.
C-1-3
Je déna soustava rovnic
9% + vy + =2 =283
x+9 + 2=99
x4+ y+ 92 =69,

kterd m4 pii zméné jednoho ¢&isla na pravé strané na jiné dvoj-
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ciferné Cislo celotiselné feSeni. Najdéte toto Cislo a pfislusné
feSeni soustavy.

c-1-4

Vrcholem C trojuhelniku ABC vedte pfimku p tak, aby
soucet vzdéalenosti bodd 4, B od pfimky p byl nejvetsi.

C-1-5
Dokazte, 7e existuje pfirozené Cislo %, pro které existuje
pravé 1988 ruznych pythagorejskych trojahelnika s odveés-

nou délky k. (Pythagorejsky trojahelnik je pravouhly troj-
thelnik s celo¢iselnymi délkami stran.)

C-1-6
Jaky nejvétsi pocet Cisel je mozné vybrat z &isel 1, 2, ...
..., 1989, aby 74dné z nich se nerovnalo souttu jinych dvou
vybranych ¢&isel ?
C-S-1
Je dan rovnostranny trojahelnik ABC o strané délky 12 cm,
D je stfed strany BC. Vypoltéte obsah pruniku &tverci
ADKL, ABMN, které neobsahuji bod C.
C-S-2

Opravte pravou stranu pravé jedné z rovnic x + 2y = 43,
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2x +y =50, x +y =30, x —y =4 tak, aby opravena
soustava méla feSeni v oboru redlnych ¢isel. Napiste oprave-
nou soustavu a jeji feleni.
C-§-3

Ve tfidé je 30 zakn, kazdému je pfifazeno pofadové Cislo
podle abecedniho seznamu. Utitel vyvoldvé Z4ky podle tohoto
pravidla: Selte pofadovd Cisla dvou posledné vyvolanych
zaku, a jestlize je soucet vétsi nez 30, odelte &islo 30. Vysledek
je poradové Cislo Zz4ka, ktery bude vyvolan. DokaZte, e nemo-
hou byt bezprostfedné po sob& vyvoldni Horacek, Sebestova
a Mach v tomto potadi.

C-1l-1
V oboru redlnych &isel feste soustavu rovnic

x2 +xy +xz= 80
xy +y2 +yz= 48
xz + vz + 22 = —64.

C-11-2

Do ptlkruhu s polomérem 4 jsou vepsiany dva kruhy
s praméry 4 a d, které se dotykaji (obr. 1). Vypocltéte d.

///®
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Obr. 1
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C-1l-3

Je dén pravidelny dvanéctiahelnik 414243. . . 412 vepsany
kruznici s polomérem 10. Vypoltéte obsah lichob&Zniku
A1A2A4A5.

Cc-11-4

Mnozina M se skldd4 z n + 1 celych kladnych &isel men-
§ich nez 2n. Dokazte, ze nékteré z nich se rovna soultu
nejmensiho &isla z mnoziny M a n&kterého dalsiho &isla
z této mnoziny.

Reseni tdloh
C-1-1

Oznatme po fad¢ a, b, ¢ &isla vepsan4 do prvniho fddku,
podobné d, e, f ¢isla v druhém a g, A, 7 Cisla v tfetim Fadku
magického Ctverce. Oznalme déle s soudin &isel v fadku,
sloupci nebo na diagondle. Je tedy s = abc = def = ghi =
= adg = beh = cfi = aei = gec. Proto je st = (def).(beh).
.(aet).(gec) = (abc).(def).(ghi).e = s3¢3, odkud plyne s = €3.
Pro sou¢in vSech deviti vepsanych <&isel pak plati
(abc).(def).(ghi) = ® = €9, je to tedy devitd mocnina toho
Cisla, které stoji uprostied Ctverce.
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C-1-2

Oznatme M prusetik pfimek AB a C’4’, N prusetik
piimek BC a A’B’ (obr. 2), prusetik vysek trojuhelniku
ABC oznatime V. Otoleni kolem bodu V o pravy uhel
sloZime je§té s osovou soumérnosti podle osy tsetky A’B’.
Vysledné zobrazeni zobrazuje bod 4 na bod B’, bod B na
bod A4’, bod C na bod C’, bod V je samodruzny, zobrazi
se na sebe. Toto sloZené zobrazeni je tudiz osovd soumér-
nost, nebot zobrazuje trojuhelnik 4V B na trojuhelnik B’VA’.
Prusetik L piimky 4B a jejiho obrazu B’A’ je tedy také samo-
druzny, bod M se zobrazi na bod N a bod N na bod M.
Oznatime-li x = |LB| = |A’L|, je |LN| = |ML| = x]/3 a
|[BN| = |MA’| = 2x, nebot trojuhelnik LBN je pravouhly
a jeho vnitfni Ghel pfi vrcholu B je 60°. Je oviem téz |AM| =
= 2x, protoze pii otoleni kolem bodu V o 120°, pii kterém
se bod A zobrazi na bod B a bod B na bod C, zobrazi se bod C”
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na bod A’ a bod A’ na bod B’, takZe se bod M zobrazi na
bod N. Je |AB| = 4 = |AM| + |[ML| + |LB| = 2x +
2(3 —3)

3 .
Obsah pruniku trojthelnika 4ABC, A’B’C’ dostaneme,
kdyZ od obsahu trojahelniku ABC odelteme obsah vysra-
fované ¢&4asti, tj. trojndsobek obsahu trojuhelniku BLN.

Vysledek je 4(3 — |/3).

+ x]/g + x = x(3 + |/3), odkud x =

C-1-3

Jsou-li &isla x, v, z feSenim dané soustavy, je 8(y — x) = 16,
8(y — 2) = 30 a 8(x — 2) = 14. Posledni dvé rovnice, které
jsme dostali odeltenim tfeti rovnice od prvnich dvou rovnic
soustavy, ukazuji, Ze x, ¥, 2 nemohou byt celd &isla. Jelikoz
mame zménit pravou stranu jen jedné z danych rovnic, musi
to byt rovnice tieti, ¢islo 69 nahradime zatim neznidmym
Cislem a. Z prvnich dvou rovnic plyne y = x + 2, dosazenim
do prvni a tfeti rovnice dostaneme 10x + z = 81,2x + 92 =
=a — 2, odkud 88x = 731 — a = 88.7 + 115 — a. M4-li
byt x celé &islo, musi byt Cislo 115 — a délitelné &islem 88.
JelikoZz ma byt ¢islo a dvojciferné, musi byt a = 27. Je pak
x = 8, y = 10, z vychazi rovnéz celo¢iselné, 2 = 1.

C-1-4
UvaZujme nejdfive jen ty primky, které prochdzeji bo-
dem C a protinaji tse¢ku AB (obr. 3). Oznatme E spoleiny
bod pfimky p (prochézejici bodem C) a use¢ky AB, paty
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Obr. 3

kolmic vedenych body A, B na pfimku p oznatime A’, B’.
Je pak |AA’| + |BB’| < |AE| + |BE| = |AB|, pfitemz
|AA4’| + |BB’| = |AB| pravé tehdy, kdyz je pfimka p kolma
k pfimce AB a body A4’, B’, E splynou. Uvazujme nyni
pfimku p, kterd nem4 spole¢ny bod s usetkou AB (obr. 4)

p

LA

Obr. 4

a prochdzi samozfejm& bodem C. Opét oznalime A4’, B’
paty kolmic vedenych body 4, B k pfimce p, ddle oznatime D’
patu kolmice vedené k piimce p stfedem D usetky AB.
Usetka DD’ je stfedni ptikou v lichob&Zniku AA’B’B
(je-li pfimka p rovnobéZni s pfimkou 4B, je to oviem obdél-
nik), proto je |AA’| + |BB’| = 2.|DD’| = 2.|CD|. Pfitom
|AA’| + |BB’| = 2.|CD| pravé tehdy, kdyZ je pfimka p
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kolm4 k pfimce CD. Dopliime trojuhelnik ABC na rovno-
béZnik AFBC (obr. 5). Je-li |CF| = 2.|CD| > |A4B|, je hle-
danou pfimkou pfimka p prochézejici bodem C kolmo k pfim-
ce CF, nebot z |CF| > |AB| plyne, Zze pfimka p neprotind
usetku AB. Je-li |CF| < | 4B, je hledanou piimkou p piimka
prochizejici bodem C a kolmé k pfimce 4AB. Pfimka p pak
use¢ku AB protind. Je-li |CF| = |AB|, ma tloha dv¢& feSeni,
kolmici vedenou bodem C ke strané 4B (ta useCku 4B pro-
tind) a dale kolmici vedenou bodem C k thlopti¢ce CF
obdélniku AFBC (ta usetku AB neprotina).

Obr. 5

C-1-5

Ozna¢me a a ¢ délky druhé odvésny a pfepony pythagorej-
ského trojuhelniku, jehoZ prvni odvésna ma délku %. Je tedy
B =c—a®=(—a)(c+a) Cisla c—a, c +a museji
byt obé lichd nebo obé sud4 a prvni je mensi nez druhé. Nase
uloha bude vyfeSena, najdeme-li takové &islo &, jehoz druha
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mocnina se d4 pravé 1 988 zpusoby napsat jako soucin dvou
pfirozenych Cisel stejné parity, pfi¢emzZ prvni z nich je mensi
nez druhé. Nejlépe je zkusit vzit néjakou mocninu prvocisla.
Vyhovuje napfiklad & = 31988 tedy k2 = 38976, Toto (islo
muzeme privé 1988 zpusoby napsat jako soudin dvou
piirozenych &isel tak, aby byly splnény vy3e uvedené pod-
minky. Jde o rozklady k%2 = 3¢.33976-a_ kde a probihd Cisla
0,1, 2,..., 1987. Mohli jsme téZ zvolit k = 21989  tedy
k2 = 23978 Jediné rozklady spliiujici pozadavky tlohy jsou
k2 = 2b.23978-0_ p nabyva hodnot 1, 2, ..., 1988.

C-1-6

Vybereme-li z danych ¢isel viechna lich4 ¢&isla, téch je 995,
pak se ?4dné z vybranych Cisel nerovnd sou¢tu dvou jinych
vybranych, nebot soucet kazdych dvou lichych &isel je &islo
sudé. Ukdzeme jesté, ze vice nez 995 vybrat nelze. Pred-
pokladejme, Ze jsme vybrali 996 ¢isel, od kazdého z nich
odetteme nejmensi vybrané Cislo. Dostaneme tak 995 &isel
mensich nez 1 989. Spolu s vybranymi 996 ¢isly je jich do-
hromady 1 991. Vsechna jsou mensi nez 1 990. Nutné tedy
existuji mezi vybranymi 996 &isly aspori dvé ruzna &isla x1, xo
tak, Ze se kazdé z nich rovné jinému vybranému &islu zmense-
nému o nejmensi vybrané &islo 2,tj. x1 = y1 — 2, X3 = yo — 2.
Je zieymé x1 7~ y1 #£ 2z, x2 F Yo £ 2. Je-li x1 = 2, je x2 #~ z,
takze bud ¢&isla x;, yi, 2, nebo &isla xa, V2, 2 jsou navzijem
raznd a x; + 2 = Y1, x2 + 2 = yo. Tim jsme ukdzali, Ze
mezi kazdymi 996 piirozenymi ¢&isly men$imi nez 1 990
existuji tfi navzajem razna Cisla tak, Ze jedno z nich je soutem
zbyvajicich dvou. Odpovéd na otdzku ulohy je 995.
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C-S-1

Je|AD| = 6]/§cm, |BD| =6 cm, tedy |BK| =6(}/3 — 1) cm
(obr. 6). Oznatme P prusetik useCek KL a BM.Je|< PBK| =
= 30° takie |PK|=|BK|:]3 cm = (6 — 2|/3) cm. Hle-
dany obsah dostaneme, kdyz od obsahu &tverce ADKL
odelteme obsah trojihelniku 4DB a obsah trojuhel-
niku PBK, vysledek je (6]3)2 — 18]/3 — 12(2]/3 — 3) =
= (144 — 42]/3) cm2.

Obr. 6

C-S-2

Z prvnich dvou rovnic plyne x = 19, y = 12. Tyto hod-
noty nevyhovuji zZ4dné z dalsich dvou rovnic. Z toho plyne,
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Ze je tieba opravit jednu z prvnich dvou rovnic. Posledni dvé
rovnice maji feSeni x = 17, y = 13. Tyto hodnoty vyhovuji
prvni rovnici, drubou rovnici je tieba opravit na 2x + y = 47,
feSeni je x = 17,y = 13.

C-s-3

Oznatme h, §, m poradovi &isla Horatka, Sebestové
a Macha, je tedy 2 < m < §. Kdyby byli bezprostfedn&
za sebou vyvolini Horatek, Sebestovd a Mach v tomto
pofadi, muselo by platit 2 + § = m nebo % + § — 30 = m.
Avsak & + § se nerovnd m, protoZe § > m. Druh4 rovnost
také nemuze platit, nebot § — 30 se rovnd nule nebo je to
Cislo zdporné, takze h + § — 30 =k < m.

C-ll-1

Je-li trojice x, y, z feSenim dané soustavy, je x(x + y +
+ 2) =80,3(x +y + 2) = 48, 2(x + y + 2) = —64, takZe
x:y:2=5:3:(—4). Polozime-li tudiz x = 5k, y = 3k,
2z = —4k, dostaneme k2 = 4, takZe k2 = 2 nebo k = —2.
Soustava ma dvé feSeni: x = 10,y = 6,2 = —8ax = —10,
y=—6, 2z =28.

C-1-2
Z pravouhlych trojihelnika SOP, OPQ (obr. 7) plyne
|SO2 — |SP]2 = |0Q]* — [PQ%, tj. 2+ 1P —(2—rf=
= (4 —r)> — 12, kde r je polomér mensiho kruhu. Odtud
r=1,d=2.
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C-11-3

Oznatme S stfed kruznice opsané dvanéctiahelniku
(obr. 8) a P, Q paty kolmice vedené bodem S k usekdm

A1ds, AsAs. Je | A2 A4 = 10, |SQ| = 5)/3. Protoze | PSAs|
= 60° je |PS| =5 a|Aids| = 2|PAs| = 2.5]/3 = 10]3,
tedy |[PQ| = 5|3 — 5. Obsah lichob&zniku je 25(}/3 — 1)
()3 + 1) = 50.

C-11-4

Oznaéme a nejmensi &slo z mnoziny M, necht ay, ag, ...
..., ap jsou viechna dalsi &isla z mnoziny M. Pfirozena Cisla
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a1, a2, ..., Apy A1 — A, A3 — Ay ..., dy — A jSOU Vesmés
mensi nez 2n a je jich pravé 2n. Proto nemohou byt navzijem
riiznd, pro nékteré 7 a nékteré ; (j 7 ¢) musi platit a; = a; — a,
tj. a; = a; + a, coZ jsme méli dokdzat.

55



