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Kategorie B

Texty uloh

B-1-1
Dokazte, Ze v lichob&Zniku ABCD neexistuje bod X, pro
ktery by mély trojuhelniky ABX, BCX, CDX, DAX stejny
obsah.
B-1-2
Oznatme S(n) ciferny soulet pfirozeného Cisla n. DokaZte,
ze rovnice S(x + p) = S(x) m4 alespori jedno feleni, pravé
kdyz je p délitelné deviti.
B-1-3

Z 3achovnice n X n, kde n neni délitelné tfemi, odstfih-
neme jedno rohové pole. Dokazte, Ze zbytek je moZné
pokryt deskami tvaru L sloZenymi ze tii ¢tverct shodnych
s polem 3achovnice tak, Ze se desky nepfekryvaji.

B-1-4

Najdéte nejmensi liché prvolislo n, které déli soulet
22243284 ... 4+n.2n,
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B-1-5

V trojuhelniku ABC oznatme Cy stied strany AB a Cj,
C, prusetiky piimky AB s osami uhlu pfimek AC, BC.
Sestrojte trojuhelnik ABC, jsou-li dédny délky asetek CC,
CC,, CCa.

B-1-6

Necht ¢ je pfirozené &islo a n = (3¢ — 1)|2. Dokaizte,
Ze mnoZinu {1, 2, ..., n} lze rozdélit na ¢ disjunktnich pod-
mnozin Ay, Ag, ..., A tak, Zze Zddnd mnozina A; neobsahuje
Cisla x, y, 2 s vlastnosti x + y = 2.

B-S-1
Je déno pftirozené Cislo n. Urlete polet permutaci (ai,
asz, ..., ay) &sel 1,2, ..., n, pro které je soucin
(a1 —1).(azg —2).....(an —n)
Cislo liché.

B-S-2

Opravte pravou stranu jedné a jen jedné z rovnic x + y =
=41, y + 2 =13, 2 +x = 16, 2x + y + 2z = 55,
x + 2y + 2z = 52 tak, aby opravend soustava rovnic méla
teSeni v oboru redlnych cisel. Napiste opravenou rovnici
a feSeni vysledné soustavy.
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B-S-3

Pro kazdé prirozené ¢&islo n necht je f(n) jednociferné
¢islo, které vznikne z Cisla # koneénym poltem opakovani
operace tvofeni ciferného sou¢tu (napf. f(78569) = f(35) = 8).
Najdéte viechna pfirozend Cisla 7, pro kterd je f(n) = f(3n)
a0 <n<1000.

B-1l-1

Je déno ptirozené Cislo n. Najdéte celé &islo P tak, aby
existovalo prdvé n navzijem neshodnych obdélnika s celo-
Ciselnymi délkami stran, které maji obsah P.

B-11-2

Devét judista se rozhodlo uspoiadat vylucovaci turnaj
nésledujicim zpisobem: V kazdém kole se z dosud nepora-
zenych judisttt uréi losem dvojice zdpasnika, kterd se utka.
Vitéz posledniho (osmého) zdpasu se stdva vitézem turnaje.
Zjistéte poCet viech moznych prabéhiu takovéto soutéze.

B-11-3

Urcete ptirozené Cislo, které v Ciselné soustaveé pii zakladun
ma zipis xy20, a v soustavé pii zdkladu 2n zdpis y2524.
(Zapis abcd, znali &islo an® + bn® 4+ cn + d, kde 0 =
=a,b,c,d<n)
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B-11-4

Zjistéte, kolik celotiselnych feSeni mé rovnice

[1989 //_]+[1989;/n -+-1]+ +[1989 /n+l9881_
l/" A A ‘/ 1989

= 1990.

([x] znaci celou &ast Cisla x, tj. nejvétsi celé Cislo, které neni
vEétsi nez Cislo x.)

ReSeni dloh
B-1-1

Pfedpoklidejme, Ze v lichob&Zniku ABCD existuje bod X
tak, Ze jsou si rovny obsahy trojihelnikid ABX, BCX, CDX
a DAX (obr. 9). Oznalme S obsah lichob&Zniku a v, »
vzdalenosti bodu X od pfimek AB, CD. Z trojuhelniku ABX

, |[AB].» S " bt
— = — ,tak¥e v = ——— tane-
plyne — 3 > lakZeo 2-|AB|’po obné dostane
mew = 2—|6‘3| Jelikoz vyska lichobézniku je v + w,
_l4B+(CD| S (4Bl +[CDF
jed = 2 (vtw)= 4 |AB[.|CD| , odku

plyne (|AB| — |CD|)?2 = 0, tedy |AB| = |CD|. To je viak
ve sporu s tim, ze ABCD je lichob&Zznik.
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Obr. 9

B-1-2

Velmi pékné feSeni této ulohy, které zde uvadime, podal
zdk 2. ro¢niku gymndzia v Brné, tf. kpt. JaroSe Tomd§ Tiitz.
Ptedpoklddejme nejdiive, Ze pro pfirozené &islo p existuje
piirozené Cislo x tak, ze S(x + p) = S(x). Jelikoz Cisla n
a S(n) davaji stejny zbytek pfi déleni deviti (plati pro kazdé
pfirozené &islo 7), ddvaji stejny zbytek pii déleni deviti
ildisla x +p a x, je tedy jejich rozdil p délitelny deviti.
Necht je obricené &islo p délitelné deviti, tj. p = 9%, k pfi-
rozené ¢islo. Pak je &islo & feSenim rovnice S(x + p) = S(x),
nebot Cisla & a & + p = 10k maji stejny ciferny soucet.

B-1-3

Pro n = 1 je tloha trividlni, neni vlastn& co pokryt. Uloha
je téz lehce fesitelnd pron = 2 an = 4 (obr. 10). Pfin =5
musime chvili zkou$et, nez najdeme néjaké feSeni, tieba to,
jez je zndzornéno na obr. 11. V pfipadé n = 7 oddélime
od ¢tverce 7 X 7 ttverec 5 X 5(obr. 12), od ného odstiihne-
me jedno rohové pole. Ten pak dovedeme deskami tvaru L
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5x5

IN

Obr. 10 Obr. 11 Obr. 12

pokryt, zbytek pokryjeme tak, jak je vidét na obr. 12. Zaroveri
vidime, Ze obdélnik 2 X 3 muZeme pokryt pravé dvéma deska-
mi tvaru L. Z toho v3ak ihned plyne, Ze muZeme poZadova-
nym zpusobem pokryt kazdy obdélnik o rozmérech 2k, 3/,
kde %, / jsou pfirozend &isla, zvlast¢ tedy &tverec o strand
6m, m prirozené Cislo. Kazdy takovy obdélnik se totiz skldd4
z kIl nepiekryvajicich se obdélnikt o rozmérech 2 a 3. Kazdé
prirozené Cislo n v&tsi nez 7, jeZ neni délitelné tfemi, se d4
pravé jednim zpusobem napsat ve tvaru 6m + 2, 6m + 4,
6m + 5 nebo 6m + 7, kde m je piirozené &islo. Ctverec
o strané n, z né¢hoz vynechime jedno rohové pole, se pak
sklad4 z Ctverce o strané 6m, dvou obdélniki, jejichz jedna
strana je 6m a druhd 2, 4, 5 nebo 7, a &tverce o strané 2, 4, 5
nebo 7, od né¢hoz je odstfizeno jedno rohové pole. Kazdy
z téchto utvart dovedeme poZadovanym zpusobem pokryt.
Stali si uvédomit, Ze obdélnik 6 X 5 mliZeme rozdélit na
obdélniky 6 X 2 a 6 X 3, podobné obdélnik 6 X 7.

Jiny dukaz: Pron = 1, n = 2 a n = 5 tvrzeni Glohy plati,
viz predchézejici postup. Nyni dokdZeme, Zze kdyZ je tvrzeni
ulohy pravdivé pro &islo n = 3k — 1, je pravdivé téZ pro
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n = 3k + 1. Ctverec o strané 3k + 1 dostaneme totiZ z &tver-
ce o strané 3k — 1 pfiddanim dvou obdélnikt o stranich 2,
3k — 3 a obrazce slozeného ze t¥i ¢tverct o strané 2 (obr. 13).
Tento obrazec pokryjeme tak, jak je vidét na obr. 13, obdélnik
2 X 3(k — 1) dovedeme také pokryt. Dile dokéZeme, Ze
z platnosti tvrzeni tlohy pro # = 3k + 1 plyne i platnost
pron = 3k + 5. Ctverec o stran& 3%k + 5 dostaneme z &tverce
o strané 3k + 1 pfiddnim dvou obdélnikii o stranich 4 a 3k
a Ctverce o strané 5, z néhoz je vynechédno jedno rohové pole
(obr. 14). Opét vidime, Ze kazdou z téchto Casti lze pozado-
vanym zpusobem pokryt. Pfi¢teme-li k &islu 2 stiidaveé &islo
2 a 4, dostaneme viechna sudéd pfirozend &isla, kterd nejsou
délitelnd tfemi. Pro vSechna tato &isla tvrzeni dlohy na zi-
klad¢ predchazejicich tvah plati. Pfi¢teme-li k &islu 5 stii-
davé &islo 2 a 4, dostaneme vSechna lichd pfirozena (isla,
jez nejsou délitelnd tfemi. Tvrzeni tlohy plati tedy i pro
tato Cisla.

3k-3 5 3k
2
5 4
3k-1 J,
k- f 3k+1
o ¥ i
% )|
2 3k-1 ‘ 4 3k+1
Obr. 13 Obr. 14
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B-1-4

Je2.22 +3.28 + ... 4+ n.27n=2(22 428 4 ... +27)+
+ (B 4+ .o F2n)+ (204 ...+ 27) + o+ (271 4
+ 27) + (27) = 2n+(n — 1). Stali nékolikrat pouZit vzorec
pro soulet prvnich &lent geometrické posloupnosti. Je-li
n liché prvotislo, pak nemuze délit &islo 27+1. Z4dné ptiro-
zené Cislo n nedéli &islo n — 1. Neexistuje tedy Zddné liché
prvolislo, které by délilo dany soulet. A Ze se tento soucet
rovnd (n — 1).27+1 to se d4 dokdzat téZ matematickou in-
dukci.

B-1-5
Pfedpoklédejme, Ze jsme trojuhelnik ABC jiz sestrojili.

Oznalme k kruznici mu opsanou, Cy stfed strany 4B, C; a Cs
prusetiky os ptimek AC, BC s pfimkou 4B (obr. 15). Ozna-
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¢eni bodu Cy, Cs zvolime tak, aby bod C; lezel bliz k bodu Cy
nez bod Cs. Bod C; pak leZi na aseéce AB a pfimka CCy
protind kruznici £ v bod€ D, ktery leZi na ose tiseCky AB.
To vyplyva z véty o obvodovych thlech. Provedeny rozbor
ndm jiz ukazuje postup konstrukce. Sestrojime pravouhly
trojuhelnik C;CCy (délky jeho odvésen jsou ddny) a na pfimce
C1C; sestrojime bod Cy tak, aby usetka CCp méla danou
délku. Prusetik piimky CC; s pfimkou o prochdzejici bodem
Co a kolmou k pfimce C;Cs oznaime D. Pfitom musime
oznaceni bodii C1, Cy zvolit tak, aby byl bod Cj bliZe k bodu Cy
nez bod C,. KruZnice & se stfedem na pfimce o a prochd-
zejici body C, D protind ptimku C;Cs v bodech 4, B. Uloha
mi tolik FeSeni, kolik existuje na pfimce Ci;Cs bodua Cj
s danou vzdalenosti | CCy| od bodu C, které lezi mimo tsetku
C1Cs. Je-li viak trojahelnik C;CC» rovnoramenny a existu-
ji-li feSeni ulohy, jsou to dvé feSeni soumérné sdruZend
podle osy usetky C;Csq, takZe jde vlastné jen o jedno fe¥eni.

B-1-6

Pro malé ¢&isla 1 maZeme takovid rozdéleni ihned napsat,
napi.z =1:{1}
t=2:{2,3}, {1,4}
r=3:{1,4,10,13}, {2,3,11,12}, {5,6,7,8,9}.
Pro ¢ = 3 bychom mohli vzit t7 rozklad {1, 2}, {3,4,5,6}
a {7,8,9, 10, 11, 12, 13}. V kazdé mnozin& tohoto rozkladu
jsou &isla jdouci za sebou. Tento postup viak uZz selze pii
t = 4. Hled4nim rozkladu pii ¢ = 4 dojdeme k zavéru, Ze
dulezitou roli pfi zafazeni &isla do mnoZiny rozkladu hraje
jeho zbytek pii déleni tfemi, deviti nebo daldi mocninou tii.
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Naptiklad v mnozin& A; vSech ¢&isel, jez pfi déleni tfemi
dévaji zbytek 1, urcit€ nejsou tii &isla x, y, z s vlastnosti
x +y = 2. Cislo x + y davé totiz pfi déleni tfemi zbytek 2.
Podobné je tomu u mnoziny Ag viech &isel, kterd dévaji
pii déleni &islem 32 = 9 zbytek 2 nebo 3. MnoZina As necht
je tvofena vSemi Cisly, jez pii déleni Cislem 33 = 27 dévaji
zbytek 5, 6, 7, 8 nebo 9. Takto pokratujeme, mnoZina A,
necht obsahuje vSechna ptirozen4 &isla, jez pfi déleni &islem 37
3r-1 1
2
zadnych dvou Cisel mnoZiny A, nepatii do A,, protoze pfi
déleni tohoto souttu Cislem 37 je zbytek vétsi nez 3r-1.
Oznalme jesté¢ B,, resp. C, mnoZinu viech Cisel, jez pti
3r-1 — 1

dévaji zbytek vétsi nez , nejvyse vsak 3r-1. Soulet

déleni Cislem 37 davaji zbytek 1 az 371, resp. 1 az

Je pak B, = A, UC,, A, nC, = 0. UkiZeme jest&, Ze
C, je &asti sjednoceni mnozin B, By, ..., B,_; pro kazdé
r=22.JellineCyjen=m.3" + k k<32 433 4 |
... +3+4+1. Je tedy =32 +33 4+ ... + 351 pro
nékteré s, 1 <s<r — 1, nebo je e =32 4 ... 4 35 4
+0.351 +a.32+ ... +b.3+¢ kdea, ..., b, ¢ jsou
z mnoziny {0, 1, 2} a ¢&islo 2 =a.352 + ... +b.3 +¢
je nenulové. V prvnim pfipadé je n € A,;, nebot pfi déleni
¢islem 3¢ dava zbytek 35-1. V druhém pfipadé se zbytek &isla n
pfi déleni &islem 3¢ rovnd z, 1 < z = 351, takze n e B,.
Nepatfi-li do Ay, patii do C; a maZeme cely proces opakovat.
Vzhledem k tomu, ze C; = 0, patfi kazdy prvek mnoziny C,
do né&které z mnozin A, ..., Ar_1, coZ jsme chtéli dok4zat.
Zvlasté je tedy Cip = Ar U A2 U ... U A;. Poznamenej-
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me jesté, Ze zavedené mnoziny Ay, Ag, ... nejsou disjunktni,
napiiklad 7 € A; n As. MuaZeme se v3ak dohodnout, ze
do mnoziny A, jiz neddme ta isla, kter4 jsou obsaZena v nékte-
ré z mnozin Ay, ..., Ay_1,r = 2,3, ... . Pak budou mnozi-
3t—1

ny A; disjunktni. Mnozina M = {1, 2, ..., } je Casti

mnoziny C;;1. Tim je vlastn& celé tvrzeni ulohy dokdzino.
Stadi vzit za mnozinu A; prunik vyse zavedené mnoZiny A;

s mnozinou M, i=1,2, ..., ¢
Jiny postup vyuZivd matematickou indukci. Pro 7z =1
tvrzeni Glohy plati, necht A; U Az U ... U Ay je pozado-
3k _
vany rozklad mnoziny{1,2, ..., m}, m = > Definujme

CIRR — |
rozklad mnoZiny {l, 2, ..., 2—-—-} ={1,2,...,3m + 1}

takto:
A=A ufj+2m+1]jeA} pro i=1, 2, ..., k,
A, ={m+1,m+2,...,2m+ 1}. O téchto mnoZinich
pak dokazeme, Ze tvofi pozadovany rozklad v piipadé
t = k + 1. Pfitom je mnoZina A, sjednocenim mnoziny A;
a mnoziny, kterou dostaneme z mnoziny A; »posunutime.
Byla to tloha obtiZzni. Vyzadovala od téch zika, ktefi
ji chtéli fesit samostatné, hodné trpélivosti pfi hleddni roz-
kladu pro mal4 z, aby se tak dopracovali k obecnému feSeni.
Ukézala jim v8ak, jak se i v matematice uplatni induktivni
postup, jak se odhadne obecné feSeni, zndme-li n€ktera dilci
feSeni.

66



B-S-1

Dany soutin je &islo liché pravé tehdy, kdyz pro liché %
je Cislo aj sudé a obricené. To je mozné pouze pfi sudém n,
kdy je mezi &isly 1, 2, ..., n stejny pocet lichych &isel jako
sudych. Cisla a2, a4, ..., a, pak musi byt lichd, to dava
(n/2)! moZnosti. Je to polet permutaci &isel 1,3, ..., n — 1.
Cisla ay, a3, ..., ax_1 jsou sudd, jde opét o (#/2)! permutaci
tisel 2, 4, ..., n. Celkem dostidvime ((n/2)!)? permutaci
pozadované vlastnosti pii sudém n. Pfi lichém # je vysledek 0.

B-S-2

Soucet prvnich dvou rovnic je ve sporu s pitou rovnici,
jednu z téchto tii rovnic je tedy tfeba opravit. Soucet prvni
a tfeti rovnice je ve sporu s Ctvrtou, opét je tieba opravit
jednu z téchto t¥i. JelikoZz mdme opravit jen jednu, musi to
byt rovnice prvni. Soustava zbyvajicich rovnic méa feSeni
x =21, y =18, 2 = —5. Prvni rovnici je tfeba opravit
na rovnici x + y = 39.

B-S-3

Cislo f(n) je zbytek pii déleni &isla 7 &islem 9. Pokud
bychom vSak nulu nepovazovali za jednociferné &islo, bylo
by f(n) = 9 pro viechna &isla n délitelnd deviti, dal3i postup
by byl stejny. Je-li f(n) = f(3n), divaji &isla n a 3n stejny zby-
tek pii déleni deviti, takZe 3n — n = 2n je nédsobek deviti,
takze i ¢islo 7 je ndsobek deviti. Je-li obracené &islo 7 ndsob-
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kem deviti, je i ¢islo 3z ndsobek deviti, a tudiz f(n) = f(3n) = 0.
Hledan4 &isla jsou vSechny ndsobky deviti, které jsou mensi
nez 1000.

B-11-1

Rovnice P = xy md mit pravé n raznych feSeni (x, y)
s vlastnosti x < y. Cislo P musi tedy mit pravé 2n riznych
délitela nebo 27 — 1 rtznych délitela, bude-li jedno feSeni
mit vlastnost x = y. V tomto pfipadé¢ je P druhou mocninou
pfirozeného ¢&isla x. Poznamenejme, Ze délitelem rozumime
v této tloze vzdy jen Cislo pfirozené, ne celé Cislo zaporné.
Podle vyse uvedeného sta¢i volit napiiklad P = p2»~1 nebo
P = p27—2 kde p je prvolislo, nebo P = pg"~1, kde p, ¢ jsou
ruzna prvocisla.

B-11-2
Nejdiive je tieba losem uréit prvni dvojici zdpasniku.
9
To déava (2> moznosti. Vzhledem k tomu, e muZe vyhrat

9
prvni, nebo druhy, mime pro prub&h prvniho kola 2.(2)

moznosti. D4l postupujeme jiz podobné&, abychom dostali
celkovy pocet, musime poéty moZznosti pro prubéh jednot-
livych kol mezi sebou nisobit.

9 8 7 3 2
VYSlcdckietedyz. 2 2. 2 2. 2 2. 2 2. 2 =

=9.8.8.7.7. ... .3.3.2.2.1 = 9.(81)

68



B-li-3
Podle pfedpokladu ma pro x, y, 2, n platit

xnd + yn? + zn = y.(2n)2 + z.2n + 5, tedy
n(xn? — 3yn — z) = 5.

Protoze n # 1 (¢islo 1 nemuze byt zdkladem &iselné soustavy),
je nutné n = 5, a tedy 25x — 15y — 2 = 1. Proto je (islo
2z + 1 délitelné péti, takze z = 4 (v Ciselné soustavé se zikla-
dem 5 jsou viechny Cislice nejvyse rovny 4). Pro x, y pak
mame vztah 5x — 3y = 1. Z celych nezdpornych ¢isel men-
$ich nez 5 vyhovuje pouze x = 2, y = 3. Uloha m4 jediné
fedeni, je to Cislo 345 (v desitkové soustavé), v pétkové sou-
stavé 2 340.

B-1l-4

Cislo 0 nevyhovuje, rovnéz n = 1 nevyhovuje, nebot by
se pak kazdy z 1989 sCitanci na levé strané rovnice rov-
nal jedné, jejich soucet by nedal 1990. Pro n > 1 je

n+ 1 n 4+ 1988

2 >...>W>1.

Séitanci na levé strané tedy tvoii nerostouci posloupnost,
kazdy z nich se rovnd aspori jedné. Jelikoz se jejich soucet
mé rovnat 1990, musi se prvni rovnat dvéma, vSechny
ostatni se musi rovnat jedné. Je tedy nutné a staci, aby pro n

/n+1

n >

< 2, takze 21989 < 5 <

_ 1989
platilo 3 > 1989|/n > 2 a l

< 21990 — 1, To je celkem 21989 — 1 moznosti pro n, tedy
tolik feSeni ma dand rovnice.
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