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Kategorie A

Texty aloh

A-1-1

Dokazte, 7e existuje nekonetné mnoho kvadra tak, Ze
74dné dva nejsou podobné a jejich hrany a télesové uhlopfi¢-
ky maji celo¢iselnou velikost.

A-1-2

Najdéte nejmensi pfirozené &islo r, pro néz existuji pod-
mnoziny Aj, Az, As, As, As mnoziny {1, 2, ..., r} takové,
Ze pro viechna i€ {1, 2, ..., 5} plati

Al =5, [AiuAl =10 (As = Ay

A-1-3

Pro kazdé ptirozené Cislo 7 je ddna nekonednd mnoZina Ay,
pfi¢emz kazdé dvé z nich maji kone¢ny priumnik. DokaZte,
7e existuje mnozina B, pro kterou B n A, je nekonecna,
pravé kdyz n je sudé. :
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A-1-4
Uvnitf trojuhelniku ABC je ddn bod P. Vedeme-li bodem P
rovnobézky se stranami daného trojihelniku, dostaneme tii
trojuhelniky a tfi rovnobézniky. DokaZte, Ze souet obsahu

téchto tii trojahelnika je roven aspoil jedné tietiné obsahu
trojihelniku ABC.

A-1-5

Pro nesoudélni celd &isla p > ¢ > 0 oznaCme

A :{[n—z-];ne{lﬂ,...,q}},

B = {[npiq:l sne {l,2, ...,p—q}}.

Najdéte vechna Cisla z mnozZiny {1,2,...,p}, jeZ nepatii

do A U B.

A-1-6
Na ptimce jsou dény tfi razné body A4, B, C. Sestrojte

kruZnici prochazejici body 4, B tak, aby jeji te¢ny z bodu C
byly navzijem kolmé.
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A-S-1

Mnozina M mé pravé n prvka. Kolik existuje dvojic mnozin
(B, C) takovych, 7e B = C = M? (Pr4dzdn4 mnoZina a mno-
zina X jsou podmnoziny mnoziny X.)

A-S-2

Je dén trojthelnik ABC, |AB| < |AC]|. Popiste konstrukci
bodu B’ na strané AB a bodu C’ na strané¢ AC, pro které
plati, ze B’C’ || BC a kruZznice opsani trojihelniku BB’C’
se dotyka ptimky AC.

A-S-3

Dokazte, Zze neexistuje kvadr, jehoZ rozméry tvoii tfi¢len-
nou aritmetickou posloupnost pfirozenych &isel, jestlize jeho
télesova uhlopfitka ma mit také celo¢iselnou délku.

A-11-1
Je dén tétivovy lichobéznik ABCD se zdkladnami 4B, CD.
Oznatme E pruseik jeho uhlopficek a F prusecik tecen
sestrojenych k opsané kruznici v bodech B a C. Dokazte,
ze ptimky EF a AB jsou rovnobézné.

A-11-2

Urlete nutnou a postaCujici podminku pro délky a, b, ¢
stran trojahelniku ABC, aby byl podobny trojuhelniku POR
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se stranami |QR| = 1., |[RP| = tp, |PQ| = 14, coZ jsou délky
téZnic trojahelniku ABC.

A-11-3

Najdéte vSechny neprdzdné disjunktni mnoZiny A, B,
jejichz sjednoceni je mnozina N viech pfirozenych &isel
a pro které plati: 1989 € A,

xeA,yeA=x +yvcA,
xeB,yeB= xyeB.

A-ll-4

Je déno n bodu A1, As, ..., Ay v roving, z nichZ zddné tii
nelezi v pfimce. Kazdd piimka, kterd neprochdzi zddnym
z danych bodu, uréuje rozklad danych boda na dvé disjunktni
podmnoziny. Kolik riiznych rozkladii Ize takto dostat? (Roz-
klady porovnavdme jako neuspoiddané dvojice mnozin.)

A-1llI-1
V roviné jsou dany tfi razné body 4, B, C leZici na kruZnici
se sttedem S a pfimka p kolma na 4S. Pruseciky pfimky p
s pfimkami 4B, AC oznatme D a E. Dokazte, Zze body
B, C, D, E lezi na jedné kruZnici.
A-l1l1-2

V roviné je ddno mn Gsecek, které spojuji n danych bodu.
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Dokazte, Ze z nich lze vybrat posloupnost Vo, Vi, ..., Vi
raznych boda tak, Ze V;; a V; jsou spojeny uselkou
1=i< m).

A-1l1-3

Pro dand nesoudélna &isla p > ¢ > 0 najdéte vSechny
dvojice redlnych c&isel ¢, d tak, aby pro mnoZiny

Az{[n%];neN} a B = {[en+d;neN}

platlo AnB =06, AuB =N, kde N={1, 2, 3, ...}
je mnoZina vSech pfirozenych &isel.

A-lll-4

Délky stran trojihelniku T’ se rovnaji délkim t&Znic
trojahelniku T. Shoduji-li se trojuhelniky T a T’ v jednom
uhlu, jsou podobné. Dokazte.

A-1li-5

Uvazujme obdélnikovy pas 2 X n a oznalme P, poclet
viech takovych obarveni nékterych jeho poli, ze Zadny Ctve-
rec 2 X 2 v ném nebude cely obarven. Dokazte, Ze Cislo Pj gg9
je délitelné tfemi, a najdéte nejvétsi mocninu trojky, ktera
je déli.
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A-1l1-6

UvaZujme kone¢nou posloupnost ay, as, . . ., an, jejiz Cleny
jsou pfirozend Cisla nejvyse rovnd n. Urcete maximélni pocet
¢lent takové posloupnosti, kdyz vite, Ze kazdé dva jeji sousedni
¢leny jsou ruzné a pfitom v ni neexistuje Ctvefice ¢lena
takovd, Ze ap = ar F ag =asprop < g<r <s.

Reseni Gloh
A-1-1

Uloha souvisi s feSenim diofantické rovnice (tj. hleddme
jen jeji celotiselnd, resp. pfirozend feSeni)

a® + b2 + 2 = 42 1)
Kazdému jejimu feseni (a, b, ¢, d) totiz podle Pythagorovy
véty odpovidd kvadr, jehoZ tii navzijem kolmé hrany maji
délky a, b, ¢ a jehoz télesova thlopticka ma délku d.

Rovnice (1) v3ak zfejmé souvisi s jinou, pomérné dobie
znamou diofantickou rovnici

# 4 2 = 22 @

(jeji FeSeni v pfirozenych cCislech déva tzv. pythagorejské
trojahelniky, tj. pravouhlé trojuhelniky s celo¢iselnou délkou
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stran). Najdeme-li napf. né&jaké jeji feSeni (x, y, z) takové,
Ze i rovnice a2 + b2 = x2 m4 celoCiselné feseni, vidime hned,
ze ¢isla a, b, ¢ =y, d = 2 jsou feSenim pavodni rovnice (1).

Rovnice (2) v§ak m4 nekone¢né mnoho feSeni, kterd umime
dobie popsat. Jeji podrobné fe§eni muzeme kromé jiného
najit i v ro¢ence 26. roéniku MO (A — P — 1). Kazdé primi-
tivni feSeni rovnice (2), tj. takové Fefeni, Ze &isla x, y, z jsou
navzijem nesoudélnd, muzeme vyjadiit jako

x =2uv, y =u — 02, 2 = u2 + 02,
kde u, v jsou nesoudélna piirozena ¢isla takova, ze u > v a sou-
¢in uv je sudy. Pfitom podminka sudosti souinu 2 jenom
zarucuje, ze ziskana ¢&isla x, y, z nebudou vSechna sudi,
tedy soudélna.
Ale i feSeni rovnice a2 + b2 = x2 muZeme analogicky
vyjadrit ve tvaru

a=2UV,b=U2—V2 x = U2+ V2
pro vhodnd U > V, kterd ziejmé& stadi volit tak, aby U2 +
+ V2 = 2uv bylo sudé (islo.

Vidime, Ze vhodnou volbou parametri #, v, U, V nyni
snadno najdeme nekone¢nou mnozinu feSeni rovnice (1)

a=2U0V,b=U2—V2 ¢c=u®—22 d=u+ o2
My viak jesté potiebujeme, aby zadné dva z odpovidajicich
kvadrii nebyly podobné. Na to stali, abychom vybrali jen

takov4 fedeni (a, b, ¢, d), v nichZ jsou ¢isla a, b, ¢, d nesoudélna.
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Z rovnosti U2 + V2 = 2uv plyne, ze Cisla U, V musi mit
stejnou paritu. Vezmeme-li v§ak U, V lich4, snadno zjistime,
7e v8echna &isla a, b, ¢, d vyjdou sudi. Zkusme proto volit
U > Vsudiav = 1. Pak urtité vyjde uv = usudé,u = 2 >
> o, coZz uZ zaruCuje nesoudélnost feseni rovnice (2), a tedy
iciselc =y,d = 2.

Pozndmka. 1 pii volbé lichych ¢isel U > V dostaneme ne-
kone¢né mnoho navzdjem nepodobnych kvadri: stali uvazit,
ze mnozina odpovidajicich pomérii

b Uz —p2
a 20V
je nekonecna.
A-1-2

Piedpokladejme nejprve, Ze madme déno ¢&islo » a podmnozZi-
ny A; (1 <7 < 5), které vyhovuji tloze. ProtoZe kazdé dvé
mnoziny A;, A;11 jsou podle pfedpokladu disjunktni, muZe
libovolny prvek x € A = A; U Az U ... U Aj leZet nejvyse
ve dvou z mnozin Ay, ..., As.

Uvazujme mnoZinu B vSech uspofddanych dvojic (x, %)
takovych, Ze x € A;. Protoze kazd4 z mnoZin A; ma pravé pét
prvki, je mnoZina B pétadvacetiprvkovd. Na druhé strané
se mnoZina A skldd4 ze dvou disjunktnich &4sti podle toho,
zda prvek x € A leZi v jedné & ve dvou riznych mnoZinich A;.
Oznalime-li tedy pfisluiné polty ni a na, je |[A| =n + nz a

|B] =m + 2ns = 2(111 + nz) = 2|A|,
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takze |A| = |B|/2 = 25/2, neboli |A| = 13. ProtoZe pro
r = 13 lze takové mnoZziny A; sestrojit, jak ukazuje nésledujici
priklad, je » = 13 hledané nejmensi r s poZadovanou vlastnosti:
A= {1,2,3,4,5}, A:= {6,7,8,9,10},

As = {4,5,11,12,13), A, = {1,2,6,7,8},

As = {9,10,11,12,13}.

Jiné feSeni. Je-li k pfirozené <&islo, oznatme r; nej-
mensi pfirozené Cislo r takové, Ze existuji mnoZiny Ay, ...,
.. As < {1,2,...,r} takové, Ze pro viechna i € {1,2, ...,
..., 5} plati

Al =k AinAi=0 (As= A
Polozime-li

A= A; = {1,...,k}, As = Ay = {k-{— 1,...,2k},
As = {2k+ 1,...,3k},

vidime, Ze r; = 3k. Naopak z toho, ze Ai N Ay = 0
a |A1] = |Aq| = &, plyne nerovnost 2k = 1.
Predpoklddejme, Ze mnoziny Ay, ..., As spliiuji uvedené
podminky. Navic mtzeme ptedpoklddat, ze Ay = {1, ..., k},
A; = {k +1,...,2k}. PoloZme proto (vySrafované Casti
Vennova diagramu na obr. 16 oznacuji prazdné podmnoziny)

u=1|As n AL nA,, v=|As nA] nA,,
z =|Asn A nA),

kde ¢arka oznacuje doplnék pfislusné mnoziny ve sjednoceni
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Aq A,

Asg

A3

e
su V4 sv . )AL

Obr. 16

Al U ... UAs Je tedy |As n Al = kB — u, takze
|[As 0 Ai| = u, a analogicky |As N As| = & — o, takZe
[As N Ag] =< v, a plati

E=Ad = |As 0 A+ [Asn Al + |[As 0 Al 0 A =
<u-+4+v+ 2

Ziroven je ziejmé, ze u + 3 =r — 2k, v + z=1r — 2k,
takze

5k + =
k=u+o +z§2(r—2k)—z,nebolir§~§~—,

coz dava odhady

5k

rE = -2—- pro k sudé,
5k + 1

e = — pro k liché.

Snadno zjistime, Ze pro z = 0, resp. z = 1 nastane rovnost.
Pro & = 5 tak vychéazi 5 = 13.
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A-1-3

Uvedeme jednu z moZnych konstrukci. Jeji motivace je
nésledujici.

Vezméme nejprve B = Ay U Ay U ..., pak je zfejmé
kazdd z mnozin B N Asrz = Asr nekonetnd. Pro liché
indexy / muzeme psit

BﬁAz=(AzﬁAz)U(A4ﬂAl)U..., (1)

pfi¢emz kazdd z mnozin v zdvorce ma jen konetné mnoho
prvkua. ProtoZe se viak jednd o sjednoceni nekone¢ného poctu
mnozin, nemiZeme o jeho potu prvka nic tvrdit. Zménime-1i
ale definici mnoziny B tak, Ze od kazdé z mnoZin Agj odette-
me vSechny mnoZiny s lichymi indexy / < 2k, bude v rov-
nosti (1) vystupovat jen koneény pocet neprazdnych mnozin.
Provedme tuto uvahu podrobnéji:

Polozme nyni B = (A:\Cz) U(As\Cy) U ..., kde Cy
je sjednoceni viech mnozZin A; s lichymi indexy/ < 2k. Je tedy

B nAs< B n(Aw\ Ca) = Ag " Cox =
= Ao \ (Asr 0 Cap),

coZ je nekone¢nd mnoZina, nebot jsme z nekoneéné mnoziny
Agr odstranili jen konené mnoho prvku.
Na druhé strané je pro liché /

B n Al = ((Az \\ Cz) N Al) U((A4 \\\ C4) N Al) L) s s
U((Azk\\ Cz/c) N Al) L) o s
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ptitem? pro 2% > I je (Ask\ Car) N A; = @. Posledni sjed-
noceni tedy obsahuje jen kone¢ny pocet neprazdnych (koned-
nych) mnoZin. Tim je Gloha vyfeSena.

A-1-4

Pti dukazu vyuZijeme nisledujici zndmé vlastnosti podob-
nych zobrazeni: Je-li f podobnost v roving, existuje kladné
Lislo & takové, Ze pro libovolné dva body X, Y plati
|fAX)A(Y)| = k| XY]|. Pro obsah utvaru U v rovin& pak plati
S(f(V)) = k2S(U).

Ozna¢me S obsah daného trojahelniku ABC a S1, Sa, Ss3
obsahy uvaZovanych trojahelnika (obr. 17). Délky useku,
které sestrojené piimky vytnou na strané BC daného trojahel-
niku, oznaéme u, v, w. Z podobnosti uvazovanych trojuhel-
nikt danému trojuhelniku plynou nasledujici rovnosti

81



e
Il
—

S

L
i
/N
——
)
e

ae

w \2
s (=) s
a

Jejich sectenim a dosazenim a = u + v + w dostaneme

u? + 02 + w?

R o

Maiame tedy pro kladnd redlna ¢isla v, v, w dokazat nerovnost
1
u2+vz+w22~§—(u+v+w)2, €))

kterd je, jak zjistime jednoduchymi Gpravami, ekvivalentni
nerovnosti

(4 — 02 4+ (v —w2 + (w—u2=0.
Odtud také plyne, Ze rovnost nastane pravé tehdy, je-li
u =v =w = }|AB|, tj. pravé kdyz je bod P tézi§tém troj-
thelniku ABC.

Pozndmka. Nerovnost (1) je specidlnim pfipadem zndmé
Cauchyovy nerovnosti
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n n 2 n 2
CuvP=3 u 29
i=1 i=1 =1

pron=3,m =u, us =0, u3 =w, v, =v2 =v3 = L.

A-1-5
Z definice obou mnozin A, B plyne, Z¢ je A UB <

< {1,2,...,p}. Uvaiujme ke {l1,2,...,p} takové, Ze
k¢ A U B. Protoze k ¢ A, je pro n&jaké n = 0

np < kg <(k+1)g=(n+ 1p. (1
Podobné ze vztahu % ¢ B plyne, Ze pro né&jaké m = 0 je

mp < k(p —¢q) <(k+ 1 —g)=(m+ Dp,

odkud odettenim kp dostaneme nerovnosti
(k—m—1p=(+1)g—p<kqg<(k—mp. (2)

Z obou nerovnosti (1) a (2) je vidét, zenp = (k — m — 1)p
je nejveétsi celé Cislo mensi nez kg. Navic odtud plyne, Ze mezi
tisly mp =(k—m —1)p a (n+ 1)p =(k —m)p, jejichz
rozdil je p, lezi Cisla (k + 1)g — p a (k + 1)gq, jejichz rozdil
je rovnéz p. Musi tedy byt (k + 1)g = (n + 1)p, a protoze
¢isla p, g jsou nesoudélnd, musi p délit &islo £ + 1. Odtud
vychézi, ze je k = p — 1.
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Cislo p — 1 v mnozingé A U B skutené neleZi, protoze je

4 4
g—1)—<p—1 a —g—1)—<p—1,
(¢—1) g 2 ®—q—1 D—g -t
nebot ¢ < p.
Jiné FeSeni. Ziejmé je p € A n B. UkdZeme, Ze je do-

konce A n B = {p}. Kdyby pro né&jaké me {1,2, ...,q},
ne{l,2,...,p — q} bylo

2] 52 -

bylo by
mp o
—=a + — pro 0 <a < g, acelé
q q
np

B
——=a +—— pro 0<fB<p—gq, fcelé
o »—q P B<p—g, fcelé,

takZe
mp=gqa+a np=0p—q9a+/p,
(m + n)p = pa + o + f,

N +oc+ﬁ
m+n=a )
pP
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Protoze ale je 0 < o + f < p, nemuZe posledni rovnost
nastat pro celd &isla m, n, a. Sjednoceni A U B m4 tedy cel-
kem p — 1 prvka z mnoziny {1,2, ...,p}. Jediné &islo, které
z ni neobsahuje, je p — 1, nebot (p > g,p > p — q)

[o=%]--2] <s

e R LR T
A-1-6

Je zfejmé, Ze tloha m4a feSeni jen tehdy, neleZi-li bod C
mezi body A, B. Pfedpoklidejme, Ze hledand kruZnice &
existuje, a oznalme S jeji stted a Ti, T dotykové body jejich
te¢en z bodu C (obr. 18). Body C, T1, S, Tz jsou vrcholy

B
k
9
754_' — ,_\_ S
|
4
|
cyf A
T
Obr. 18
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Ctverce. Pro délku ¢ jeho strany, jeZ je zdroveil polomérem
hledané kruZnice, z mocnosti bodu C ke kruZnici %2 plyne
rovnost 12 = ab, kde a = |CA4|, b = |CB|. Stfed S hledané
kruznice tedy lezi na ose useCky AB a ziroveil na kruZnici
I(A4, 1) se sttedem 4 a polomérem z.

Z uvedeného rozboru je ziejmé, Ze uloha bude mit jedno
feSeni pro z = } |AB| a dvé feleni, pokud ¢ > { |4B|. Jinak
tloha feSeni nemd. Protoze |AB| = |b — a|, z podminky
t> = ab plyne, Zze tGloha mé feSeni, pravé kdyz a2 — 6ab +
+ 8 =<0.

Postup konstrukce rovnéz plyne z rozboru. Délku ¢ = |/ab
pritom sestrojime pro dané délky a, b pomoci jedné z Eukli-
dovych vét (obr. 19).

t=Yab,

a

Obr. 19
A-S-1

Mnozina M ma (}) k-prvkovych podmnozin C. Kazda
z t&chto mnozin m4d zas 2 podmnozZin B. Podle binomické
véty je tedy pocet viech dvojic (B, C) takovych, ze B= C <
< M, roven souttu

z (Z) 2 = (1 + 20 = 3n,

k=0
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A-S-2

Sestrojme kruznici %, kteréd se dotykd pfimky AC v bodé C
a prochizi bodem B (stfed S takové kruZnice leZi na kolmici
k AC v bodé C a na ose tiseCky BC, obr. 20). KruZnice % protne
polopfimku AB jesté v bodé D, pro ktery plati |[AD| > |4B|,
nebot z mocnosti bodu A4 ke kruZnici £ plyne, Ze je
|AD| . |AB| = |ACJ2.

UvaZujme stejnolehlost se stiedem A, ktera zobrazi bod D
do bodu B. Obrazem kruznice k v této stejnolehlosti bude
kruZnice k&', kterd se dotyka pfimky AC v bodé C’ a stranu
AB trojahelniku ABC protind v bodé B’.

Z predchoziho rozboru je ziejmé, 7e bod C’ dostaneme
jako prusetik pfimky 4AC s rovnobézkou vedenou bodem B
k pfimce CD. Protoze body B’, C’ jsou obrazy boda B, C
v uvedené stejnolehlosti, je také B’C’ || BC.

87



Protoze bod B nelezi na pfimce AC, kruZnice k vzdy existuje
a tloha m4 jediné feseni.

A-S-3

Predpoklddejme, ze takovy kvadr existuje, a oznalme
a, b, ¢ délky jeho hran a » délku jeho télesové uhlopficky.
Protoze délky jeho hran maji tvofit tfi¢lennou aritmetickou
posloupnost, muzeme poloZit

a=b—d, c=1b+d,

kde d je ptisludnd diference.
Z Pythagorovy véty pak pro télesovou uhlopfi¢ku dosta-
vame vztah

w2 = 362 + 2d2. (1)

Muzeme ovsem predpokladat, Ze Cisla b, d, u jsou nesoudéln4,
protoze jinak bychom je vyd¢lili jejich nejvétsim spole¢nym
délitelem a pfislusné podily by spliiovaly tutéz rovnici. Z rov-
nice (1) ale dostaneme, Ze #2—2d2 je délitelné tfemi, coZ mlize
byt pravda jen v pfipadg, Ze obé &isla u, d jsou délitelnd tiemi1
(stali probrat v§ech 9 moznych dvojic zbytki mod 3, v3e-
obecné je viak zndmo, Ze Ctverec celého &isla d4 pii déleni
tiemi jen zbytek 0 nebo 1). To ale znamen4, Ze 3b2 je délitelné
deviti, a tedy i & musi byt délitelné tfemi. Dosli jsme tak
ke sporu, nebot o Cislech b, d, # jsme pfedpokladali, Ze jsou
nesoudélna.
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Pozndmka. Ze vztahu (1) také plyne, Ze &isla #, b jsou bud
obé lich4, nebo obé& sudd. VyuZzijeme-li délitelnosti dvéma,
resp. tyfmi, dojdeme v obou piipadech rychle ke sporu
podobné jako v uvedeném feSeni.

A-Il-1
Oznatme thly jako na obr. 21. Uhly oy, a2 jsou obvodové
a o3 je usekovy thel ptisluiny t&tivé BC, uvedené uhly jsou
proto shodné. Protoze |CF| = |BF|, je ag = ag. Zéroveil ale
je (protoze zékladny 4B a CD jsou rovnobézné)

|t AED| = oq + o2 = o3 + oq = 180° — |<x BFC],

takze &tyfthelnik EBFC je tétivovy. Odtud plyne, Ze a5 =
= o4 = o, ptimky EF a CD jsou tedy rovnobézné.

Obr. 21 Obr. 22
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Jiné FeSeni (podle Petra Lindaského, 3.d G M. Ko-
pernika v Bilovci). Thaletova kruZnice nad prumérem SF
obsahuje vrcholy B, C daného lichobé&zniku. Oznatime-li «
velikost uhlu BAC (obr. 22), bude ziejmé | BSC| = 2
(odpovidajici stfedovy thel) a také |<C BEC| = 2« (jde
o vnéjsi uhel k rovnoramennému trojuhelniku ABE). Odtud
plyne, Ze body B, C, S, E, F lezi na kruZnici, a pokud S = E,
je podle Thaletovy véty |<C SEF| = 90°, neboli EF || AB.

Pokud je S = E, je uvaZovany lichob&Znik obdélnik
a snadno se presvéd¢ime, Ze uvedené tvrzeni plati (SF = EF
je osou soumérnosti obdélniku ABCD).

A-11-2
Podle kosinové véty je

¢2 = a? + b2 — 2ab cos y,

2 a®
=

— 2
- 4 + b2 — ab cos y,
takze pro délku téznice ¢, dostaneme znamy vztah

282 + 2c2 — @2
t2 —_ ee,——
a 4 bl

a cyklickou zaménou ziskdme dalsi dva vztahy

2c% 4 2a% — b2 5 2a% 4 2b2 — ¢2

2
l, = ° =
b 4 > (5 4
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Aby byly zminéné trojihelniky podobné, musi platit
atb:ic=t:1ty: 1ty neboli b2 = % a b21> = a2r;. Odtud
dostaneme rovnosti

BA28% + 2¢® — a2) = 2(2c + 2a% — b?),

(1)
B(2a2 + 202 — 2) = a%(2c + 2a% — B2).

Jejich odectenim vyjde
(2 —a2)(2b2 — a2 — %) = 0.

ProtoZze a, b, ¢ jsou kladni ¢&isla, je bud ¢ = a, anebo
a? + ¢ = 2b2.
Pro a = ¢ dosazenim do (1) vyjde

bt — 2a* + a?h? = (b2 — a?) (222 + b2) = 0,

tj. a = b = ¢. Rovnostranny trojihelnik samoziejmé ma
pozadované vlastnosti.
Je-li a% + ¢2 = 2b%, dosazenim do (1) zjistime, Ze obé
rovnosti plati, coZ znamen4, Ze oba trojuhelniky jsou podobné.
Nutnou a postatujici podminkou pro to, aby uvedené
trojuhelniky byly podobné, je tedy rovnost a2 + ¢2 = 2b2
(coz je ziejmé splnéno i pro rovnostranny trojahelnik).

A-11-3

Oznatme m nejmensi prvek mnoziny A. Ziejmé je m > 1,
protoZe jinak by vyslo A = N, B = 0. Cislo m nemuze byt
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slozené, protoze kdyby bylo m =ab, kde 1 <a < m,
1 <b<mbylobynutnéaecB,beB,atedyim = ab € B.
Proto je m prvolislo a mnoZina A obsahuje i viechny jeho
kladné nasobky, A o {km; ke N}.

Dejme tomu, Ze mnozina A kromé ndsobka Cisla m obsahuje
i né&jaké Cislo n nesoudélné s m. Pak A obsahuje vSechny
linedrni kombinace mx + ny s pfirozenymi &isly x a y, tedy
vSechna dostate¢né velkd prirozena &isla. SkuteCné: protoze m
a n jsou nesoudélnd, davaji &sla N —n, N —2n, ..., N —
— mn pii déleni Cislem m vesmés razné zbytky. Proto pro
kazdé N > mn mezi témito i &isly existuje jedno, které je
délitelné m, tj. existuji ptirozend Cislataj, 1 = 7 = m, takova,
7ze N —in = jm, neboli N =jm + ine A. V tom ptipadé
ale je mnoZina B kone¢nd, a nemuze tedy obsahovat Zidné
¢islo £ > 1, protoze jinak by obsahovala nekonetné mnoho
ruznych &isel tvaru k, k2, k3, .... MuZe byt jen B = {1} a
A =1{2,3,4,...}. Tyto dvé mnoziny zfejm& vyhovuiji
podminkim ulohy.

V opatném piipadé je A = {km;ke N} a B = {ne N;
mA n} pro vhodné prvolislo m. Protoze 1989 = 9.13.17,
je 1989 € A pro me {3,13,17}.

Pozndmka. Pro nesoudélna &isla m, n vidycky existuji celd
tisla x, y takova, Ze mx + ny = 1, pfitom nejvySe jedno
z Cisel x, y mUze byt zdporné. V piipadé, Ze je to napf. ¢islo y,
muZeme pro libovolna pfirozena Cisla &, ¢ psat
k = k(mx + ny) + mnt — mnt = m(kx — nt) + n(ky + mz).

Pritom Cisla kx — nz a ky + mt budou pfirozend, kdyz bude
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kx —nt =1, ky + mt =1,

1 —Fky kx — 1
tedy pro 0 <—”~l——~§ [

. Stadi proto, aby bylo

kx —1 1—k
X B yzl
n m

, neboli 2=mn +m + n.

A-l1l1-4

DokédZeme matematickou indukci, Ze hledany pocet je
In(n —1) + 1.

Pro n =1 to zfejm& plati. Pfidejme k danym bodum
Ai, A, ..., Ay daldi bod Ay a uvaZujme jednak ty rozklady
mnoziny {4, As, ..., An}, které lze realizovat pomoci
piimky prochézejici bodem A1 (obr. 23), a jednak rozklady,
které takto dostat nelze (obr. 24).

Obr. 23 Obr. 24

V prvnim piipadé dostaneme z kazdého rozkladu pavodni
mnoziny {4, 4z, ..., An} dva razné rozklady mnoZiny
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{4, ..., An, Aus1} tak, Ze polohu uvedené piimky nepatrné
zménime, aby i nadile neobsahovala Z4dny z danych bodu,
pficemz bod 4.1 padne bud do jedné, ¢ido druhé mnoziny
rozkladu.

V druhém piipadé uz je jednozna¢né urleno, do které
z mnozin uvazovaného rozkladu mnoziny {A4i, 4, ..., Ay}
bod Ap+1 padne. Vidime tedy, Ze pfiddnim jednoho bodu
k n-prvkové mnoziné bodu se potet moznych rozkladt zveétsi
o pocet rozkladi, které lze realizovat pfimkou prochazejici
bodem A;+1. Postupnym otd¢enim pfimky od 0 do 180°
zjistime, Ze takovych rozkladu je prdvé n. Pro pocet p(n)
rozkladil proto plati

p(n + 1) = p(n) + n, p(1) =1,

n(n — 1)

p(n):(n—1)+(n~2)—|—...+1+l:——5—*+1.

Jiné feSeni. Budeme uvazovat jen rozklady na dvé
neprazdné podmnoziny (trivialni, rozklad obsahujici prazdnou
mnozinu je jediny). Kazdy takovy rozklad je uren né&jakou
pfimkou neprochazejici zadnym z danych bodt. Pfifadme nyni
rozkladu p uréenému pfimkou p dvojici bodu A4;, 4; takovou,
ze oba body lezi v opatnych polorovinach uréenych piimkou p
a orientovany uhel, ktery svird pfimka p s pfimkou 4;A4;,
je nejmensi mozny. Tato dvojice je vzdy urcena jednoznalné:
danych bodu je jen kone¢ny polet a nemuze se stit, Ze by
existovaly dvé dvojice 4;4; || AxA; s nejmensim orientova-
nym uhlem (obr. 25), protoZe orientovany thel jedné z dhlo-
pri¢ek odpovidajiciho lichob&éZniku musi byt mensi.
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Obr. 25 Obr. 26

Dile si uvédomime, Ze je to dobr4 definice v tom smyslu,
7e dvojice bodu 4;, 4; je urlena pouze danym rozkladem
a nezévisi na volbé pfimky, kterd jej realizuje (obr. 26).
Kdyby totiz existovala jina dvojice boda Ay, 4;,s niz by napt.
pfimka ¢ svirala mensi orientovany thel nez s dvojici A;, Aj,
snadno zjistime, Ze by pak i pfimka p s ni svirala mensi
orientovany thel.

Abychom zjistili pozadovany pocet rozkladu, stali nyni
dokézat, Ze uvedené zobrazeni ,rozklad +~ dvojice bodu‘*
je vzdjemné jednoznaéné (tj. je prosté a je na), protoze pocet

dvojic dobfe zndme — téch je (Z)

UvaZzujme dva rozklady g1 a g2, urené pfimkami p1 a po
kterym v popsaném zobrazeni odpovidd stejna dvojice bodi
A;, Aj. Piesvéd¢ime se, Zze obé piimKky p1, p2 urluji tentyz
rozklad, tj. 01 = g2, neboli jinymi slovy, Ze v tthlu mezi obé-
ma pfimkami pi, p2, v némz nelezi 724dny z boda 4;, 4;, ne-
lezi ani Z4dny dal3i z danych bodu. Protoze viak kazd4 z pfi-
mek p1, po svird s ptimkou 4;4; nejmensi moZny orientovany
ahel, nemuze za4dny bod lezet (obr. 27) ani v &4sti [1], ani
v Casti [2] nebo [3] uvedeného Ghlu. Uvedené zobrazeni je
tedy prosté.
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Obr. 27

Abychom ukézali, Ze kazd4 dvojice bodu 4;, 4; odpovid4
néjakému rozkladu, vezméme piimku p, kterd prochizi
stiedem uselky A;A4; a svird s ni orientovany uhel tak maly,
Ze v ném uZ nelezi Zddny dalsi z danych bodu (to jde, protoze
Z4dné tfi body nelezi v pfimce a danych bodu je jen konedny
pocet).

Dokaézali jsme tedy, Ze celkovy polet rozkladu je (g) + 1.

A-lll-1

Oznatme P patu kolmice p na piimku A4S a Q dalsi prasecik
pfimky A4S s danou kruZnici (obr. 28). Podle Thaletovy véty
je |<C ABQ| = 90°, takZe pokud P =~ A, jsou trojuhelniky
APD a ABQ podobné, tj. |AP|.|AQ| = |4B|.|AD|. Po-
dobné dostaneme pro bod E rovnost |AP|.|AQ| =
= |AC| . |AE|, takZe pro body 4, B, C, D, E vychézi rovnost
|AC| . |AE| = |AB| .|AD.| Z mocnosti bodu A4 ke kruZnici
prochézejici body B, C, D podle posledni rovnosti dostaneme,
Ze na stejné kruznici leZi i bod E.
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B \D

Obr. 28

Pokud je bod A zéroveri i patou kolmicep,je P = A = D =
= E a tvrzeni udlohy trividlné plati.

Pozndmka. Tvrzeni tlohy lze samoziejmé snadno dokézat
pomoci véty o obvodovych uhlech, uvedené feSeni vSak mad
tu podstatnou vyhodu, Ze v ném neni potieba diskutovat
polohu pfimky p.

A-lil-2

Predpoklidejme, Zze pro néjaké m pfirozené je n nejmensi
piirozené (Cislo takové, Ze tvrzeni ulohy neplati. Kdyby
z kazdého bodu vychizelo aspoil m tselek, snadno sestrojime
pozadovanou posloupnost (zatneme libovolnym bodem
a v kazdém kroku pak mime vzdy moznost z m bodu, jez
jsou se zvolenym bodem spojeny usetkou, vybrat ten, ktery
se dosud v posloupnosti nevyskytuje).
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Muzeme tedy predpoklddat, ze existuje bod, z n&hoZ vy-
chéazi nejvyse m — 1 danych uselek. Odstranime-li tento bod
spolu se vSemi use¢kami, jez z ného vychdzeji, dostaneme
asponi mn — (m — 1) > m(n — 1) usetek spojujicich nejvyse
n — 1 bodu. Pro tyto usetky ovSem uvedené tvrzeni rovnéz
nemuze platit, coz je ve sporu s volbou n. Tim je tvrzeni
dokézano.

Jiné feSeni (podle P. BroZe, 4. rotnik G W. Piecka
v Praze). Mame dokézat, Ze v libovolném (neorientovaném)
grafu G s n vrcholy a mn hranami existuje cesta délky m
(tj. posloupnost ruznych vrchola Vo, V1, ..., V), grafu G,
jez jsou spojeny hranou).

Ptitadme kazdému vrcholu grafu G délku nejdelsi cesty,
kterd jim prochézi, a oznatme ¢(G) soulet téchto hodnot pro
vSechny vrcholy daného grafu G. Dokazeme, Ze pro kazdy
graf G s n vrcholy a % hranami plati

(G)=h—n+1. o)

Pro n = 1 nerovnost plati, nebot v tomto piipadé je
¢(G) = h = 0. Predpokliddejme, Ze uvedend nerovnost plati
pro kazdé n = m — 1, a uvazujme graf G s n = m vrcholy.
Vezméme v ném nejdel§i moznou cestu Vo, Vi, ..., V.
Z vrcholu V) mohou vést hrany jen do nékterych vrchola
Vi, ..., Vi, jinak by existovala deldi cesta. Odstranime-li
ted z tohoto grafu vrchol V), se vSemi hranami, jez z né&j
vychézeji, dostaneme graf Go s m — 1 vrcholy a asponi 2 — &
hranami. Podle induk&niho piedpokladu je tedy

(Go)=h—k—(m—1)+ 1;
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piitom ale ziejmé plati e(Gy) = e(G) — k (délka cest vedou-
cich libovolnym vrcholem se odebrianim pfislu§nych hran
urlité nezvét§i a odebranému vrcholu Vy odpovidala cesta
délky k). Dostavame tak nerovnost

e(G)Y=h —m + 2,

takze (1) plati i pron = m. Tim je duikaz matematickou induk-
ci hotov.
Pro graf spliujici pfedpoklady tlohy podle (1) tedy plati

e(G)y=mn —n+1=nlm—1)+ 1,

podle Dirichletova principu tedy nutné existuje vrchol,
kterym vede cesta délky aspon m.

A-1l1-3

(Podle V. Komira, 3. ro¢nik G, Kosice, Smeralova ul.)
Piedpokléddejme, Ze &isla ¢, d spliiuji podminky tlohy. Cisla

. ?
P,2p,3p, ... ziejmé patii do A, a protoze —; > 1, Cisla
?—1,2p —1,3p — 1, ... do A urdité nepatfi, takze lezi v B.

.. . 4
Ziroven je jasné, Ze pro ruznd ng, ng jsou také Cisla [nl ==
q

P .
[ng 7 ruzné. Je také vidét, ze nemuze byt ¢ < 0, ale ani

0 = ¢ = 1 (to by B obsahovala v§echna pfirozena &isla aspoii
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rovnd [c + d]). Je proto ¢ > 1, takze i Cisla [cmi + d],
[en2 + d] jsou pro rtizné my, ny razna.

Protoze kpe A kp — 1 € B(ke N),jemeziisly 1,2, ..., kp
pravé kq Cisel v A a kp — kq Cisel v B, takze pro kazdé & pti-
rozené mame

kp — 1 = [ck(p — q) + dI,

neboli

kp — 1 =k(p —q)c +d < kp. €Y)]
Pro libovolné piirozené % tudiz plati
—1—d=k[p—qc—p] <—d

P
Odtud ov$em plyne, ze (p —q)c —p = 0, a tedy ¢ = P_——q .

Z (1) pak navic dostdvame, ze kp — 1 < kp + d << kp, neboli
—1 = d < 0. Podle tlohy A — I — 5 vime, Ze pro mnozinu

B’:{[ni];neN}plati
p—4q
AUB =N {kp—1;keN}, AnB = {kp; ke N}

Vezmeme-li tedy d € ( —1,0), objevi se v mnoziné¢ B misto
ciselp,2p, ..., kp, ... Cislap — 1,2p — 1, ... kp — 1, ...,

jinak ale pro n # k(p — ¢) musi &isla [n + d] zustat

p»—4q
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v mnoziné B’ jinymi slovy (protoze d < 0) musi pro vSechna
n = k(p — q) platit

4 +dg[n i ]
P—9q p—4q

Pfitom, je-lir (0 < v < p — q) zbytek &isla np pfi déleni
tislem p — ¢, je

np [np] r
= -|— :
pP—q p—9q p—q

takze pro n 7 k(p — g) odtud plyne nerovnost

n

r

P—q

d= —

Cisla p, 2p, ...,(p — q — 1)p davaji oviem vesmés razné
zbytky pii déleni &islem p — g, tj. vSechny mozné zbytky
1,2,...,p — q — 1, protoze Cisla p a p — g jsou podle
predpokladu nesoudélna (kdyby p — ¢ délilo ke2p — kip pro
ki < ks < p — g, bylo by i &islo ks — k1 < p — g délitelné
P — g, coz nejde!).

1
Zéroven z predchozich uvah vidime, Ze prod € <—;——— 3 O)

plati
B=(B ukp; ke N\ {kp — 1; ke N},

takZe pro mnoziny A, Bje A U B =N, An B =0, jak
vyzadovala uloha.
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Jiné ¥eSeni (podle P. Cizka, 4. roénik G W. Piecka

p q
v Praze). Protoze [n 7] =m— 1,pravé kdyzn < m—P~ ,obsa-
: . oy g . -
huje mnoZina A pravé I_m —P——I — 1 ¢isel mensich neZ m a po-

m —_—
dobn& mnozina B obsahuje pravé |'Td‘| — 1 ¢&isel mensich

nez m. (Zde [x] znali tzv. horni celou &4st &isla x, tj. nejmensi
celé &islo aspoti rovné Cislu x; tuto funkci muZzeme definovat
1 pomoci zndméjs§i ,,dolni celé <&asti‘‘ jako [x] = —[— x].)

Mnoziny A, B spliiuji pozadavky tlohy, pravé kdyZ pro
kazdé ptirozené m plati

=m—1,

tj. pravé kdyz pro kazdé m prirozené plati

mq m—d
— | =1+ . —1=m-—1,

?
&ili
mq m—d
— +l — | =m+ 1. (2)
P [4
) [mx + y1]
Pro libovoln4 realna &isla x, y plati, Ze T kdyz

m — oc, jak je vidét z nerovnosti
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[mx + y] y+1
—_— < X +T'

IA

y

X 4+ —

m

Z (2) limitnim pfechodem dostaneme rovnost

q 1
p te b

p
coz davd ¢ = ——. Dosazenim do rovnosti (2) vychézi pro

kazdé m piirozené

l’mq’ |“1>—q p~q'|
— |+ | m —d =m+ 1,
? ? ?
m —m -
5[] o[ ] -
?

mq
PiSme —p— =n + r, kde n je celé a r € (0, 1). Posledni rov-

nost tak muizeme piepsat jako

p_
+[T]+|_ n_r—d—"2 =1,
?

a protoze [r] = 1, dostdvime podminku

[—r—d————] =0, neboli f1<~r—deq<0
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coz je ekvivalentni s nerovnostmi

b
— 49

=1

4
<d< —(r—1
p—q— r=D3

Protoze &isla p, ¢ jsou nesoudélnd, nabyva r pro ruzna m
1
(stati 1 = m = p) vSech moZnjych hodnot i

takze vychazi, ze

. p / 1
Obréceng, je-lic = ——,def{ ——,0, dostaneme
p—4q VP — g
pro kazdé m ptirozené, ze plati (2), coz zarucuje, ze A U B =
=N, AnB=g.

A-ll1-4

Oznatme A4, B, C vrcholy trojahelniku T a pfedpokladejme,
ze se trojahelniky T, T’ shoduji napf. v Ghlu «. Trojahelnik
ABC dopliime na rovnobéznik ABDC (obr. 29) a stiedy jeho
stran AB, BD oznatme K, L. Pak je T = CKL, |KL| = t,,
|LC| = 1, |CK| = t,.

Pokud je |[<¢ KCL| = a, je podle véty o obvodovych thlech
pfimka CL te¢nou kruZnice opsané trojuhelniku AKC (ahel
KCL je tzv. tsekovy thel piisludny tétivé KC). Uvazme nyni
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N Obr. 29

bod M, ktery je pruselikem pfimek AK, CL (obr. 29). Pro
jeho mocnost ke kruznici AKC plati |MK|.|MA| = |MC|2,
a protoze |MK| = |CP| = |A4AB| + |AK| = 3¢, |MA| = 2c,
|IMC| = 21, plyne odtud rovnost 3¢ = 4z7.

Pokud je |<¢ CKL| = «, je analogicky pfimka KL tetnou
kruZnice opsané trojahelniku AKC, takZe z mocnosti bodu N
(obr. 29) ke kruznici AKC vyjde 3b2 = 4z2. A podobn& pro
|t KLC| = o je zase piimka KL tetnou kruznice CLD,
takZe z mocnosti bodu P k této kruZnici dostaneme rovnost
3¢ = 472

Vezméme napi. posledni rovnost. Protoze (viz napf. feeni
Glohy A —II —2) 472 = 2b? + 2¢2 — a2, plyne odtud
2b% = a? + ¢2, takZe dostaneme

3¢ = 422, 3b2 = 413, 3a% = 412,
coz znamend, ze trojuhelniky T a T’ jsou podobné. Analogicky
postupujeme i ve zbylych dvou ptipadech.
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Jiné feSeni (podle J. Vomlela, 3. ro¢nik G J. K. Tyla
v Hradci Kralové). Oznatme A, Bi, C; stiedy pfisluinych
stran trojuhelniku T = ABC, T jeho téZisté a U bod na téz-
nici CC; takovy, ze |TU| = |CT| (obr. 30). Trojahelnik
UTA je ziejmé podobny uvazovanému trojihelniku T’,
protoze délky jeho stran se rovnaji dvéma tfetindm délek
téZnic trojuhelniku T.

Bez ujmy na obecnosti budeme pfedpoklidat, Ze se oba
trojuhelniky T, T’ shoduji v Ghlu «. Je-li o = |<x ATU|,
jsou trojuhelniky 7TC14, AC,1C podobné (shoduji se v thlech
o a w), takze

| TC| |TA| g b
neboli — =—.

|ACy| ~ |4C|”’ e ¢

Trojahelniky T a T’ jsou tedy podobné (sus).
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Pokud je o = | AUT|, jsou podobné trojahelniky
TB:C, AC,C (shoduji se jesté v uhlu p), takze

| TB| |TC| " tp c
AC,| ~ jAC) neboli b

12

a konetné pro a = |<L TAU| zjistime, Ze jsou podobné troj-
thelniky 7B14 a AB;B (maji je$t¢ spole¢ny uhel p), takZe
vyjde

| TB| |TA| W b
4B, = I—ZEI ,  neboli t_a, -
I v obou téchto pfipadech tak vychazi, Ze trojuhelniky T a T’
jsou podobné (sus). Tim je dukaz hotov.

Jiné ¥eSeni (podle I. MartiSovitse, 4. ro¢nik G J. Hron-
ca v Bratislavé). Dopliime trojahelnik ABC na rovnobé&Znik
ABDC a oznalme postupné E, F, G, H stfedy jeho stran
DC, CA, AB a BD (obr. 31). Trojuhelniky T* a GHC jsou
tedy shodné. O trojahelnicich T, T’ budeme opét ptedpokla-
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dat, Zze se shoduji v thlu «, kde «, f,y jsou pfisluiné ahly
daného trojuhelniku T = ABC.

Je-li & = |<¢ GHC], pak podle véty o obvodovych thlech
lezi body G, H, E, C na kruznici, a protoze body C, E lezi
oba v poloroviné GHC, je |<¢ GCH| = |<L GEH| = y.

Pokud je o = |<¢ HGC|, dostaneme symetrickou situaci,
kdyz misto trojuhelniku ABC vezmeme shodny trojuhelnik
DCB — analogicky vyjde, Ze je pak |<¢ GHC| = y.

A pokud o = |<¢ GCH|, lezi body G, B, H, C na kruZnici,
protoze |<C GBH| = 180° — «. Pak je ale |t CHG| = f.
Ve vsech tfech pfipadech jsme tedy dostali, Ze se trojahelniky
T, T’ shoduji ve dvou uhlech, takZe jsou podobné.

A-1ll-5

Ziejmé je Py = 22 = 4, P, = 24 — 1 = 15. Pokud nejsou
obé posledni pole obarvena, coz lze zafidit tfemi zpusoby,
existuje P,_; pfipustnych obarveni zbylych poli uvazovaného
pasu (pfedpokladdme, Ze je n = 3). Jsou-li obé posledni pole
obarvena, jsou opét tfi moznosti, jak obarvit dvé pfedposledni
pole pasu, aniz by vznikl obarveny ¢tverec 2 X 2, a pro kazdou
z nich mame P, _» pfipustnych obarveni zbylych poli. Je tedy

Pn = 3Pn7]_ + 3Pn_2. (1)

Odtud plyne, ze je P, délitelné tfemi pro n = 2.

Dile dokdZzeme, Ze pro kazdé k prirozené jsou C&isla Po
a P4y délitelnd mecninou 3%, ale 3#+1 uz nedéli Poy41. Pro
k = 1 uvedené tvrzeni plati. Predpoklidejme, Ze tvrzeni plati
pro kazdé & = m. Podle indukéniho predpokladu je
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Poni1y = 3(Pom + Pomi1)
délitelné ¢Cislem 37+1. Podobné je i
P2m+3 - 3(P2m+1 + P2m+2)

délitelné &islem 3m+1) ale neni délitelné vys$si mocninou 3,
protoze podle indukéniho piedpokladu je prvni s&itanec
délitelny jen 3™, zatimco druhy je délitelny asporl 37+1,

Nejvyssi mocninou 3, kterou je délitelné ¢islo Pyggg, je 3994.

Jiné FeSeni (podle M. Krause, 3. ro¢nik G v Karlovych
Varech). Pod kazdy sloupec obarveného pédsu napiSeme 1,
jsou-li ob& politka obarvena, a 0, je-li aspoii jedno z nich
neobarveno. Obarveni pisu tedy vyhovuje tloze, pravé kdyz
v ziskané posloupnosti nejsou dvé 1 vedle sebe.

Pro dané n ptirozené oznalme pn(k) polet n-&lennych
posloupnosti, v nich? je % jedni¢ek a n — & nul, pfiCemz

zadné dvé jednotky nestoji vedle sebe <zi'eimé musi byt

n+1
k= [ > ]) Protoze 0 odpovidd tfem moznym obarve-

nim pfisluiného sloupce (obr. 32), plati
n+1
N
P, = an(k) 1%k 3n-k,
k=0

n+1
Odtud hned vidime, Ze 3| P, pro kazdén = 2<k = [T] <

< n). Navic pro kazdé n liché plati
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n([57]) -

(jedind mozna posloupnost je 1010...01. Specidlné je tedy
P1989(995) = 1, takze e

995
Piogo = 3 pu(k) 31999k
k=0

je délitelné pravé mocninou 3994, ale ne uz 3995,
p s

N

Obr. 32

Jiné FeSeni (podle J. Vomlela, 3. ro¢nik G J. K. Tyla
v Hradci Krélové). Stejné jako v prvnim feSeni ze vzorce (1)
zjistime, ze P, je délitelné tfemi pro kazdé n = 2. Opakova-
nym pouzitim vztahu (1) pak dostavime

Prggg = 3(Progs + Pros7) = 32 (Pros7 + 2P1986 + P1985)=
= ... =3%9(Pygs + a; Pogs + ... + ages Pz + P1),

kde a1, as, . . ., ages jsou prirozena Cisla. Protoze Pygs, Pogy, . . .
..., P2 jsou délitelnd tfemi, ale P; ne, je 399 nejvy$$i mocnina
trojky, ktera déli ¢islo Pl 989.

Pozndmka. Reenim piisluiné diferentni rovnice dostane-
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me pro piirozend n vzorec

o )

2
o)

A-lil-6

Priklad posloupnostin,n — 1, ...,3,2,1,2,3, ...,n — 1,
n ukazuje, ze pro kazdé n ptirozené existuje posloupnost délky
2n — 1. DokéZeme matematickou indukci, Ze deldi takovi
posloupnost neexistuje.

Pro n =1 je tvrzeni zfejmé. Uvazujme tedy posloupnost
splitujici dané podminky pro n = 2. Pokud se v ni Z4ddny ¢len
neopakuje, mé nejvyse n = 2n — 1 ¢&lent. Predpokliddejme
tedy, Ze ay = apm je prvni opakujici se &len uvaZované
posloupnosti. Protoze kazdé dva jeji sousedni Cleny jsou
ruzné, je m > 1 a navic poedle druhého pozadavku se zadny
z ¢lenl ag41, . . ., Akim-1 jiz nikde jinde pfed ax ani po axim
nevyskytuje! Vyfazenim ¢lent agia, ..., @krm-1, Gk+m Proto
dostaneme posloupnost, kterd spliiuje dané pcdminky (je
Ax+m+1 7 Ag+m = ar); pritom ale i posloupnost ap4i, ...,
<. .s Ar+m-1, kterou jsme vyfadili, uvedené podminky rovnéz
spliluje a jeji délka je m — 1. Jeji ¢leny mohou nabyvat r riiz-
nych hodnot, které se uz v nové posloupnosti nevyskytnou,
pri¢emz podle indukéniho pfedpokladu m — 1 < 2r — 1.

Délka nové posloupnosti je podle indukéniho pfedpokladu
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nejvyse 2(n — r) — 1, pavodni posloupnost tedy méla délku
nejvyse

2m —r)+m—1=2n—r)+2r—1=2n—1.

Tim je tvrzeni tlohy dokédzino.

Jiné feSeni (podle P. Hlinéného, 3. ro¢nik G M. Ko-
pernika v Bilovci). Pro dané pfirozené n oznatme d(n) délku
nejdelsi posloupnosti spliiujici podminky tlohy. V kazdé
takové posloupnosti existuje Cislo, které se tam vyskytuje
jen jednou: Vezmeme-li totiz dvojici ¢lent a, = a4 (p < q)
takovou, ze ¢ —p > 1 je nejmensi, lezi mezi nimi aspoil
jeden dal$i Clen uvazované posloupnosti (ap 7~ api1, ag-1 7
# aq), ktery se viak uz nemuze opakovat mezi ap a az a ne-
muze se vyskytovat pfed a@, ani za a, (jinak by nebyla
splnéna druhd podminka).

Uvazujme n = 2. Bez Ujmy na obecnosti miZzeme pied-
pokladat, ze a, = n je to Cislo, které se v uvazované posloup-
nosti vyskytuje jen jednou.

Pokud je ap_1 7 ap+1, vynechdme z uvaZované posloup-
nosti Clen ap, pokud @, = ap1, vynechime oba cleny
ap, ap+1. V obou ptipadech dostaneme posloupnost sloZzenou
z Cisel nejvyse rovnych n — 1, kterd bude spliiovat podminky
ulohy. Je tedy

din) =dn — 1) + 2.
Protoze d(1) =1, snadno zjistime, ze d(n)= 2n — 1.
Ptiklad posloupnosti n,n —1,...,3,2,1,2,3, ...,n— 1,

n ukazuje, Ze pro kazdé n prirozené je d(n) = 2n — 1.
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