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Kategorie P

Texty aloh

P-1-1

Ve stité K je N mést A(1), ..., A(N). Velké povodné
znitily fadu mostu. Z tohoto diivodu bylo mezi mnoha mésty
pferudeno spojeni. Je ddno pole B[1..N, 1..N], jehoz prvky
maji hodnotu 0 nebo 1. Prvek B[, ;] bude mit hodnotu 1,
jestlize vede piimé cesta z mésta A(7) do mésta A(j), a hodno-
tu 0, pokud se z mésta A(7) do mésta A(j) pfimo ned4 dostat.
Uvédomte si, ze B[7,;] = B[j,7]. Naleznéte a zduvodnéte
algoritmus, ktery pro dand 1, s zjisti, zda je mozné dostat se
z mésta A(7) do mésta A(j).

P-1-2

Na kruznici lezi N raznych bodu A(1), A(2), ..., A(N)
(N = 4) v tomto pofadi ve sméru hodinovych ruci¢ek. Pro
kazdé dva body X a Y na kruZnici oznalime /XY/ délku
oblouku z X do Y ve sméru hodinovych rucicek.

Je dano pole D[1], D[2], ..., D[N] ptirozenych C<isel,
ve kterém
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D[I] = JA(DA(I + 1)/ prol £1 <N,
D[N] = JA(N)A(1)/.

Naleznéte algoritmus, ktery zjisti, zda existuji indexy
P, q, 1, s takové, ze

p<qg<r<s
a soucasné
[AP)A(q) = |ADA(r) = |AMA(s) = |A(HA(P) .
Pii vypocltech, které budete v algoritmu provadét, musi byt
vSechny vysledky i mezivysledky celd cisla.
P-1-3
Je dén nasledujici program

V PASCALU V BASICU

var I, §: integer;
A: array [1..100] 10 DIM A(100)

of integer;
begin
for I:=1t0100do 20 FOR I=1 TO 100
read (A[I]); 30 INPUT A(I)
40 NEXT I
I:=1; 50 LET I=1
J=1 60 LET J=1
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while I+ < 100do 70 IF I+J>100 THEN GOTO 100
if A[I] = A[I+¥] 80 IF A(I)=A(I+]) THEN

then 7:=7+1 LET J=J+1:GOTO 70
else I:=1+1; 90 LET I=I+1:GOTO 70
write(¥) 100 PRINT ]

end

Vstupem programu je uspofddané pole (ne nutné ruznych)
pfirozenych &isel. Urcete a zdtivodnéte, co je vysledkem prace
programu (tj. jak souvisi vyslednd hcdnota ¥ s hodnotami
pole A4 a pro¢).

P-1-4

Nejprve zavedeme nékteré pojmy, které budeme potiebovat
ve ¢tvrté tloze. Ulohy podobného charakteru budou i v kraj-
ském a celostdtnim kole.

Mnohouihelnik je Cast roviny ohrani¢end jednou lomenou
¢arou, kterd sama sebe v Zddném bodé neprotind. Body této
lomené Cary patii také do mnohothelniku. Mnohothelnik je
zadén posloupnosti svych vrcholu uspofddanych proti sméru
hodinovych rucicek.

Mnohouhelnik je konvexni, jestlize s kazdymi dvéma svymi
body obsahuje také usecku, ktera je spojuje.

Konvexnim obalem N bodii v roviné budeme rozumét
nejmensi konvexni mnohouhelnik, ktery je viechny obsahuje.
(Nejmensi ve smyslu mnozinové inkluze.)

Pii fedeni tloh budete moci kromé piikaza programovaciho
jazyka (Pascalu nebo Basicu) vyuzivat také tii funkce:
VPRAVO, VNITR a UHEL:
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VPRAVO (X1, Y1, X2, Y2, X3, Y3) — vysledkem bude
logickd hodnota »pravda¢, jestlize body PI = (X1, Y1)
a P2 =(X2,Y2) jsou razné a bod P3 = (X3, Y3) leii
na pfimce prochdzejici body PI a P2 nebo vpravo od ni pfi
pohledu z bodu PI smérem k bodu P2. Jinak bude vysledkem
»nepravda.

VNITR (X,Y,X1,Y1, X2 Y2 X3,Y3) — vysledkem
bude logicka hodnota »pravda, jestlize body PI = (X1, Y1),
P2 =(X2,Y2) a P3 = (X3, Y3) nelezi na jedné piimce
a bod P =(X,Y) je bodem trojahelniku PI P2 P3. Jinak
je vysledkem »nepravdac.

UHEL (X1, Y1, X2, Y2, X3, Y3)—jestlize P1=(X1, Y1),
P2 = (X2, Y2)a P3 = (X3, Y3) jsou tfi ruzné body, potom
vysledkem bude velikost thlu PI P2 P3 ve stupnich od
0 stupiit do 360 stuprid méfend proti sméru hodinovych
rucicek.

Soutézni tloha

a) Naleznéte (co nejlepsi) algoritmus, ktery zjisti, zda dany
mnohothelnik je konvexni, a zdvodnéte jeho sprivnost.

b) Naleznéte (co nejlepsi) algoritmus, ktery pro N zadanych
bodi (N > = 4) v roviné€ najde jejich konvexni obal, a zda-
vodnéte jeho spravnost. Soufadnice konvexniho obalu ulozte
do pole KONOBALX a KONOBALY a pocet bodt obalu
do proménné POCET. '

P-Il-1

Naleznéte a dokazte (co nejlepsi) algoritmus, ktery pro
nezdporné celé Cislo n vypocitd celociselnou hodnotu f(n),
pro kterou plati:
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£0) =1, f(1) = 1, f(2n) = 2f(n), f(2n + 1) = 2/(n + 1) — f(n)

Nepouzivejte rekurzi a minimalizujte spotfebu paméti!
P-11-2

Je dino dvojrozmérné pole 4 (matice) rozméru N X M,
jehoZ prvky obsahuji pouze &isla 0 nebo 1. Naleznéte a dokazte
co nejlepsi algoritmus, ktery v daném poli 4 nalezne maxim4l-
ni »obdélnik« obsahujici samé jedni¢ky (maximaélni ve smyslu
»obsahujici nejvic jednitek«). Vysledkem priace algoritmu
bude ¢tvetice Cisel 1, ¥, K, L takovych, ze A[l, ¥] je prvek
v levém hornim rohu a A[K, L] prvek v pravém dolnim rohu
nalezeného maximélniho obdélniku.

P-11-3

Je dan algoritmus
P:fori:=1to N —1do

if A[7] > A[i + 1] then

Ali] : = : A[i + 1]; (vyména dvou sousednich
prvku pole)

- Napiste a dokazte (co nejlepsi) program, ktery pro dané
celotiselné N-prvkové pole A zjisti, zda by vySe uvedeny
algoritmus P toto pole vzestupné uspotadal. Vysledny program
nesmi modifikovat pole 4 ani pouZivat jiné pomocné pole.

P-11-4

Naleznéte a dokazte (co nejlepsi) algoritmus, ktery zjisti,
zda se dany bod nachizi uvnitf daného mnohothelniku.
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Pozndmka. Definice zékladnich pojma a pomocnych funkci,
které je mozné pii fefeni pouzit, jsou uvedeny u zadini
ulohy P — I — 4.

P-11-1

Naleznéte a dokazte (co nejlepsi) algoritmus, ktery pro
dva soubory kone¢nych po dvou disjunktnich mnoZin pfi-
rozenych &isel P = {P1,P2,...,Pm} a Q = {Q1,02, ...,

..,0On} takové, z2e P1 UP2 U ... UPm =01 u Q22U
U ... U QOn, najde nejmensi polet K operaci sjednoceni
a rozdéleni mnozin, jimiz se P pievede na Q. Operaci sjedno-
ceni se nahradi dvé mnoziny v souboru jejich sjednocenim.
Operaci rozdéleni se jedna mnozina souboru rozdéli na dvé
disjunktni ¢asti.

P-11-2

Rekneme, %e matice M X N s prvky 0 a 1 obsahuje »éarovy
vzorek, jestlize kazdy jedni¢kovy prvek (pfipadné s vyjimkou
téch, které lezi na okraji matice) md pravé dva jednitkové
sousedni prvky (soused muze byt vlevo, vpravo, nahoru nebo
dol, ne ve sméru thlopficky).

Naleznéte a dokazte (co nejlepsi) algoritmus, ktery pro
danou matici M X N obsahujici ¢irovy vzorek a jeji dany
nulovy prvek A[I, J] »vybarvi« (tj. pfepiSe nuly napiiklad
na dvojky) plochu ohrani¢enou »&arou« z jedni¢kovych prvki
a okraji matice a obsahujici prvek A[I, ¥].
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P-111-3
Je dén algoritmus P:

for 7: =1to Kdo
for/: =1to N —1do
if A[I] > A[I + 1] then
A[Il: = : A[I + 1]; (vyména dvou sousednich prvki)

Napiste a dokaZte (co nejlepsi) program, ktery pro dané
celotiselné N-prvkové pole 4 najde nejmensi &islo K takové,
aby vy3e uvedeny algoritmus P vzestupné uspoiiddal toto pole.
Vysledny program nesmi modifikovat pole 4 ani pouzivat
jiné pomocné pole.

P-1l1-4

a) Naleznéte a dokazte (co nejlepsi) algoritmus, ktery
rozdéli dany (ne nutné konvexni) mnohouhelnik na nepro-
tinajici se trojuhelniky s vrcholy ve vrcholech mnohouhelniku.
Vystupem algoritmu je mnoZina dvojic vrcholu, jejichz
pospojovanim dostaneme takové rozdéleni. (Sta¢i najit jedno
feSeni.)

b) Naleznéte a dokazte (co nejlepsi) algoritmus, ktery
zjisti, zda lomend &4ra zadand posloupnosti boda P(1), ..
..., P(N), P(1) tvofi mnohothelnik.

Pozndmka. Definice zdkladnich pojmut a pomocnych funkci,
které je mozné pii fefeni pouzit, jsou uvedeny u zadani
ulohy P — I — 4.

*)
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ReSeni dloh

P-1-1

Ulohu lze fesit vice riznymi zpusoby. Ukdzeme jeden
z téch moznych algoritmu, které jsou Casové nejefektivnéjsi.
Algoritmus postupné vytvaii seznam ¢&isel mést, do nichz
se lze dostat z vychoziho mésta A(7). Na zaldtku préice
algoritmu je v seznamu uloZeno pouze ¢islo 7. V kazdém kroku
algoritmu vyjmeme ze seznamu jedno (libovolné) &islo K
a misto néj do seznamu zafadime Cisla téch mést, kterd jsou
pfimo spojena s méstem A(K). Kazdé &islo mésta pritom bude
do seznamu vlozeno celkem nejvy$e jednou. Vytvafeni
seznamu ukonc¢ime v okamziku, kdy do né&j zaradime ¢&islo ;
oznalujici cilové mésto A(j), nebo kdyz jiz neni mozné zafadit
do seznamu z4dné dalsi ¢islo mésta. Vysledek prace algoritmu
je uréen tim, zda bylo &islo cilového mésta zafazeno do sezna-
mu.

Programova realizace uvedeného algoritmu vyzaduje pie-
devS§im zvolit vhodnou datovou strukturu pro ukliddéani
vytvafeného seznamu. Vzhledem k tomu, Ze polet mést N
je predem zndm a Ze do seznamu bude ¢islo kazdého mésta
zafazeno nejvyse jednou, zvolime pro reprezentaci seznamu
jednorozmérné pole S[1..N] a jednu pomocnou promén-
nou P, kterd uddvd momentélni délku seznamu (S[P] je vzdy
posledni prvek seznamu). Na zatatku préce algoritmu je tedy
P=1a §[] =1

Nyni je tfeba vyfesit zpasob volby ¢isla K. Na jeho vybéru
vysledek prace algoritmu nezavisi, v principu je mozné
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zvolit libovolné z &isel uloZzenych momentdlné v seznamu.
Z hlediska efektivni programové realizace jsou vhodné dva
zpusoby:

1. Za K zvolime ¢&islo naposledy zafazené do seznamu,
tzn. &islo S[P]. Odstranéni tohoto Cisla ze seznamu se provede
snadno sniZzenim hodnoty proménné P o jedni¢ku. Se sezna-
mem Vv tomto piipadé pracujeme jako se zidsobnikem, coZ
odpovidd prohleddvani stromu vSech moznych cest z pola-
te¢niho mésta A(7) do cilového mésta A(j) tzv. »do hloubky«.

2. Za K zvolime (islo ze zalitku seznamu. K tomu je
vhodné zavést pomocnou proménnou Z, kterd bude v kazdém
okamziku udédvat momentélni zatitek platného vytvafeného
seznamu Vv poli S, takZe S[Z] je vzdy prvni prvek seznamu.
Na zacatku préce algoritmu je Z = 1. Za K potom vezmeme
¢islo S[Z] a odstranéni tohoto &isla ze seznamu dosidhneme
zvySenim hodnoty proménné Z o jednitku. Vybrané &islo
tedy z pole S ve skute¢nosti neodstranime, pouze vyznacime,
Ze jiz nepatii do seznamu. Se seznamem V tomto piipadé
pracujeme jako s frontou, coz odpovidd prohled4vani stromu
vSech moznych cest z pocite¢niho mésta A(7) do cilového
mést  A(f) tzv. »do Sifky«.

Obé uvedené strategie jsou stejné¢ dobré a fe$i zadanou
ulohu. V naSem programu zvolime naptfiklad druhou z nich.
Uvedeme je$té dvé poznidmky k zavedeni pomocné promén-
né Z. Tato proménnd vyznacujici zacatek seznamu v poli §
neni nutnd, bylo by mozné vybrané cCislo vidy skuteiné
odstranit z pole S a viechna ostatni ¢isla néleZejici do seznamu
posunout v poli § o jedno misto. Takové feSeni by oviem bylo
znalné pracnéj$i a pomalej$i. Postup vyuZivajici pomocnou
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proménnou Z navic udrzuje v poli S ¢&isla viech mést, o nichz
jiz vime, Ze jsou dosaZitelnd z mésta A(z).

Zbyva provést posledni akci — pro zvolené mésto s Cislem
K zafadit do seznamu ¢isla téch mést, kterd maji pfimé
spojeni s méstem A(K) a kterd do seznamu dosud nebyla
zatazena. Cisla mést s pfimym spojenim s méstem A(K)
ziskdme snadno pifimo ze zadané matice B. Stali projit
K-ty fadek této matice a vyhledat indexy téch sloupcu, v nichz
je na K-tém fidku uloZena hodnota 1. Z nalezenych ¢isel
mést mame do seznamu zafadit pouze ta, kterd do néj dosud
zafazena nebyla. Pro tento ucel je vyhodné zavést pomocné
pole R[1..N], ve kterém se bude o kazdém z mést evidovat
informace, zda jiz bylo jeho ¢islo zafazeno do seznamu.
Udaj R[L] = 1 znamen4, Ze &slo L jiz bylo do vytvifeného
seznamu zafazeno, R[L] = 0 znamend opak. Na zalitku
prace algoritmu budou vSechny hodnoty pole R nastaveny
na 0, pouze R[7] = 1. MuZeme opét poznamenat, 7e ve
varianté fe§eni, kterou jsme zvolili pro nasi realizaci (prohle-
davani »do Sifky«, se seznamem se pracuje jako s frontou,
uzivd se pomocné proménné Z k vyznaceni zatdtku seznamu),
neni zavedeni pole R nezbytné, nebot v poli S se udrzuji
C¢isla vSech mést zafazenych nékdy béhem vypoctu do sezna-
mu. Cisla mést, kterd jiz byla ze seznamu vybrdna, zlstala
uloZena na mistech S[1], ..., S[Z — 1]. Prohled4vani celého
pole S pied zafazenim kazdého nového ¢Cisla do seznamu
by ovSem bylo zna¢né pracnéjs$i nez pouhé testovani pii-
znaku v poli R.

Nasledujici program pfesné realizuje popsany algoritmus.
Pro jednoduchost je v ném pocet mést N zadan piimo jako
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konstanta (neni obtiZzné zménit). Pole B vstupnich hodnot
je programem ¢teno po Fadcich.

program MESTA (input, output);
const N = 10; (pocet mést)
var B:array [1..N,1..N] of integer; (zadan4 matice cest)

S, R: array [1..N] of integer;
{S — vytvafeny seznam mést, R — pfiznaky}

Z, P: integer; {indexy seznamu v poli S}

I, ¥: integer; {zatatek a cil cesty}

K, U, V: integer; {pomocné prom&nné}
begin

{Natteni vstupnich hodnot:}
for U: =1to N do
for V:=1to N do
read (B[U, V1)),
read (1, §);
{Inicializace promé&nnych:}
P:=1;
Z = 1;
S[1]: =1
for U: =1to N do
R[U]: = 0;
R(I]: =1;
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{Vlastni vypocet:}

repeat
K: = S[Z]; {vybrano ¢islo K ze seznamu}
Z:=7Z+1;

for U: =1to Ndo
if (B[K, U] = 1) and (R[U] = 0) then

begin {zatazeni Cisla U do seznamu}
P:=P+1;

S[P]: = U;

R[U]: =1

end

until (Z > P)or (R[¥] = 1);

if R[¥] = 1 then

writeln (’Cesta je mozna.”)
else

writeln (’Cesta neni mozna.”)

end.

Vypocet podle uvedeného algoritmu je konecny, nebot
do vytvafeného seznamu je kazdé z N Cisel mést zafazeno
nejvyse jednou a pifi kazdém kroku algoritmu je ze seznamu
vyfazeno pravé jedno &islo. Vypolet skon&i nejpozdéji po

vyprazdnéni celého seznamu, tzn. nejvyse po N krocich.

Popsany algoritmus md kvadratickou ¢asovou slozitost.
Jiz jsme ukdzali, Ze vypolet vyZaduje provedeni nejvyse
N krokt, tj. N prichoddt cyklu repeat-until v programu.
V kazdém kroku se pfitom provédi jeden for-cyklus o N pri-
chodech. Celkové tedy vypoclet vyzaduje provedeni radové
N * N operaci. Z hlediska tasové slozitosti lepsi algoritmus

124



nez kvadraticky neni mozny, nebot jiz jenom vstupni data
maji velikost Gmérnou hodnotd N * N (velikost zadané
matice B) a pro vysledek tlohy jsou viechny vstupni udaje
vyznamné.

Sprivnost uvedeného feSeni vyplyvd piimo z popisu
algoritmu. Do vytvifeného seznamu jsou postupné zafazo-
véna Cisla mést, kterd jsou dosazitelnd z vychoziho mésta 1.
Pokud je tedy do seznamu zafazeno také Cislo cilového mésta
7 a vypolet skonéi s hodnotou R[] = 1, je sprdvné ohldSeno,
Ze cesta z mé&sta 4(7) do mésta A(J) je mozna. Jestlize vypocet
skon&i v situaci, Ze se cely seznam vyprazdnil, byla jiz do
seznamu postupné zafazena (a opét z né&j odstranéna) Cisla
viech mést, kterd maji spojeni s méstem A(7). Je-li tedy
R[j] = 0, je spravné ohlSeno, Ze cesta z mésta A(7) do mésta
A(y) neni moznd.

P-1-2

Ulohu je mo#né fesit vice raznymi zptsoby. UkdZeme zde
algoritmus, ktery je z hlediska asové efektivity optimalni,
nebot je linedrni.

Soutet zadanych vzdalenosti D[1], ..., D[N] sousednich
bodt na kruznici urCuje délku kruznice. Maji-li existovat
body délici kruzZnici na Ctyfi stejné velké useky celociselné
velikosti, musi byt délka kruznice nisobkem Ctyf. Nejprve
proto zjistime, zda plati tato zdkladni nutnid podminka.
Jestlize ano, spolitime délku CtvrtkruZnice a oznalime ji
CTVRT. V opatném piipadé indexy pozadovanych vlastnosti
neexistuji a uloha nema4 feleni.

Zavedeme pomocné pole E[0..N], které bude obsahovat
N + 1 hodnot spliiyjicich nasledujici podminky:
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2.prot=1,...,N:
E[i] =j  jestlize existuje index j takovy, Ze j > 1
a zarovenl /A(1) A(j)) = CTVRT
E[i] =0 jinak

S vyuzitim tohoto pole E je jiz feSeni zadané tlohy snadné.
Sta¢i ovéfit, zda pro né&jakou hodnotu indexu p =1, ..., N
plati E[E[E[p]]] <> 0. Platnost této nerovnosti pro né&jakou
hodnotu p je nutnou i postatujici podminkou existence
pozadovaného déleni kruZznice na ¢tyfi stejné ¢asti. Hledanymi
indexy p, g, r, s jsou potom po fadé hodnoty p, E[p], E[E[p]],
E[E[E[p]]].
Platnost uvedeného tvrzeni ihned dokdZeme:
a) Jestlize existuji indexy p, g, r, s takové, Ze plati p < ¢ <
< r < sazaroven /A(p) A(q) = |A(q) A(r)| = |A@r) A(s) =
= JA(s) A(p)/, pak podle definice pole E bude E[p] = g,
E(q] =r, E[r] =s, a tedy E[E[E[p]]] =s. Pro hodnctu
indexu p tudiz plati nerovnost E[E[E[p]]] <> 0.
b) Necht naopak pro néjakou hodnotu indexu p plati
nerovnost E[E[E[p]]] <> 0. Oznalme q = E[p], r =
= E[E[p]], s = E[E[E[p]]]. Z pfedpokladu s <> 0 vyplyva
ig<>0, r<>0, nebot E[0] =0. Pfimo z definice
pole E nyni dostdvame:
p<q [Alp)A(g9) = CTVRT
g<r |A(q) A(r)) = CTVRT
r<s [A(r) A(s)) = CTVRT

Jisté je také [A(s) A(p)) = CTVRT, nebot

1A(p) A(Q) + 1A(q) A(r)| + A(r) A(s) + [A(s) Ap) =
=4 * CTVRT.
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Indexy p, ¢,r, s maji tudiZ vSechny poZadované vlastnosti
ze zaddni ulohy.

Dokézali jsme, Ze algoritmus fe$ici zadanou tlohu pomoci
hodnot pole E je spravny. Vypotet podle tohoto algoritmu
je jisté konelny, nevyzaduje provést vice nez N porovnéni.
Algoritmus je zfejmé linearni, jeho ¢asové naroky jsou tmérné
hodnoté N.

Pfi ovéfovini nerovnosti E[E[E[p]]] <> 0 v algoritmu
navic neni nutné prochizet indexem p vSechny hodnoty
od 1 do N. Stadi provéfovat hodnoty p od 1 do takového
tisla M, pro které /A(1) AIM)/ < CTVRT a/A(1) AIM + 1)/
> = CTVRT. Pro p > M by totiz nemohla byt splnéna
podminka p < g < r < s ze zadé4ni Glohy a vzhledem k defi-
nici pole E by jisté platilo E[E[E[p]]] = 0.

Zbyvi navrhnout algoritmus na vytvofeni pole E. Snadno
bychom sestrojili kvadraticky algoritmus, ktery postupné
pro viechny hodnoty 7 =1, ..., N piipo¢itavinim délek
jednotlivych elementdrnich useka zji§tuje, zda existuje
odpovidajici index j, pro néjz plati podminka z definice
pole E. Ukédzeme zde lepsi, linedrni algoritmus.

Budeme pouzivat tfi pomocné proménné charakterizujici
v kazdém okamziku jisty sledovany usek kruZnice (Gsek je
pro nds potencidlni ¢tvrtkruznici): proménnd DELKA udava
délku tseku, DOLNI je index pocitetniho bodu a HORNI
index koncového bodu tohoto useku. Stile tedy plati:
[A(DOLNI) A(HORNI) = DELKA. Vidy bude DOLNI
<= HORNI. Jestlize najdeme dvojici hodnot DOLNI,
HORNI, pro kterou je DELKA = CTVRT, ulozime do
pole E hodnotu E[DOLNI] = HORNI. Pokud pro zvolené
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DOLNI takové HORNI neexistuje, bude E[DOLNI] = 0.
Toto presné¢ odpovida definici pole E.

Vypocet za¢ind pro DOLNI = 1, HORNI = 1, DELKA =
= 0. Dokud je DELKA < CTVRT, postupné prodluZujeme
sledovany tusek zvySovdnim hodnoty proménné HORNI
(a zérovenl politdme délku useku v proménné DELKA).
Poté ulozime do pole E spridvnou hodnotu E[DOLNI].
Optimalizace vypoltu spoivd v tom, Ze pro dalsi hodnotu
indexu DOLNI nebudeme potitat délku tseku opét od nuly,
ale vyuzijeme pfedchozi hodnoty. Zvét§ime hodnotu pro-
ménné DOLNI o 1 a upravime hodnotu proménné DELKA
odettenim délky ptislu§ného elementdrniho useku, ktery
jsme ze sledovaného tseku timto vynechali. Vypocet se nyni
bude opakovat. Cely vypocet skonci, jakmile hodnota pro-
ménné HORNI piekroti hodnotu N. Zbyvajici dosud nespo-
¢tené hodnoty pole E budou rovay 0, jak vyplyvd piimo
z definice pole E.

Sprdvnost uvedeného postupu pro vypocet hodnot pole E
neni tfeba zvldst zdtvodilovat, jednéd se o konstrukci hodnot
pole E piimo podle definice. Vypolet podle uvedeného
algoritmu je jisté kone¢ny, nebot v kazdém jeho kroku dochazi
bud ke zvy$eni hodnoty proménné HORNI nebo proménné
DOLNI o 1. Pfitom na zatdtku vypoltu je HORNI =
= DOLNI = 1, stéle plati DOLNI <= HORNI a vypocet
kon¢i ihned, jakmile hodnota proménné HORNI piekro¢i N.
Vykond se tedy méné nez 2 * N kroka algoritmu. Odtud
také plyne, Ze i algoritmus na sestrojeni pele E je linedrni.

program KRUZNICE (input, output);
const N = 10; {poet zadanych bodu }
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var D:array [1..N] of integer; {vstupni data}
E:array [0..N] of integer; {pole E podle rozboru }
CTVRT, M, DELKA, DOLNI, HORNI: integer;
{proménné z rozboru tlohy }

I, §: integer; {pomocné proménné }
begin
F:=0;
for I: =1to Ndo
begin
read (D[I]); {natteni vstupnich dat}
F:=%+ D[] {vypotet délky kruznice}
end;
I:=0; {pro ukoneni v pfipadé ¥ mod 4 <> 0}

if ¥ mod 4 = 0 then {zdkladni nutnd podminka ex. fe3eni}
begin
CTVRT : = ¥ div 4; {velikost ¢tvrtkruznice}
{Vypocet hodnot pole E:}

E[0]: = 0;

DOLNI : = 1;
HORNTI : = 1;
DELKA : = 0;

while HORNI < = N do
if DELKA < CTVRT then
begin {prodlouzit sledovany tsek}
DELKA : = DELKA + D[HORNIJ;
HORNI: = HORNI + 1
end
else
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begin {definovat hodnotu pole E ...}
if DELKA = CTVRT then
E[DOLNI]: = HORNI
else
E[DOLNI]: = 0;
DELKA : = DELKA — D[DOLNI];
{... a zkrétit sledovany usek}
DOLNI : = DOLNI + 1
end;
for I : = DOLNI to N do
E[Il: = 0;
{Vypotet maximalniho indexu M:}
M: = 0;
Ji=0;
while ¥ < = CTVRT do
begin
M:=M+1;
¥:=3+ DIM]
end;
{Vlastni vypoctet fedeni ulohy: }
I:=1;
while (E[E[E[I]]] = 0)and (] < M) do
I:=1+1
end;
{Vysledek vypoltu: }
if E[E[E[I]]] = O then
writeln (’Indexy poZadovanych vlastnosti neexistuji.”)
else
begin
writeln (’Indexy poZadovanych vlastnosti existuji.”);
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writeln (*Vyhovuje napfiklad ¢tvefice indexi:’);
writeln (7 : 10, E[I] : 10, E[E[I]] : 10, E[E[E[I]]] : 10)
end

end.

P-1-3

Vysledkem préce zadaného programu je hodnota promén-
né ¥. UkdaZeme, Ze na konci programu proménnd § udavd dél-
ku maximadlniho dseku stejnych &isel ve vstupnich datech.

Vzhledem k uspofdddni pole A musi shodné prvky tvofit
souvisly usek. Ozna¢me délku nejdel§iho takového useku jako
D a vystupni hodnotu proménné J symbolem V. DokiZeme,
Ze vypocet programu je vzdy kone¢ny a ze V = D.

1. Program obsahuje jediny cyklus typu while, a to s ped-
minkou I + ¥ <= 100. Na zalitku vypoltu md vyraz
I + ¥ hodnotu 2 a p#i kazdém prichodu cyklem jeho hodnota
vzroste o 1. Cyklus se tedy provede 99krat a skonci, jakmile
soucet I + ¥ dosdhne hodnoty 101. Vypocet je tudiz konecny.

2. V<=D

Jist¢ V > = 1, nebot proménnd ¥ mé na zalitku vypoltu
hodnotu 1 a nikdy se nezmen3uje. Jestlize V =1, pak
dokazované nerovnost V< = D zfejmé plati, nebot D > = 1.
Pokud V > 1, musela proménnd § nabyt hodnoty V zvétse-
nim o 1 z hodnoty V' — 1 pfi splnéni podminky A[I] =
= A[I + V — 1] pro n&jaké I. ProtoZe je pole A setfidéné,
musi se sobé rovnat také vSechny prvky lezici mezi A[I]
a A[I+V —1), tzn. plati A[I]=A[I+1]= ... =
= A[I + V — 1]. Existuje tedy usek stejnych ¢isel v poli 4
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délky V a tudiz VV <= D. Nerovnost IV <= D je tak do-
kazana.

3.V=D
Necht asek stejnych &isel délky D v poli 4 zacina prvkem
s indexem M, tj. plati A[M] = AIM + 1] = ... = A[M +

+ D —1] pro M+ D —1 <=100. Proménnd I musi
béhem vypoltu nabyt hodnoty M. Po ukonleni vypoctu
je totiz I + ¥ = 101, a kdyby bylo I < M, muselo by platit
J > 101 — M neboli také V > 101 — M. Z nerovnosti
M+ D—1<=100a V > 101 — M dostavime V > D,
coz je ve sporu s jiz dokdzanou nerovnosti V' < = D. Jestlize
tedy proménné I nabude hodnoty M, bude se pii dalsich pru-
chodech cyklem zvétSovat hodnota proménné ¥, dokud bude
platit A[M] = A[M + ¥]. Vzhledem k rovnosti A[M] =
= A[M + D — 1] ziskd proménnid J hodnotu D. Jiz jsme
dokazali, 2e V' <= D, takze ¥ nemuze nabyt hodnoty vétsi.
Je tedy V = D, coz jsme méli dokézat.

P-1-4

a) Pfi feSeni tulohy vyuzijeme skuteCnosti, ze mncho-
uhelnik je konvexni pravé tehdy, jestlize viechny jeho vnitini
ahly jsou mensi nebo rovay 180 stupni. Toto tvrzeni lze
snadno dokizat jednoduchou geometrickou tvahou. V algo-
ritmu proto staci zkontrolovat velikost viech vnitfnich ahla
zadaného mnohouthelniku. To Ize velice pohodlné provést
pomoci preddefinované funkce UHEL.

Predpokliddejme, Ze v proménné N je ulozen pocet vrchola
zadaného mnohothelniku a v polich X, Y soufadnice jeho
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vrcholi v potadi (X[1], Y[1]), (X[2], Y[2]),...,(X[N], Y[N]),
Algoritmus fesici zadanou ulohu potom muZeme zapsat
v Pascalu takto:

X[N +1]: = X[1]; Y[N + 1]:
X[N + 2]: = X[2]; Y[N + 2]:
I:=1;
while (I < = N)

and (UHEL (X[I + 2], Y[I + 2], X[I + 1], Y[I + 1],

X[I], Y[I]) <= 180) do

I:=1+1;
if I > N then writeln (" Mnohouhelnik je konvexni.”)
else writeln ("’ Mnohothelnik neni konvexni.”);

Y[1];
Y[2];

Abychom nemuseli zvla3t fesit situaci pro prvni a posledni
vrchol mnohothelniku (tj. vrchely s indexy 1 a N), pfifadili
jsme pfed zahdjenim vlastniho vypoctu soufadnice vrchola
(X[1], Y[1]) a (X[2], Y[2]) do poli X, Y jesté jednou do po-
lozek s indexy N + 1, N + 2.

Spravnost algoritmu piimo vyplyva z uvedeného rozboru.
Je tieba si uvédomit, ze podle definice mnohotihelniku jsou
jeho vrcholy zaddny v pofadi proti sméru hodinovych rudi¢ek
a ze funkce UHEL dava jako svij vysledek velikost uhlu
méfeného také proti sméru hodinovych ruci¢ek. Pro vyjadieni
velikosti vnitfniho thlu mnohothelniku pii vrcholu s indexem
I + 1 je proto v zapisu algoritmu uzito spravného poradi
vrcholu ve volani funkce UHEL.

Algoritmus ma linedrni Casovou slozitost a vypocet podle
néj je kone¢ny, nebot kazdy vnitini uhel je kontrolovin
nejvyse jednou. Vykon4 se proto maximalné N kroku vypoltu,

133



poptipadé pii nalezeni né&jakého vnitfniho Ghlu vétsiho nez
180 stuprit konci vypocet jesté diive.

b) Popiseme neformélné ¢innost algoritmu FeSiciho zada-
nou ulohu. Algoritmus nejprve zjisti jeden bod z konvexniho
obalu. Za tento bod zvolime napriklad ten ze zadanych bodu,
ktery m4 nejvétsi x-ovou soufadnici. Je-li takovych bodu vice,
vybereme z nich ten, ktery méd nejvétsi y-ovou soufadnici.
Takto ziskany bod jisté ndleZi do konvexniho obalu.

Znéme-li jiz nékolik (tfeba jen jeden) bodu konvexniho
obalu, dal$i bod ziskdme nésledujicim vypoltem: Necht P
je bod naposledy zafazeny do vytvareného konvexniho obalu
a bod 4 libovolny jiny bod, ktery dosud do obalu nebyl
zafazen (za »nezafazeny« do konvexniho obalu povaZujeme
i pocate¢ni bod s nejvétsi x-ovou soufadnici). Pro vSechny
ostatni body nezafazené do konvexniho obalu nyni budeme
zjistovat, zda né€ktery z nich lezi vpravo od piimky PA pfi
pohledu z bodu P k bodu 4. Pokud najdeme takovy bod B,
budeme nadile totéZ zjisfovat pro bod B a pfimku PB.
Nemusime ale jiz uvazovat body, které lezi vlevo od pfimky
PA, nebot ty jisté lezi vlevo i od pfimky PB. Po otestovani
viech boda nezatazenych do konvexniho obalu tedy ziskime
bod C takovy, Ze 74dny jiny z bodu nezafazenych dosud
do konvexniho obalu nelezi vpravo od ptimky PC pii pohledu
z bodu P k bodu C. Tento bod C nyni zaradime jako dalsi
bod do konvexniho obalu. Je-li bod C shodny s pocitednim
bodem, algoritmus jiz nalezl cely konvexni obal. Jinak
se vypocet dalsiho bodu konvexniho obalu opakuje.

Opét budeme predpokladat, Ze proménnd N udévd poclet
zadanych bodu. Soutadnice téchto bodu jsou ulozeny v polich
X, Y v polozkich s indexy 1,2, ..., N. Podle pozadavka

134



tlohy budeme soufadnice bodu nalezeného konvexniho obalu
uklddat do poli KONOBALX, KONOBALY a potet boda
tohoto konvexniho obalu do proménné POCET.

Program bude vyuzivat pomocné pole OBAL[1..N], ve
kterém bude pro kazdy ze zadanych bodu zaznamenéno, zda
byl zafazen do konvexniho obalu. Pokud OBAL[K] = 0, bod
(X[K], Y[K]) do konvexniho obalu dosud nebyl zafazen,
jestlize OBAL[K] = 1, uvedeny bod do konvexniho obalu
zafazen byl. U pocatetniho (a tedy také koncového) bodu
vytvafeného konvexniho obalu je udrZovdna v poli OBAL
hodnota 0 a index tohoto bodu je zaznamendn ve zvlaStni
proménné PB. Soufadnice tohoto bodu jsou vloZeny do poli
KONOBALX, KONOBALY az jako posledni.

program KONOBAL (input, output);
const MAX = 50; {maximélni ptipustny pocet viech bodi}

var X, Y: array [1..MA4X] of real; {soufadnice zadanych
bodu }
KONOBALX, KONOBALY:: array [1.. MAX] of real;
{soufadnice bodu konvexniho obalu}
OBAL: array [1..MAX)] of integer;
{indikace zafazeni bodu do konvex. obalu}
N, POCET, PB: integer;  {potet viech bodu, potet boda
v konv. obalu, potitetni bod }
I, K, B: integer; {pomocné proménné — indexy bodi}
begin
{Natteni vstupnich dat:}
read (N);
for I: =1 to N do read (X[I], Y[I]);

135



{Hled4ni potatetniho bodu:}
PB:=1;
for I: =2to Ndo

if X[1] > X[PB] then PB : =

else if (X[I] = X[PBland (Y[I] > Y[PB])then PB :

{Inicializace promé&nnych:}

for I: =1to N + 1do OBAL[I]: = 0;
POCET : =0

K : = PB;

{Vlastni vypocet:}

repeat
{K je zatim posledni bod konvexniho obalu}
B:=1;
while (OBAL[B] =1)or (B =K)doB: =B + 1;

=1

{B oznatuje bod s nejmensim indexem nezafazeny d> obalu }

I:=B+1;
while (OBAL[I] = 1)or (I = K)do I : = I + 1;
{I je dal3i adept na zafazeni do konv. obalu}
while I <= N do

begin

if VPRAVO (X[K], Y[K], X[B), Y[B], X1, Y[I])

then B : =

repeat [ : =1 + 1

until (OBAL[I] <> 1)and (I < > K);

end;
{B zde oznatuje dal3i bod konvexniho obalu }
K: = B;
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POCET : = POCET + 1;

KONOBALX [POCET) : = X[K];
KONOBALY[POCET] : = Y[K];
OBAL[K]: =1

until K = PB;
{Vypséani vysledného konvexniho obalu:}
writeln (’Konvexni obal je tvofen’, POCET : 1, body.”);
writeln (’ Soufadnice bodi konvexniho obalu:”);
for I: =1 to POCET do

writeln (KONOBALX[I] : 10, KONOBALYT[I] : 10)
end.

Spravnost popsaného algoritmu vyplyvd piimo z vyse
uvedeného rozboru. Algoritmus je popsén induktivné, po
krocich, a je ho také mozné matematickou indukci formélné
dokéazat. Z rozboru je ziejmd i koneCnost vypoctu podle
na$eho algoritmu. V kazdém kroku vypoltu je pfiddn jeden
bod do postupné vytvareného konvexniho obalu, konvexni
obal N bodu je tvoien nejvyse témito N body, takze vypocet
skonéi nejpozdé€ji po N krocich.

Popsany algoritmus maé kvadratickou c¢asovou sloZitost.
Vyzaduje provedeni nejvyse N kroku, jak jsme pravé ukazali.
Pritom v kazdém kroku je kazdy z N zadanych bodu pravé
jednou testovan, zda neni prodlouzenim dosud nalezené Céasti
konvexniho obalu. Celkovy pocet operaci nezbytny k vyfeSeni
ulohy je tedy umérny hodnoté N * N.

Pozndmka. V ptipadé, 7e na hrané konvexniho obalu lezi

tfi body (nebo vice bodu), zde uvedeny algoritmus je vSechny
muze ale nemusi zafadit do konvexniho obalu. Protoze oba
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ptipady vyhovuji definici konvexniho obalu ze zad4ni tlohy,
hloubéji se timto piipadem nezabyvéme.

P-1i-1

Hodnotu f(%) pro né&jaké pevné zvolené &islo £ > 1 snadno
vyjadiime pomoci dvou jinych hodnot funkce f. Pfitom
argumenty funkce f odpovidajici témto hodnotim jsou dvé
po sobé nasledujici ¢isla mensi nez k. Pokud je totiz & sudé,
je f(k) = 2.f(k/2), coz mlZeme zapsat také jako f(k) =
= 2.f(k/2) + 0.f(k/2 + 1). Je-li k liché, potom plati rovnost
J(B) = 2.f((k + 1)/2) — f((k — 1)/2). Tyto vztahy jsme ziskali
jednoduchou upravou pfimo z definice funkce f.

Nyni si v§imneme, jak je moZné vyjidfit hodnoty f(%),
f(k + 1) pro dvé po sobé jdouci celd &isla &, £ + 1. Rozli§ime
tii pfipady:

1. R =0... f(k)=f(k + 1) = 1 pfimo podle definice funk-
cef.

2. ksudé, k> 0 ... f(k) = 2.f(k[2) podle definice funkce £,
tislo & + 1 je liché, a proto f(k + 1) = 2.f(k/2 + 1) —
— f(k[2).

3. k liché ... flk) =2.f((k + 1)/2) — f((k — 1)/2) podle defi-

nice, &islo & + 1jesudé, aprotof(k + 1) = 2.f((k + 1)/2).
Tedy pro & = 0 jsou hodnoty f(k),f(k + 1) znidmy a pro
k>0 je mozné vyjadtit ob& hodnoty f(k),f(k + 1) opét
jako vhodnou kombinaci hodnot funkce f odpovidajicich
dvéma men$im po sob& jdoucim Cislim v roli argument
(a to konkrétné ¢&islum % div 2, & div 2 + 1).

Z uvedeného rozboru vyplyva, Ze k vypoltu hodnoty f(n)
pro zadané Cislo #» ndm budou stadit tfi proménné. V jedné
proménné K bude stile uloZena postupné se zmenSujici
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hodnota argumentu — od podite¢ni vstupni hodnoty n aZ
k nule, v kazdém kroku vypoctu celoiselné délena dvéma.
V dalsich dvou proménnych 4 a B se budou potitat koefi-
cienty, jimiZz je tfeba vyndsobit hodnoty f(K), f(K + 1),
abychom ziskali spravny vysledek. Na za¢dtku vypoltu bude
K =mn,4 =1,B = 0.Hodnotavyrazu A.f(K) + B.f(K + 1)
bude b&hem celého vypoctu udrzovina konstantni. Na zatdtku
vypottu mé tento vyraz hodnotu 1.f(n) + 0.f(n + 1) = f(n),
po ukonéeni pfi K = 0 bude mit tvar A.f(0) + B.f(1) =
= A + B. Vyslednou hodnotu f(n) lze tedy ziskat jako soulet
hodnot proménnych 4 a B po ukonéeni vypo&tu.

Zbyva ukdzat, jak musi vypadat pfepocet hodnot promén-
nych K, A, B v kazdém kroku vypoctu, aby se zachovala
konstantni hodnota vyrazu 4.f(K) + B.f(K + 1). VyuZijeme
k tomu dfive odvozené vztahy pro vyjidfeni hodnot f(k),
Sk + 1):

a) je-li hodnota proménné K sud4 kladna:
A.f(K)+ B.(K+1)=A4.2.f(K2) + B.2.f(K/2 + 1) —
— B.f(K/2) = (24 — B).f(K/2) + 2B.f(K/2 + 1)
— tedy hodnota K se zmens$i na polovinu, proménnd A4 ziska
hodnotu 24 — B a hodnota proménné B se zdvojnésobi;
b) je-li hodnota proménné K liché:
A.f(K)+ B.f(K+1)=A4.2.f(K + 1)/2) —
— A.f(K —1)2) + B.2.f(K + 1)2) =
= —A.f(K—1)2)+2.(4 + B).f(K + 1)/2)
— tedy hodnota proménné K se zmensi na (K — 1)/2
nebeli K div 2, hodnota proménné 4 zméni znaménko
a proménnd B ziskd hodnotu 2(4 + B).

Na zikladé uvedeného rozboru snadno zapiSeme hledany

algoritmus na vypocet hodnoty funkce f pro dany argument 7.
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Algoritmus vyjiddiime ve tvaru funkce v programovacim
jazyce Pascal:

function F (K :integer): integer;
var 4, B: integer;

begin
A:=1;
B: = 0;
while K > 0 do
begin
if Kmod 2 = 0 then
begin
A:=2%*A4A — B;
B:=2*B
end
else
begin
B: =2%4 + B);
A:=—4
end;
K:= Kdiv 2
end;
F:=4+B
end;

Spravnost uvedeného algoritmu vyplyva z rozboru ulohy.
Béhem celého vypoltu se udrzuje neménna hodnota vyrazu
A.f(K) + B.f(K + 1), pfitemz pfi vyvolani funkce s argu-
mentem 7 vyjadiuje tento vyraz hledanou hodnotu f(n). Po
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ukonéeni vypoctu while-cyklu v programu je K = 0 a podle
definice funkce f je f(0) = f(1) = 1, takZe hodnotu uvedeného
vyrazu vyjadiuje soucet hodnot proménnych 4 + B. Tento
soucet je proto spravnym vysledkem algoritmu.

Vypoclet probihajici podle naseho algoritmu je jisté kone¢ny,
nebot v kaZzdém kroku vypoltu se hodnota proménné K
celoCiselné déli dvéma a cely vypoCet konci, jakmile K
dosdhne nulové hodnoty.

Algoritmus spliiuje pozadavek ze zadani Glohy na minimalni
pamétovou naro¢nost. K celému vypoctu staci pouzit pouze
tfi proménné. Algoritmus m4 logaritmickou ¢asovou slozitost
a konstantni pamétovou slozitost.

P-11-2

Navrhnout né&jaky, byt pomaly a neefektivni algoritmus
fesici zadanou tlohu je velmi snadné. Sta¢i zkoumat postupné
vSechny obdélniky v dané matici, zda jsou tvofeny samymi
jedniCkami. Obdélnik vzdy vymezime volbou jeho levého
horniho a pravého dolniho rohu. Takovéto feSeni ma oviem
casovou slozitost N3 . M3, nebot pro volbu levého horniho
rohu mame N. M moznosti, pro volbu pravého dolniho rohu
také (prii jiz zvoleném levém hornim rohu je zde moZnosti
o néco méné, ale z hlediska ¢asové slozitosti algoritmu to neni
podstatnd uspora) a prichod zvolenym obdélnikem v matici
o rozmérech N X M predstavuje také fddové N.M operaci.

Kratky program fesici ilohu timto neefektivnim zpusobem
muze vypadat nasledovné:

program OBDEL (input, output);
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const N = 20; {potet Fadku matice A}
M = 15; {potet sloupcti matice A4}

var A :array [1..N,1..M] of integer;
L ¥ K,L,P,Q :integer; {pracovni indexy}
MI, M¥, MK, ML : integer; {soufadnice max. obdél.}
C: integer; {pro kontrolu obdélniku }
VEL: integer; {velikost zkoumaného obdélniku}
MAX: integer; {maximalni velikost obdélniku}

begin
MAX : = 0;
for I: =1 to N do {nalteni hodnot matice 4}
for ¥: =1 to M do read(A4[1, ¥]);
for I: =1to N do
for ¥ : = 1 to M do {levy horni roh obdélniku A[Z, 7]}
for K: = Ito N do
for L: = ¥ to M do {pravy dolni roh A[K, L]}
begin
VEL:=(K—1+1)*({L —F+ 1)
if VEL > MAX then
begin {obdélnik je v&tsi neZ maximélni }
C:=1;
for P: = Ito K do
for Q:=Fto Ldo
C:=C*A4[P,Q]; {kontrola obdéIniku}

if C = 1 then
begin {obdélnik je tvofen jedni¢kami}
MAX : = VEL;
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MI:=I, Mf: =% MK:=K; ML:=1L
end
end
end;

if MAX = 0 then
writeln (>Zadan4d matice neobsahuje Zddnou jednitku.”)
else
begin
writeln (’ Maximilni obdélnik tvoieny jedni¢kami md’);
writeln (’soufadnice levého horniho rohu:’, MI:7, M¥:6);
writeln (’soufadnice pravého dolniho rohu:’, MK:6, ML:6)
end
end.

Ukazme si nyni jiny algoritmus, ktery fe$i zadanou dlohu
vyrazné rychleji. V prvni fazi feSeni provedeme pomocny
vypolet, pti kterém uréime délky souvislych sloupcu jedni¢ek
v dané matici 4. Vysledky tohoto vypoltu si ulozime pfimo
do pole A tak, ze polozime A[7,7] = k, jestlize prvek A[i,7]
sdm a dalSich pfesné & — 1 prvka pod nim mélo pavodné
hodnotu 1, tzn. jestlize v pavedni matici 4 platilo A[p,j] =1
prop=1t¢1i+1,...,1+k—lanavicbudi + %2 —1 =N
nebo 7 + k —1 < N a pritom A7 + k,j] =0 (kde N je
poet t4dka matice 4). Udaje v zadaném poli 4 tim pozmé-
nime, ale pouze tak, ze v pfipadé pctieby by bylo snadné
zrekonstruovat puvodni podobu pole 4 (nebot Zziadna nula
v poli 4 neubyla ani neptibyla, nenulova &isla jsou ulozena
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na mistech pavodnich jedni¢ek). Vysledek prvni pomocné
faze vypoctu si ukdZeme na piikladu:

ze zadané matice: dostaneme upravenou matici:
11010 34010
1 1101 2 320 3
11111 1 211 2
01 001 01 0 01

Ve druhé fazi vypoctu jiz budeme hledat v poli 4 maximdlni
obdélnik tvofeny jednickami (nyni po Gpravé nenulovymi
¢isly). Postupné budeme zkoumat vSechny mozné pozice
levého horniho rohu takového obdélniku. Pro zvoleny levy
horni roh A[z,7] > 0 musime vyzkouset vSechny pfipustné
polohy pravého horniho rohu A[z, 7]. Prvek A[7,I] maze byt
pravym hornim rohem obdélniku s levym hornim rohem
Ali,j], jestlize vSechna ¢&isla A[i, q] prog =7, 7+ 1,...,1
jsou nenulov4.

Velikost maximalniho obdélniku, ktery je v pavodni ma-
tici A tvofen samymi jedni¢kami a jehoz levy a pravy horni
roh maji soufadnice [z,/], resp. [7, /], nyni jiz snadno ur¢ime
pomoci hodnot, které jsme si pfedem pfipravili v prvni fazi
vypoctu. Takovy obdélnik md totiz Sitku (/ — 7 + 1) a jeho
vyska je rovna minimu z hodnot A[7, gl prog =7,7 + 1, ...,
oLl —1,1

Uvedeny vypocet je mozné opakovat pro viechny mozné
volby levého horniho rohu obdélniku a pfitom si v pomocné
proménné udrzovat velikost maximalniho jiz nalezeného
obdélniku tvofeného v zadané matici samymi jedni¢kami.
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V dalsich ¢tyfech pomocnych proménnych si musime zazna-
mendvat soufadnice levého horniho a pravého dolniho rohu
nalezeného maximaélniho obdélniku. Tyto proménné budou
po ukonceni vypoctu uddvat pozadovany vysledek tlohy.

program OBDELNIK (input, output);

const N = 20;  {potet fidka matice 4}
M =15;  {potet sloupci matice 4}
var A:array[l..N,1..M] of integer;
L, #, L: integer; {pracovni indexy v poli 4}

K: integer; {vyska zkoumaného obdélniku }
MI, M¥, MK, ML: integer; {soufadnice roht max.
obdélniku }
MAX: integer; {velikost maximalniho obdélniku}
VEL: integer; {velikost zkoumaného obdélniku }
begin

{Natteni matice 4:}
for I: =1to N do
for ¥: =1 to M do read (4[I, ¥]);

{Prvni fize vypottu — modifikace pole 4:}
for 7: =1to M do
for I: = N — 1 downto 1 do
if A[1, 7] = 1then A[L ¥]: = A[L J] + Al + 1,¥];

{Druhi fize vypoltu — hledani maximélniho obdélniku:}
MAX : = 0;
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for I: =1to N do
for¥:=1to Mdo

begin {levy horni roh A[I, ¥]}
L:=% {pravy horni roh A[I, L]}
K: = A[l L]
while K > 0 do
begin
VEL:=(L—J+ 1)*K; {velikost zkoumaného
obdélniku }

if VEL > MAX then
begin {je vé&t3i neZ dosud maximélni}
MAX : = VEL; {— > zaznamenat jeho velikost}
MI: =1; M{: =% MKi:=1+K—1; ML: =1L
{— > zaznamenat jeho soufadnice}

end;
L:=L+1; {nov4 poloha prav. horniho rohu}
if L > M then

K:=0 {uZ jsme vn& matice 4}

else if A[I, L] < K then
K: = A[I,L] {sniZeni vy3ky obdélniku z »1«}
end
end;

{Vypséni vysledku vypoltu:}
if MAX = 0 then

writeln (’Zadand matice neobsahuje Z4dnou jedni¢ku.”)
else

begin

writeln (’Maximdlni obdélnik tvofeny jednitkami md’);
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writeln (’soufadnice levého horniho rohu:’, MI: 7, M¥ : 6);
writeln (*soufadnice pravého dolniho rohu:’, MK : 6, ML : 6)
end

end.

Sprévnost algoritmu plyne z uvedeného rozboru. Pokud
zadand matice obsahuje samé nuly, zustane ve druhé fazi
vypottu proménnd MAX s pocatedni hodnotou 0 nezménéna
a na zékladé toho je vypséno pfislu§né hldSeni. Jestlize matice
obsahuje alespon jednu jedni¢ku, musi obsahovat také néjaky
maximélni ot délnik tvofeny jedni¢kami. Dvojice proménnych
I, ¥ béhem vypoltu nabude hodnot odpovidajicich soufad-
nicim levého horniho rohu tohoto maximélniho obdélniku,
nebot pomoci indextt I, J algoritmus postupné prochédzi
vSechny prvky pole 4. Proménnéd L potom jisté nabude také
hedrety slcupcového irdexu pravého horniho rohu maxi-
miélniho ctdélniku z jedni¢ek a pfitem bude proménnd K
uddvat vy$ku tchoto cbdélniku. Za této situace ziska promén-
nd MAX hodnotu udévajici velikost maximalniho obdélniku
tvoifeného jedni¢kami (pokud této hodnoty nenabyla jiz dfive
pii zkoumdni jiného obdélniku stejné velikosti tvofeného
samymi jedni¢kami). Zéroveri jsou do proménnych MI, M¥,
MK, ML zaznameniny soufadnice levého horniho a pravého
dolniho rohu nalezeného maximalniho obdélniku. Vzhledem
k maximalité¢ velikosti tohoto obdélniku jiz nemutze byt
nalezen zadny vét§i obdélnik tvcieny samymi jednitkami
a hodnoty proménnych MAX, MI, M¥, MK, ML proto
zistanou az do ukonceni vypoltu nezménény. Pfi ukonceni
vypoctu jsou proto [MI, M¥] a [MK, ML] soufadnice levého
horniho a pravého dolniho rohu maximilniho obdélniku
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tvofeného samymi jedni¢kami. Jestlize 1ze v zadané matici A
nalézt vice riznych obdélnik ze samych jedniek této maxi-
maélni velikosti, budou proménné MI, M¥, MK, ML udévat
soufadnice rohii jednoho z nich (toho, ktery byl nalezen jako
prvni).

Vypocet podle uvedeného algoritmu je jisté konelny,
nebot polet priichod kazdym z cykla v programu je pfedem
omezen nékterym z rozméra zadané matice. Nadteni hodnot
matice 4 ze vstupu a modifikace obsahu pole 4 v prvni fzi
vypoltu vyZaduji provedeni N.M operaci. Ve druhé féazi
vypoltu se N.M zpusoby voli levy horni roh zkoumaného
obdélniku a pro kazdou takovou volbu se provadi nejvyse M
pruchodu vnitfnim while-cyklem s vlastnim vyhodnocenim
obdélnika. Poclet operaci potfebnych k provedeni celého
vypoltu je proto imérny hodnoté N.M.M.

Cely vypocet je mozné provadét také symetricky tak, Ze
se v prvni fizi uréi délky souvislych vodorovnych fad jedni-
Cek v poli 4. Ve druhé fazi vypoltu by se potom pro kazdou
volbu polohy levého horniho rohu zkoumaného obdélniku
zkouSely vSechny mozné polohy jeho levého dolniho rohu.
V tomto ptipadé by cely vypocet vyzadoval provedeni fddové
N.N.M operaci. Pokud bychom se tedy snazili o maximalni
mozZnou optimalizaci ¢asovych ndrok navrzeného algoritmu,
bylo by moZné volit uvniti algoritmu aZ na zdkladé znalosti
konkrétnich rozméra N, M pole 4 tu variantu feSeni, kterad
by byla vyhodnéjsi (varianta, kterou jsme zde podrobné
rozebrali, je vyhodnéj§i pro N > M).
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P-11-3

Rozborem zadaného algoritmu P snadno zjistime, Ze
&innost algoritmu mtizeme popsat nasledovné: Zadané pole A
se prochdzi sekvenéné zleva doprava. Pfi tomto prichodu
se zapamatuje a cdstrani z pole 4 nejprve prvni prvek. Tento
prvek bude »pfenesen« bezprostfedné za souvisly tsek po
ném nésledujicich Cisel mensich, nez je on sdm. Cely tento
usek &isel se v poli 4 posune o jednu pezici doleva. Jakmile
se pfi priachedu polem narazi na néjaké Cislo vétsi, nezje pravé
zapamatovany a prendSeny prvek, tento pfendeny prvek se
umisti do pole 4. Misto néj se zapamatuje nalezené vétsi
tislo, odstrani se z pole 4 a opét se bude prenaset stejnym
zpuscbem dil. Tente postup se opakuje tak dlouho, dokud
se algoritmus nedostane k pravému okraji pole 4. Tam je pak
umistén naposledy prendSeny prvek a tim je cely vypocet
ukoncen.

Z rozboru je ziejmé, Ze kazdy prvek je umistén na své
vysledné misto v poli 4, jestlize

— bud je posunut o jedno misto doleva a pies néj je pfenese-
no pravé zapamatované vétsi Cislo;

— nebo byl piend$en smérem doprava pres usek mensich
Cisel (tento usek muzZe byt i prdzdny) a nyni je umistovin
za tento usek, nebot algoritmus narazil na vétsi cislo
ulozené v poli 4 nebo na pravy okraj pole 4.

V pribéhu vypocltu jsou umistevany na sva vyslednd mista
prvky pole 4 v takovém poradi, Ze jsou postupné obsazovina
jednotlivd mista v poli 4 zleva doprava. Po ukon¢eni price
algoritmu bude tedy pole 4 vzestupné uspofddino pravé teh-
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dy, jestlize jsou ¢isla umistovana na sva vyslednd mista v poli 4
v neklesajicim pofadi.

Na zikladé rozboru zadaného algoritmu a s vyuZitim
pravé uvedeného tvrzeni nyni jiz muZeme zapsat program
fesici danou Ulohu. Program »modeluje« vypocet algoritmu P,
ale do pole A4 nezasahuje a pouze si udrZuje informaci o hod-
noté pravé zapamatovaného a pienaSeného prvku a o dosud
nejvétsim jiz umisténém prvku pole 4. Zéroveil s napodo-
bovianim vypoctu algoritmu P bude nd§ program sledovat,
zda ¢&isla umistovand do pole 4 nésleduji po sobé v neklesa-
jicim poradi.

program 7RIDENI (input, output);

const N = 100; {velikost pole 4}
var A4: array [1..N] of integer; {zadané pole A}
PREN: integer; {pfend3eny prvek}
MAX: integer; {maximalni jiz umist&ny prvek}
CH: Boolean; {pfiznak chybného uspofadani }
I: integer; {pomocnd proménna — index v 4}
begin
for I: =1 to N do read (4[I]); {natteni pole 4}
CH: = false; {zatim chyba neni }
PREN: = A[1]; {prvni pfenaSeny prvek}
=2 {prachod od prvku A[I]}
MAX: = —maxint; {inicializace maxima }

while (not CH)and (I <= N) do
begin
if A[I] < PREN then {pFenést PREN pies A[I]}
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if A[I] < MAX then

CH: = true {chyba v uspofddéni!}
else
MAX: = A[I] {nové hodnota maxima }
else
begin {narazil na v&t3i &islo nez PREN}

MAX: = PREN; {dosud pfen43eny prvek PREN bu-
de umistén do pole A a stane se tak
novym maximem 2z umisténych
Lisel }

PREN: = A[I] {zapamatuje se nésledujici Cislo
a stane se tak novym prenaSenym
prvkem PREN}
end;
I=1+1 {bude zkoumat dal3i prvek 4}
end;

if CH then

writeln (’ Algoritmus zadané pole neuspofdda.’)
else

writeln (’Algoritmus zadané pole uspotad4.”)
end.

Spréavnost programu vyplyva z provedeného rozboru tlohy.
N4s program provadi zcela obdobny vypocet jako algoritmus P
uvedeny v zaddni udlohy, pouze namisto vlastnich vymén
prvka uloZenych v poli 4 si v pomocnych proménnych PREN
a M AX udrzuje potiebné fidici informace. Pomoci proménné
MAX je zaroveni kontrolovdno, zda bude po ukon¢eni vypoltu
pole A4 vzestupné uspofddéno.
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Vypocet programu je jisté¢ kone¢ny, nebot je tvofen maxi-
malné N kroky (kde N je potet prvki pole 4). Pokud se b&hem
vypoltu zjisti, Ze by pole A nebylo po ukonleni vypoltu
uspofdddno, je vypolet piedCasné ukonen jeSté dfive.
Program ma stejné jako zadany algoritmus P linedrni ¢asovou
slozitost.

P-11-4

Existuje celd fada v principu zcela odli$nych algoritmu,
které fedi tuto tlohu. Nejlep$i z nich maji lineirni ¢asovou
slozitost, tzn. pocet operaci nezbytnych k vyfeSeni ulohy
je tmérny poctu vrchola zadaného mnohouhelniku. Namisto
jednoho detailniho vzorového feSeni ulohy si proto radéji
ukdzeme hlavni myslenky tfi raznych algoritmt (s linedrni
Casovou slozitosti) a moznou programovou realizaci jednoho
z nich.

1. Protoze zndme soufadnice vSech vrcholi daného mno-
houhelniku i soufadnice zkoumaného bodu (oznatme ho B),
miiZeme snadno spocitat vzdélenosti bodu B od jednotlivych
stran mnohothelniku. Zarovent mizeme zjistit, od které strany
mnohothelniku m4d bod B nejmen$i vzdilenost — necht
je to strana A(k) A(k + 1). Nejkratsi spojnici bodu B se
stranou mnohothelniku nemiuze protinat (ani se ji dotykat)
74dn4 jind strana mnohothelniku, kterd by bod B od strany
A(k) A(k + 1) geometricky »oddélila«. K vyfeSeni ulohy
proto staci zjistit, zda bod B lezi napravo nebo nalevo od
use¢ky A(k) A(k + 1). Presnéji feteno, bod B lezi uvnitf
daného mnohotihelniku pravé tehdy, jestlize pomocnd funkce
VPRAVO zavolani se soufadnicemi boda A(k + 1), A(k), B
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na misté parametru (v tomto pciadi) dava hodnotu »pravdac.
Ziména pofadi bodu A(k), A(k + 1) pfi vyvoldni funkce
VPRAVO je nutnd z toho davodu, Ze bod lezici na strané
mnohouhelniku musi byt oznalen jako leZici uvnitf.

2. Ze zkoumaného bodu B povedeme polopfimku libovol-
nym smérem takovym, aby na této polopfimce nelezel Zddny
vrchol zadaného mnohothelniku. Zjistime pocet prusedika
této polopfimky se stranou mnohouhelniku. Budeme-li se
po polopfimce pohybovat ve sméru od bodu B, kazdy pra-
seCik polopfimky se stranou mnohouhelniku bude znamenat
pfechod z oblasti uvniti mnohouhelniku do oblasti vné mno-
houhelniku nebo naopak. Volba takového sméru polopfimky,
aby na ni nelezel Zz4dny vrchol mnohothelniku, ndm odstrani
vSechny nezadouci pfipady, Zze by polopfimka mnohotihelnik
pouze »teCovala« (dotkla by se ho v jednom bodé€ nebo v celé
strané, ale ke zméné oblasti by nedoslo). Polopfimka samo-
ziejmé vede do oblasti vné mnohothelniku, nebct je neko-
necnd, zatimco mnohothelnik je konecny ttvar. Pocet pru-
seCikii polopfimky se stranami mnohothelniku proto jedno-
znalné urluje, zda se vychozi bed B nachdzi uvniti nebo
vné mnohothelniku. Je-1i tento pocet lichy, lezi bod B uvnitf,
je-li sudy, lezi vné zadaného mnohouhelniku.

3. Nejprve zvldst vySetfime, zda zkoumany bod B neni
roven primo nékterému z vrcholi A(z) daného mnoho-
thelniku. Pokud ano, lezi B uvniti mnohothelriku. Jestlize
tomu tak neni, mé smysl hovofit o velikosti ahla A7) B A(1+1),
tzn. o velikosti Ghli, pod nimiZ jsou z bodu B vidét jednotlivé
strany mnohothelniku. Velikosti téchto thli budeme méfit
podle konvence proti sméru hodinovych rudi¢ek (pedobné
jako v pomocné funkci UHEL) a jejich hodnotu budeme udé-
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vat ve stupnich v rozmezi (—180; 180). Jestlize budeme
prochédzet po obvodu mnohouhelniku z bodu A(1) postupné
pres body A(2), A(3), ... az zpét do bodu A(1), tzn. také
proti sméru hodinovych ruci¢ek, a budeme pfitom séitat
uhly méfené vySe uvedenym zpusobem, bude ndm tento
tasteény soudet pro bod A(k) uddvat velikost uhlu 4(1)BA(k).
Hodnota sou¢tu thld po projiti celym obvodem mnoho-
thelniku bude jednozna¢né urcovat polohu bodu B vici
zadanému mnohothelniku. LeZi-li bod B uvnitf mnoho-
Ghelniku, méd vysledny soucet thli hodnotu 360 stupiiu,
v opatném pripadé je nulovy. Volbou hodnoty + 180 stupiit
pro pfimy uhel je zajiSténo, ze bod B lezici na strané mnoho-
uhelniku je spravné vyhodnocen jako lezici uvnitf (pii volbé
—180 stupniti by byl oznacen jako leZici vng).

Na zdvér pfedvedeme programovou realizaci jednoho
z algoritmu fesicich danou tulohu. Pro tento tucel zvolime
algoritmus popsany vyse jako 3. v pofadi. Program ocekava
na vstupu nejprve pocet vrcholt mnohothelniku, po ném
nisleduji dvojice soufadnic jeho vrcholi a nakonec dvojice
soufadnic zkoumaného bedu.

program UVNITR (input, output);
const MAX =50; {maximdlni poCet vrcholia mnohouhelniku }

var AX, AY: array [1.. MAX] of real;
{x-ova a y-ova soufadnice vrcholi mnohouhelniku }

N: integer; {potet vrchol mnohouhelniku }
BX, BY: real; {soufadnice zkoumaného bodu}
SOUCET: real; {soucet velikosti thlu}
VYSLEDEK: Boolean; {vysledna poloha bodu B}

I: integer; {pomocna proménna }
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function UHL (X1, Y1, X2, Y2, X3, Y3: real) : real;
{pfedefinovini pomocné funkce UHEL tak, aby ddvala
hodnoty ve stupnich z rozmezi (—180; 180 > }

var U: real;

begin

U: = UHEL (X1, Y1, X2, Y2, X3, Y3);

if U > 180 then U: = U — 360;

UHL: = U

end;

begin

{Natteni vstupnich hodnot:}

read (N); {potet vrchola mnoh. }
for I: = 1to Ndoread(AX[I], AY[I]); {soufadnice vrcholi1}
read (BX, BY); {soufadnice bodu B}

{Kontrola, zda bod B nesplyv4 s vrcholem mnohothelniku:}
VYSLEDEK: = false;
Ii=1;
while not VYSLEDEK and (I <= N) do

begin

if (BX = AX[I])and (BY = AY[I]) then

VYSLEDEK: = true;

I:=1+1

end;
{Stitani velikosti uhla pro cely obvod mnohouhelniku:}
if not VYSLEDEK then

begin

SOUCET: = UHL (AX[N], AY[N], BX, BY,

AX[1], AY[1]);
for: =1to N —1do
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SOUCET: = SOUCET + UHL (AX[1], AY[I],
BX,BY, AX[I + 1], AY[I + 1]);
if SOUCET = 360 then
VYSLEDEK: = true
end;
{Vypséni vysledku alohy: }
if VYSLEDEK then
writeln "Bod lezi uvnitf mnohothelniku.”)
else
writeln Bod lezi vné mnohothelniku.”)
end.

K uvedenému programu je tfeba poznamenat, Ze pfi sku-
te¢né praktické realizaci zvoleného algoritmu je nutné pro-
vadét jinym zpusobem testovdni rovnosti dvou redlnych
tisel. Zde jsme pro zjednodufeni a pro pfehlednost uvedli
piisludné testy ve tvaru

if (BX = AX[I])and (BY = AY[I]) then ...

if SOUCET = 360 then ...

Tento tvar oviem neni vhodny pro vypoclet, nebot redlna
&isla jsou v potitaci zobrazena piiblizné. Misto pfimého testu
na rovnost dvou reélnych &isel je proto tieba zkoumat, zda
se obé &isla od sebe prili§ nelisi, napfiklad takto:

if (abs(BX — AX[I]) < EPS) and (abs(BY — AY[I])
< EPS) then ... pro vhodnou velmi malou konstantu EPS.
Druhou z uvedenych podminek je v tomto konkrétnim pfi-
padé mozné zapsat také jednoduseji napfiklad jako

if SOUCET > 300 then ...,
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nebot vime, 7¢ po ukonleni vypoltu nabude proménni
SOUCET jedné z dvou moznych hodnot, 360 nebo 0.

P-1-1

Jist& existuje néjakd konetna posloupnost operaci sjedno-
ceni a rozdéleni, kterd pievede P na Q. Jednou z moznych
cest je napfiklad nejprve sjednotit vSechny mnoziny Pi,
i=1,...,m, a takto vzniklou mnozinu potom postupné
rozdélit na mnoziny Qj, j = 1, ..., n. Existuje proto také
néjakd nejkrat$i posloupnost operaci pievadéjici P na Q.

Nejprve ukiZzeme, Ze v takové nejkratsi posloupnosti operaci
mohou byt nejprve provedeny vSechny operace sjednoceni
a potom vSechny operace rozdéleni. K tomu stali dokizat
nésledujici tvrzeni: Pfedchdzi-li v nejkrat$i mozné posloup-
nosti operaci prevadéjici P na Q néjaka operace rozdéleni
operaci sjednoceni, lze pofadi té€chto dvou operaci zaménit
(ptitom se pochopitelné mohou zménit i mnoZiny, s nimiz
se operace provadéji). Platnost tvrzeni dokaZeme rozborem
pripada. Necht je v uvazované posloupnosti operaci rozdéleni
mnoziny 4 na mnoziny Al, A2 néisledovino sjednocenim
mnozin B, C na mnoZinu D.

1. Pokud se 74dnd z mnozin Al, A2 nerovni Zzidné
z mnozin B, C, jsou obé operace zcela nezivislé, a miiZeme
proto zaménit jejich potfadi bez vlivu na vysledek.

2. Pokud {41, A2} = {B, C}, pak se provedenim uvaZo-
vané dvojice operaci obnovi pfesné stejny stav souboru mno-
zin, jaky byl pfed provedenim téchto operaci. Obé operace
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je tudiz mozné vynechat, coz je spor s minimalitou délky
nasi posloupnosti operaci. Tento pfipad tedy nemuZe nastat.

3. Jestlize napiiklad mnoziny 42, C jsou shodné a mnoziny
Al, B razné (obdobné pro ostatni kombinace), muZeme
misto nasi dvojice operaci provést nejprve sjednoceni mnozin
A, B a v dalsim kroku takto vzniklou mnozinu rozdélit
na A1, D. Vysledny soubor mnozin bude stejny jako u ptivoedni
posloupnosti operaci.

Jiny pfipad nemuze nastat. Dokézali jsme tedy, ze existuje
nejkrat§i posloupnost operaci pfevadgjici P na Q, ve které
se nejprve provedou viechna sjednoceni a potom rozdéleni
mnozin.

Mnoziny Pl, P2, ..., Pm budeme nejprve sjednocovat,
az dostaneme soubor mnozin A4 = {Al, A2, ..., Ar},
n < =r < =m. K tomu je tfeba provést m — r operaci sjed-
noceni. Potom mnoziny tohoto socuboru rozdélime na mnoZiny
01, 02, ..., On provedenim n — r operaci rozdéleni. Celkem
se tedy provede K = (m + n) — 2r operaci. Hodnota m + n
je pevné ddna zadanymi soutery mnoZzin P a . Musime proto
hledat co nejvétsi hodnotu ». Pro dal3i ivahy budeme zatim
pfedpoklddat, 7e viechny mnoZiny P1, ..., Pm,Ql, ..., On
jsou neprazdné. Upravu feSeni pro pfipad vyskytu prazdnych
mnozin v zadanych souborech P a Q provedeme v zavéru.

Ka?d4 mnozina Ai (1 = 1,2, ..., r) je sjednocenim néko-
lika mnozin souboru P (nebot tak vznikla) a lze ji vyjadrit
také jako sjednoceni nékolika mnozin souboru Q (tak se bude
délit). Pokud maji mnoziny P, Pj s mnoZinou Q% neprazdny
prunik, musi byt Pz, Pj spojeny v jedné z mnozin souboru 4.
Naopak, bude-li uvedeni podminka splnéna, bude kazda
mnozina Qh podmnoZinou né&jaké mnoziny soutoru 4, a bude
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tedy mozné ziskat Q z A operacemi rozdéleni. Nebudeme
provadét vice sjednoceni, neZ je nezbytné nutné (tj. nez uvadi
tato podminka), nebot na$i snahou je minimalizovat pocet
vSech operaci neboli ziskat soubor A4 tvofeny co nejvétsim
poétem r mnozin.

Navrhneme nyni algoritmus na urleni, které z mnoZin
souboru P je nutné sjednotit vZdy do jedné mnoZiny souboru
A. Pro tento Gcel je mozné pfevést nasi tlohu na jeden stan-
dardni grafovy algoritmus. Soubory mnoZin P a Q muZeme
reprezentovat grafem G o m + n vrcholech odpovidajicich
jednotlivym mnozindm. Vrcholy grafu Pi a Qj jsou spojeny
hranou pravé tehdy, jestlize mnoziny P7 a Qj maji neprazdny
prunik. Jiné hrany v grafu G nejsou (jednd se tedy o tzv.
bipartitni graf). Podle vy$e uvedené podminky na sjednoco-
vani mnoZin souboru P je nutné spojit do jedné mnoZiny
souboru A4 vzdy pravé ty mnoziny, které patii do jedné kom-
ponenty souvislosti grafu G (tzn. ty mnoziny, které jsou v grafu
G spojeny hranami). Hledany pocet mnoZzin r souboru 4
je proto roven po¢tu komponent souvislosti grafu G.

Algoritmus na nalezeni komponent souvislosti daného
grafu je dobfe zndm jako jeden ze standardnich algoritmu
teorie grafii, a nebudeme ho zde tudiz podrobnéji rozebirat.
Je vysvétlen v kazdé zédkladni u€ebnici teorie grafu. Struktura
algoritmu je velmi podobnd algoritmu nalezeni cesty mezi
dvéma vrcholy grafu, ktery je uveden jako vzorové Feleni
dlohy P — T — 1.

Soubory mnozin P, Q mizeme v programu reprezentovat
matici logickych hodnot TT1..m, 1..n] takovou, Ze
T[7,7] = 1, jestlize Pi, Qj maji spole¢ny prvek,

T[i,j] = 0, jestlize Pi, Qj nemaji spole¢ny prvek,
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Matice T ma minimélni moZnou velikost postatujici k uloZeni
vSech informaci o vzdjemnych vztazich mnoZin souborl
P a Q. Zaroveil je vhodnou ¢ésti matice sousednosti grafu G
obsahujici vSechny potiebné informace o grafu G. Na zakladé
matice 7 urime polet komponent souvislosti » grafu G.
Vysledny miniméalni pocet operaci potfebnych k prevedeni
souboru mnozin P na soubor Q je potom dén vyrazem
m+n — 2r.

Zbyva doresit pfipad, Ze se v souborech P a Q mohou
vyskytovat prizdné mnoziny. Necht soubor P obsahuje p
préazdnych mnoZin a soubor Q obsahuje g prazdnych mnoZin.
Potom plati K =(m —p) +(n —q) —2r + |p — q|, kde
Cislo r sestrojime vySe uvedenym postupem ze systémi
P’ Q" vzniklych z P, Q vynechidnim prazdnych mnoZin.
K pfevedeni p priazdnych mnoZin na g pak potiebujeme
provést jesté [p — g| operaci: jestlize p > = g, bude to p — ¢
sjednoceni, pokud p < g, provedeme g — p rozdéleni.

P-1I-2

Podle zad4ni Glohy m4 kazd4 jedni¢ka v matici 4 (pFipadné
s vyjimkou téch, které jsou na okraji matice) pravé dva jed-
ni¢kové sousedni prvky, kde za sousedni povazujeme pouze
pole ve sméru vlevo, vpravo, nahoru a dclt. Tak vznikaji
v matici 4 »4ry« tvofené jedni¢kami, které celou plochu
matice A déli na jednotlivé oblasti tvofené nulovymi prvky.
Jedna z oblasti je zvolena k vybarveni tim, Ze je zaddn jeden
jeji prvek A[I, ¥].

Dva nulové prvky matice 4 patii do téZe oblasti, jestlize
nejsou oddéleny 74dnou »Carouc z jednitek. Z toho vyplyva,
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7e vime-li o prvku A[K, L] = 0, Ze patii do zvolené oblasti,
pak do této oblasti budou patfit také vSechny nulové prvky
pole 4, kterés A[K, L] sousedi ve sméru svislém, vodorovném
nebo Sikmém. Naopak, jestlize prvek A[K, L] = 0 (ruzny
od prvku A[I, ¥]) nesousedi ve sméru svislém, vodorovném
ani §ikmém s Zddnym prvkem oblasti zadané prvkem A[I, ¥],
pak A[K, L] do této oblasti nepatii.

Z uvedeného rozboru plyne nisledujici jednoduchy algo-
ritmus. Vezmeme zadany prvek A[I, ¥] a obarvime ho (tzn.
dosadime do né&j 2). Potom prohlédneme viech osm prvki,
s nimiZ sousedi, a obarvime ty z nich, které jsou dosud nulové.
Pro kazdy z takto nové obarvenych prvki cely postup opa-
kujeme. Vypocet a obarvovani probihd tak dlouho, dokud
je mozné obarvit né&jaky dalsi prvek matice A4.

Algoritmus je moZné realizovat pomoci rekurzivni procedury
nebo tfeba pomoci zdscbniku. Ukdzeme si zde obé reSeni.
Prvni z nich mé krat$i a piehlednéjsi zdpis, druhé bude pra-
covat o néco rychleji.

Reseni pomoci rekurze

program BARVENI 1 (input, output);

const M = 10; {potet fadku matice}
N = 10; {potet sloupcu matice }
var A:array[l..M,1..N] of integer;
K, L: integer; {pomocné proménné}
1, ¥: integer; {zadané vychozi pole}

procedure VYBARVI (X, Y: integer);
{vybarveni prvku A[X, Y] a rekurzivni vyvolani téze pro-
cedury na vSechny prvky v okoli }
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var K, L: integer; {pomocné proménné }
begin
A[X, Y]: = 2; {obarveni prvku A[X, Y]}
for Ki=X—1to X+ 1do
for L: =Y —1toY + 1do
if (K>=1)and (K <= M)and (L >=1)and
(L <= N) then
if A[K, L] = 0 then VYBARVI (K, L)

end; {VYBARVI}

begin
for K: =1to M do
for L: =1to N do
read (4[K, L)); {pFetteni obsahu pole 4}

read (1, ¥); {pfetteni vychoziho prvku}
VYBARVI(I, ¥); {obarveni pole od prvku A[I, ¥]}
for K: =1to M do

begin

writeln;

for L: =1 to N do
write (A[K, L] : 2) {vytisknuti obarveného A4}
end;
writeln
end.
Reseni pomoci zdsobniku
program BARVENI 2 (input, output);
const M = 10; {potet Fadku}
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N =10; {potet sloupci }
MAX = 100; {velikost zdsobniku — max. M X N}

type SOUR = record X, Y: integer end;
{soufadnice prvku uklddané do zdsobniku}
var A:array[l..M,1..N] of integer;

K, L: integer; {pomocné proménné }
1, ¥: integer; {zadéni vychoziho prvku}
X, Y: integer; {soufadnice feSeného prvku}

STACK: array [1. . MAX] of SOUR;
{ zésobnik soufadnic}
SP: integer;  {ukazatel vrcholu zasobniku STACK}

begin
for K: =1 to M do
for L: = 1to Ndo
read (A[K, L)); {pfetteni obsahu pole 4}
read (1, ¥); {pFetteni vychoziho prvku}

STACK[1].X: = I
STACK[1]1.Y:=Y;
SP:=1; {inicializace zésobniku }

while SP > 0 do
begin
X: = STACK [SP).X;
Y: = STACK[SP]. Y;
SP: = SP— 1; {odebrén vrchni prvek ...}
A[X,Y]:=2; {... a obarven na »2«}
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for Ki=X—1toX +1do
forL: =Y —1toY +1do
if(K>=1)and (K <= M)and (L >= 1) and
(L < = N) then
if A[K, L] = 0 then
begin {sousedni prvek je nulovy }
SP: = SP + 1;
STACK [SP].X: = K;
STACK[SP].Y : = L;{... uloZen do zésobniku}
end
end;
for K: = 1to M do

begin
writeln;
for L: =1 to Ndo
write (A[K, L] : 2) {vytisknuti obarveného 4}
end;
writeln

end.

Spravnost navrZzeného algoritmu snadno ukdZeme s pouZi-
tim rozboru uvedeného na zatatku feSeni. Pfi préci algoritmu
bude obarven prvek A[I, ¥] a dile viechny dal$i prvky mati-
ce A, které sousedi s nékterym dfive obarvenym prvkem.
V okamziku, kdy jiZ neni moZné obarvit Zzddny dalsi prvek
a kdy tedy vypoclet podle algoritmu konti, bude proto obar-
vena pravé celd oblast puvodné nulovych prvka matice A4
urend prvkem A[I, ¥]. Pfesné to bylo nadim ukolem.
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Vypocet podle algoritmu je jisté koneény, nebot v kazdém
kroku algoritmu je obarven jeden pavodné nulovy prvek
matice 4. Tato matice m4 kone¢nou velikost, a tedy také
kone¢ny pocet viech nulovych prvka.

Algoritmus mi maximdalni Casovou slozitost Umérnou
hodnoté M.N neboli poltu prvkil matice 4. VyZaduje totiZ
provedeni tolika krokd vypoltu, kolik je v zadané matici A4
nulovych prvka v oblasti uréené prvkem A[Z, ¥]. Ridové
rychlejsi algoritmus feSici zadanou tlohu nemuiZe existovat,
nebot pfi libovolném postupu feSeni musi byt obarven kazdy
nulovy prvek zvolené oblasti a téch muZe byt az M.N. V praxi
se oviem pouzivaji jiné algoritmy, které jsou sice sloZit&jsi
z hlediska zdpisu a vysvétleni, ale maji alespoil v pramérném
pripadé (nikoli v nejhor$im) zna¢né mensi pamétové naroky
a jsou i o néco rychlejdi. Zde popsany algoritmus totiz muze
navstivit a testovat jeden prvek matice A4 az devétkrat (jednou
pfi vlastnim obarvovdni prvku a osmkrit pfi obarvovani
jeho sousedl) a tento pocet je mozné vhodnou organizaci
vypoctu snizit.

P-111-3
Véta: Je-li pred prvkem A[I], 1 < I <= N, tzn. na mistech
v poli 4 s indexem men$im neZ I, celkem P &isel vétSich,
nez je A[I], pak se tato Cisla dostanou za A[I] po pravé P

pruchodech vnéjsiho cyklu algoritmu.

Duakaz: Pfi kazdém pruchodu se za A[I] dostane pravé
jedno z takovych ¢&isel.
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a) NemuzZe jich byt vice, nebot s Cislem A[I] se provede
pouze jedna vyména, kterou se Cislo A[I] dostane v poli 4
o0 jedno misto dopfedu na pozici A[I — 1]. Na tomto novém
misté mze byt nase &islo testovdno opét aZ v dal§im prachodu
cyklem.

b) Jedno z P ¢&isel (pro P > 0) vétsich nez A[I] se za
A[I] jist¢ dostane. Bude to &islo A[S] = max {4[1],...,
..., A[I — 1]}, nebot pro tento prvek A[S] bude vidy
splnéna podminka v programu, takZe se pfi jednom prachodu
cyklem dostane az na pozici A[I — 1],a protoZe je vétsi nez
A[I], bude jesté v témze pruchodu cyklem vyménéno i s &is-
lem A[I].

Pt prvnim prichodu cyklem tedy zustane v poli 4 pfed
na$im sledovanym <&islem je$té P — 1 vétSich Cisel a cely
postup se bude opakovat. Pfesné po P priichodech se viechna
tisla v&tsi nez sledované &islo dostanou v poli 4 za négj, coz
jsme méli dokazat.

K vzestupnému setfidéni celého pole A je tieba, aby se
za kazdy prvek pole 4 dostala vSechna vétsi &isla, kterd jsou
na zalitku préce algoritmu umisténa pfed nim. Podle doka-
zané v&ty kazdy prvek pole 4 vyZzaduje, aby pocet priuchoda K
byl vét3i nebo roven poétu prvkia pole 4 s mensimi indexy,
které jsou vé&tsi nez on sdm. Pro takové K budou pfed kazdym
prvkem stit pouze prvky mensi nebo stejné, coZ je presné
vyjadfeni vzestupného usporadéni prvku pole 4.

V hledaném algoritmu tedy stati pro kazdy prvek pole 4
zjistit, kolik prvku pole 4 s mensim indexem je vétSich nez
on sim, a maximum z téchto &isel vzit za hodnotu K.
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program TRID (input, output);

const N = 10; {velikost pole A}
var A: array [1..N] of integer; {t¥idéné pole 4}
1, 7, K, L: integer; {pomocné proménné}

begin
for I: =1 to N do read (A4[I]); {potate¢ni hodnoty pole 4}
K: =0; {hledan4 hodnota K}
for I: =2 to N do

begin {zkouméme prvek A[I]}

L: =0; {pocet vétsich pfedchadcu }

for j: =1tol —1do
if A[¥] > A{Ilthen L: = L + 1;
{dali vétsi pfedchudce}
if L> Kthen K: =L
end;
writeln (K) {tisk vysledku}

end.

Sprévnost algoritmu plyne z provedeného rozboru. Kone¢-
nost vypoctu je ziejmd, nebot pocet priuchodu kazdym cyklem
je pfedem omezen. Algoritmus mi konstantni paméfové
niroky (nepolitdme-li zadané pole A, které se nesmi ménit)
a kvadratickou ¢asovou sloZitost.

P-111-4
a) Nejrychlej§i zndmé algoritmy provadéjici triangulaci
(tj. rozdéleni na trojuhelniky) daného mnohotihelniku v &ase

N.log (N), nebo dokonce N.log (log (N)), kde N je pocet
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vrcholt mnohoudhelniku, jsou velmi komplikované. UkdZene si
zde proto znacné€ jednodussi kvadraticky algoritmus. Odvo-
zeni algoritmu rozdélime do nékolika krokd.

1. Nejprve ukdzeme, ze do kazdého mnohouhelniku s vice
nez tiemi vrcholy lze umistit diagondlu, tj. useCku, ktera
lezi celd uvnitf mnohothelniku a kterd spojuje dva vrcholy
mnohothelniku, jeZ spolu nesousedi na obvodu. Pro konvexni
mnohouhelnik je toto tvrzeni trividlni, stali spojit libovolnou
dvojici nesousedicich vrcholu. Je-li mnohouhelnik nekon-
vexni, existuje v ném vrchol, u néhoz lezi vnitfni Ghel vétsi
nez 180 stupniu. Pii pohledu z tohoto vrcholu »dovnitf«
mnohouhelniku proto jisté uvidime alespori dvé jeho ruzné
strany. Na pfedélu téchto stran musi byt vrchol mnoho-
thelniku, ktery je z naseho vrcholu také vidét a ke kterému
tudiz muzeme vést diagondlu.

2. Pro libovolny mnohouhelnik (s alespori tfemi vrcholy)
existuje takové jeho triangulace, v niz alesponl jeden z troj-
uhelnika, které rozdélenim mnohouhelniku vzniknou, ma
dvé své strany shodné se stranami mnohothelniku. O takovém
trojuhelniku budeme déle fikat, Ze lezi »na obvodu« mnoho-
uhelniku. Uk4Zeme, jak takovou triangulaci sestrojit, Podle
bodu 1 lze dany mnohouhelnik rozdé¢lit diagondlou na dva
mens$i. Kazdy z nich mé pravé jednu svoji stranu tvoienou
diagonédlou a vSechny zbyvajici jeho strany jsou stranami
puvodniho mnohothelniku. Zvolime libovolny z mensich
mnohouhelniktt a budeme pokraovat v jeho déleni. Opét
podle 1 je mozné rozdélit ho diagonédlou. Ze dvou vzniklych
mensich mnohothelniki jeden znovu spliiuje podminku,
ze jedind jeho strana je diagonédlou puvodniho mnohouhelniku
a zbyvajici jeho strany jsou stranami puvodniho mnoho-
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thelniku. S timto mnohouhelnikem budeme pokraovat
v déleni stejnym zpusobem. Pfi kazdém déleni se zmen3uje
pocet vrcholtd mnohothelniku, s nim? pravé pracujeme,
takze po kone¢né mnoha krocich ziskime trojuhelnik. Ten
mé opét vlastnost, Ze pouze jedna jeho strana je diagonilou
vychoziho mnohouhelniku. Jednd se tudiz o trojahelnik
»na obvodu« mnohouhelniku. Triangulaci zbyvajicich dil¢ich
mnohothelnika, kterymi jsme se dosud nezabyvali, jiz pro-
vedeme libovolné. Existence néjaké triangulace kazdého
mnohothelniku pfimo plyne z 1.

3. Na zdkladé tvrzeni 2 o existenci trojahelniku »na obvodu«
mnohothelniku jiz mlZeme sestrojit algoritmus feSeni
tlohy. Vyjdeme od prvniho vrcholu mnohouthelniku A[1]
a budeme postupovat po obvodu ve zvoleném sméru proti
pohybu hodinovych ruci¢ek (v souladu se zpusobem zadani
mnohouhelniku). P¥itom budeme hledat v pofadi prvni vrchol
mnohouhelniku A[7] takovy, aby trojuhelnik tvofeny vrcholy
A[I — 1], A[1], A[I + 1] byl trojuihelnikem »na obvodu«
mnohouhelniku. To bude splnéno pravé tehdy, jestlize vnitini
thel mnohouhelniku u vrcholu A[7] bude konvexni (tj. mensi
nez 180. stupiit) a jestlize do tohoto trojahelniku nezasahuje
zadny jiny vrchol mnohothelniku. Tvrzeni 2 ndm zarucuje,
ze takovy trojuhelnik existuje, a pfi systematickém zkoumani
vSech vrcholu ho tedy jisté najdeme. Po nalezeni trojihelni-
ku »na obvodu« A[I — 1] A[I] A[I + 1] tento trojahelnik
od mnohothelniku oddélime diagondlou spojujici vrcholy
A[I — 1] a A[I + 1] (stava se souldsti hledané triangulace).
Zbyly mnohothelnik méd o jeden vrchol méné — o vrchol
oznaceny A[I]. V triangulaci budeme pokracovat stejnym zpu-
sobem potinaje od vrcholu A[I — 1] (ten musime znovu
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prozkoumat, nebot vnitfni Ghel u né&j lezici se oddélenim
trojahelniku  A[I — 1]A[I]A[I + 1] zmensil) ve stejném
sméru proti pohybu hodinovych rulitek. Vypolet skonii
v okamZiku, kdy ndm zbude posledni trojahelnik.

4. Sprivnost uvedeného algoritmu plyne z dokizanych
tvrzeni a byla zdtivodnéna zédroverti s odvozovénim algoritmu.
Vypocet skonti po kone¢né mnoha krocich, nebot v kazdém
kroku je od mnohouhelniku oddélen jeden trojuhelnik (je
nalezena jedna diagonéla nélezejici do vysledné triangulace),
takze pocet kroka vypoltu je pfedem zndm. Do mnohothel-
niku o N vrcholech se pfi triangulaci umisti pfesné N — 3
diagonal.

5. Algoritmus m4 kvadratickou &asovou slozitost. Otesto-
vani jednoho vrcholu mnohouhelniku, zda u né&j leZi troj-
uhelnik »na obvodu«, vyzaduje f4dové N operaci (testy na
nalezeni do trojahelniku pro vSechny zbyvajici vrcholy).
Pfitom celd triangulace se provede pfi jednom »obejiti«
po obvodu mnohouthelniku, tzn. pfi provedeni radové N
takovych testovani. Posledni tvrzeni plyne ze zvoleného
pofadi, v jakém vysetfujeme jednotlivé vrcholy. Pfi zkoumadni
vrcholu A[I] totiZ vime, Zze u Z4dného z vrcholu A[1], ...,
A[I — 1] nelezi trojahelnik »na obvodu«. JestliZe nyni
oddélime trojuhelnik A[I — 1] A[I] A[I + 1], mohla se zmé-
na dotknout pouze vrcholu A[I — 1], u kterého se zmensil
vniténi thel. Od tohoto vrcholu se proto pokratuje v prohle-
dévani.

6. Na zavér uvedeme programovou realizaci algoritmu.
Na vstupu programu je olekdvidn nejprve polet vrcholu
mnohouhelniku a déle soufadnice vSech vrcholi. Vystupem
je seznam diagonél tvoficich triangulaci.
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program TRIANGULACE (input, output);

const MAX = 100;

{maximélni potet vrcholu }

var AX, AY: array [0.. MAX] of real;

N: integer;

{soufadnice vrcholu}
{skuteZny potet vrcholi }

NALEZEN: Boolean; {pfiznak nalezeni trojihelniku}
MOZNOST: Boolean; {pfiznak mozného trojuhelniku }

MEZ: integer;
1, ¥, K: integer;

begin

read (N);

for I: =1to N do
read (AX[I], AY[I]);

AX[0]: = AX[N];

AY[0]: = AY[N];

AX[N + 1]: = AX[1];

AY[N + 1]: = AY[1];

I: =1;

MEZ: = N — 3;

for #: = 1 to MEZ do
begin

NALEZEN: = false;

{potet viech diagon4l}
{pomocné proménné }

{ptetteny soufadnice vrcholu }
{kopie prvniho a posledniho ..}
{... vrcholu mnohothelniku ...}
{... z technickych davoda — ..}
{... — pro snaz3i testovani}

{zatneme od vrcholu A[1]}
{potet viech diagonal }

{sestrojime dalsi diagondlu}

while not NALEZEN do {hleddme trojih. »na obvodu«}

begin

if UHEL (AX[I + 1], AY[I + 1], AX[I], AY[I],
AX[I — 1], AY[I — 1]) < 180 then
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begin {konvexni vnitini uhel }
K:=1;
MOZNOST: = true;
while MOZNOST and (K <= N) do
begin
if abs (K — I) > 1 then {vrchol A[K] je ruzny
od A[I] a nesousedi s nim na obvodu}
if VNITR (AX[K], AY[K], AX[I — 1],
AY[I — 1], AX[I), AY[I], AX[I + 1],
AY[I + 1)) then
MOZNOST: = false;  {A[K] leZi uvniti }
K:=K+1
end;
if MOZNOST then NALEZEN: = true
{za4dny jiny vrchol neni uvnit¥
trojuhelniku A[I — 1] A[I] A[I + 1]}

else I: =1 +1 {zkusime dal3i vrchol}
end
else [: =1+ 1 {zkusime dal3i vrchol }
end;

writeln (’Diagonala:>, AX[I—1], AY[I—1], AX[I + 1],
AY[I + 1)); {diag. nalezena a vytiit¢na }
for K: = I'to N do
begin
AX[K]: = AX[K + 1]; {vynechani vrcholu 4[] ...}
AY[K]: = AY[K + 1] {... z mnohouhelniku}
end;
if I =1 then
begin {kopie nového vrcholu A[1]}
AX[N]: = AX[1);
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AY[N]: = AY][1]
end;
if I = N then {kopie nového vrcholu A[N]}
begin
AX[0]: = AX[N — 1];
AY[0]: = AY[N — 1]

end;
N:=N-1; {novy potet vrcholu}
I=1-—1; {novy zkoumany vrchol }
if/ =0thenI: = N

end

end.

b) Lomena ¢4ra spojujici po fadé body P(1), .., P(N), P(1)
je zfejmé uzaviend. Podle definice tedy tvofi mnohouhelnik
pravé tehdy, jestlize sama sebe nikde neprotind. Staéi proto
ovéfit, zda existuje néjakd dvojice stran mnohothelniku,
které spolu na obvodu nesousedi a které piitom maji spole¢ny
bod. Lomena ¢ira P(1), ..., P(N), P(1) tvofi mnohothelnik
pravé tehdy, jestlize takova dvojice useCek neexistuje.

Pii feSeni tlohy budeme vySetfovat vzijemnou polohu
kazdé dvojice raznych spolu nesousedicich tiseCek ze zadané
lomené cary. Spravnost tohoto feSeni je zfejma. Algoritmus
je jisté kone¢ny, nebot viech tisetek je konetné mnoho a kaz-
dou dvojici Gse¢ek budeme vySetfovat pouze jednou. Z toho
zaroven plyne, Ze algoritmus bude mit kvadratickou ¢asovou
slozitost.

Zbyva jesté vyiesit otdzku, jak urcit, zda dvé Gsecky zadané
soufadnicemi svych koncovych bodt maji né&jaky spoleiny
bod. Existuje nékolik riiznych postupi, jak vyhledat spole¢ny
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bod tselek. Jednou moznosti je nepouzit vibec pfeddefino-
vané funkce a cely problém vyfedit prostfedky analytické
geometrie pomoci parametrickych rovnic obou udsecek.
UkdZeme si zde jiné feSeni, vyuzivajici funkci VPRAVO.
Oznatme zkoumané tuseC¢ky 4B, CD a soufadnice jejich
krajnich boda XA, YA, ... atd. Jestlize n&ktery z krajnich
bodu jedné usecky lezi na druhé usecce, pak tselky jisté
maji spole¢ny bod. V opa¢ném piipadé staci vy3etfit, zda oba
body A, B leZi ve stejné poloroving uréené pfimkou CD a zda
oba body C, D lezi ve stejné poloroving uréené pfimkou 4B.
Usetky AB, CD maji spole¢ny bod pravé tehdy, pokud ani
jedna z téchto podminek neplati. K uvedenému vysetfovani
polohy bodu pouzijeme piimo pieddefinovanou funkci VPRA-
VO. Hrani¢ni pfimku jiZ maZeme zahrnout do libovolné
poloroviny, nebot piipad, Ze néktery krajni bod jedné usetky
lezi na druhé uselce, jsme jiz vyfesili diive.

Uvedené fefeni dil¢iho problému spole¢ného bodu dvou
Gsetek nyni naprogramujeme. Pomocnd lokdlni funkce
NAUSECCE (X1, Y1, X2, Y2, X3, Y3) d4va logickou vy-
stupni hodnotu podle toho, zda na usetce s krajnimi body
Pl =(X1, Y1) a P2 = (X2, Y2) lezi bod P3 = (X3, Y3).
Hodnota vysledné logické funkce PRUSECIK (XA, YA, XB,
YB, XC, YC, XD, YD) je pak urlena tim, zda Gse¢ky AB,
CD maji spoletny bod.

function PRUSECIK (XA, YA, XB, YB, XC, YC, XD,
YD :real): Boolean;

function NAUSECCE (X1, Y1, X2, Y2, X3, Y3: real):
Boolean;
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begin
NAUSECCE: = VPRAVO (X1,Y1,X2,Y2, X3,Y3)and
VPRAVO (X2,Y2,X1,Y1, X3, Y3)and
(X3 > = min (X1, X2)) and
(X3 < = max (X1, X2))and
(Y3 >=min (Y1, Y2))and
(Y3 <=max (Y1, Y2))
end; {NAUSECCE}
begin
if NAUSECCE (XA, YA, XB, YB, XC, YC) or
NAUSECCE (XA, YA, XB, YB, XD, YD) or
NAUSECCE (XC, YC, XD, YD, XA, YA) or
NAUSECCE (XC, YC, XD, YD, XB, YB) then
PRUSECIK: = true
else
PRUSECIK: = not(
(VPRAVO (XA, YA, XB, YB XC, YC) =
VPRAVO (XA, YA, XB, YB, XD, YD))
or
(VPRAVO (XC, YC, XD, YD, XA, YA) =
VPRAVO (XC, YC, XD, YD, XB, YB)))
end; {PRUSECIK}

Na zavér uvedeme cely program fesici nasi ulohu. Program
vyuzivd vyse uvedenou funkci PRUSECIK. Na vstupu
programu je oCekdvina nejprve hodnota N a za ni postupné
soufadnice vSech vrcholu zadané lomené &iry. Vystupem je
sdé€leni, zda tato lomend Cdra tvofi mnohothelnik.

program MNOHOUHELNIK (input, output);
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const MAX = 100; {max. délka lomené &4ry}

var PX,PY:array[l..MAX]ofreal; {soufadnice bodu }

N:integer; {potet bodu }
SPOLECNY: Boolean; {pfiznak spole¢. bodu}
I, ¥: integer; {pomocné proménné }

function PRUSECIK (XA, YA, XB, YB, XC, YC, XD,
Y D: real): Boolean;
external;

begin

read (N);

for I: =1 to N do read (PX[I], PY[I]); {pfetteny soufad.}
PX[N + 1]: = PX[1];

PY[N + 1]: = PY[1];

SPOLECNY: = false;

I: =1;

while (not SPOLECNY)and (I <= N — 2) do
begin {testujeme tGsetku P(I) P(I + 1)}
F=I+42;

while (not SPOLECNY) and
(¥ < N)or((I > 1)and (Jf = N))) do
begin {druhou usetkou je P(¥) P(¥ + 1)}
SPOLECNY: = PRUSECIK(PX[I],PY[I],PX[I + 1],
PYII + 1], PX[J), PY[Y), PX[Y + 11, PY[J + 1]);
F=5+1
end;
I.=1+1
end;
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write ’Zadan4 lomen4 &4ra’);

if SPOLECNY then write (’ne’);
writeln ("tvofi mnohouhelnik.”)
end.
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