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Korespondenéni seminaifr UV MO

Koresponden¢ni seminéf je jednou z forem péce o talento-
vané Z4ky. Vznikl ve 24. ro¢niku MO proto, aby bylo moZno
vénovat individudlni péci i tém zdkam, ktefi neméli moZnost
navstévovat specidlni §koly a pracovat v tamnich seminéafich.
Nyni, kdy existuji i krajské koresponden¢ni seminédie a kdy
specidlni $koly s tfidami zaméfenymi na matematiku najdeme
v kazdém kraji, je cilem tohoto seminiie zlep$it individudlni
pfipravu vSech studentd, ktefi prokizali své schopnosti
a matematicky talent v pfedchozich ro¢nicich matematické
olympiddy. Korespondenini seminaf tak nadile zustdvé
dulezitou souldsti pfipravy na mezinirodni matematickou
olympiadu.

K Gtasti v korespondenénim seminéfi jsme pozvali viechny
$pickové fesitele kategorie A spolu s témi studenty, ktefi
né&jak vynikli v krajskych kolech kategorii B a C pfedchoziho
ro¢niku MO. V prabéhu 38. ro¢niku MO jim bylo postupné
zasldno 5 sérii pomérné& naro¢nych uloh, jejichZ texty najdete
v tlohové &4sti této roCenky (bez FeSeni). Dosld FeSeni pak
byla opravena, ohodnocena a s rozmnoZenym komentifem
vracena Glastnikim seminéfe. Nejlep$imi v celkovém hodno-
ceni byli:
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. Petr Hlinény, 3. ro¢nik G M. Kopernika, Bilovec

. Ilja Martisovits, 4. ro¢nik G J. Hronca, Bratislava

. Ondrej Kalenda, 3. ro¢nik G W. Piecka, Praha

. Ondrej Such, 3. roénik G A Markusa, Bratislava

. Martin Dindds, 3. ro¢nik G J. Hronca, Bratislava

. Marek Velesik, 4. ro¢nik G, Konévova ul., Brno

. Vladimir Komdr, 3. ro¢nik G, Smeralova ul., Kosice
. Eduard Omasta, 3. ro¢nik G, RuZzomberok

Petr Cizek, 4. ro¢nik G W. Piecka, Praha

Martin Cizek, 3. roénik G, Roznov pod Radhoitém
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Korespondenéni seminif je fizen tajemnikem UV MO
RNDr. Karlem Hordkem, CSc., ktery se staral o vybér tloh
a provadél i redakci komentafu. Opravu pak zajistovalo né-
kolik pracovniki MU CSAV a né&kolik student a aspiran-
tat MFF KU Praha (v8ichni jsou byvali olympionici).

Ulohy koresponden¢niho seminéie

1.1 Na vysce BH trojihelniku ABC je ddn bod P. Oznalme
K a L prusetiky pfimek AP, BC a piimek CP, AB.
Dokarzte, ze usetky KH a LH sviraji s vy§kou BH shodny
uhel.

1.2 Jsou déna kladn4 &isla 4, o, f a posloupnost (xy),> ,splitu-
jici nésledujici rovnosti:
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x()’—‘l, x1:;L,

(0 4+ P)rxp = o xy x0 + 01 f 21 %1 +
+ o 22 xu0x0 + ... + [P xoxn(n>1).

Najdéte x, a zjistéte, pro které n je x, nejveétsi.

1.3 Na piimce je ddno 50 usetek. Dokazte, Ze plati alespoil
jedno z nasledujicich tvrzeni:
a) existuje 8 usetek se spolenym bodem;
b) existuje 8 uselek, z nichz kazdé dvé jsou disjunktni.

1.4 Je déano nékolik ¢&tvercu, jejichz celkovy obsah je 1.
Dokazte, ze je mozno je umistit do ¢tverce s obsahem 2,
aniz by se prekryvaly.

1.5 Na kruznici je ddna mnozina F oblouku, pro kterou plati,
Ze pti libovolném ototeni R kolem stfedu dané kruznice
maji mnoziny F a R(F) spoletny bod. Jaky nejmensi
soucet délek mohou mit oblouky z mnoziny F, je-It
pocet oblouku » ?

1.6 Necht strany trojuhelniku 4BC jsou zakladnami rovno-
ramennych trojuhelniktt AB1C, BA;C a AC1B. Dokazte,
ze kolmice vedené z boda 4, B, C k odpovidajicim
ptimkéam B1Ci, Ci14;, A1B1 prochizeji jednim bodem.
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1.7 Najdéte viechna feSeni rovnice

ann —an + nl’x"zan — x" = q,
je-li a redlné a n > 1 pfirozené.

2.1 Zjistéte, pro kterd n plati: Je-li ddn pravidelny n-uhelnik
(n = 3), v jehoz vrcholech jsou rozmistény Cerné a bilé
kameny, pak existuji tfi kameny stejné barvy leZici
ve vrcholech rovnoramenného trojahelniku.

2.2 Jezero v Kocourkové m4 tvar nekonvexniho n-thelniku.
Dokazte, ze bud z zddného jeho bodu neni vidét vSechny
biehy, anebo mnozina takovych bodu tvofi vnitfek kon-
vexniho m-thelniku, kde m = n.

2.3 Predstavme si nekonetnou Sachovnici ve tvaru horni
poloroviny: na bilych polich Sachovnice jsou zapsidna
néjaka4 &isla tak, aby pro kazdé Cerné pole platilo, Ze soucet
tisel v levém a pravém sousednim poli je stejny jako
soucet v hornim a spodnim sousednim poli. Je-li dino
n&jaké &islo d, stojici v n-té fadé, kolik nejméné C&isel
stojicich v prvnich dvou fadich Sachovnice musime
jesté znét, abychom mohli urdit Cislo stojici v (n + 2). fa-
dé nad ¢&islem d), ?

2.4 Vime-li, Ze na i-tém vyleté turistického oddilu (1 = ¢ = n)
bylo «;.100%, chlapci, kolik nejvyse procent chlapcu

je v oddile? (Kazdy se zG¢astnil aspoil jednoho vyletu,)
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2.5 Necht K je stfed hrany 4B dolni podstavy pravidelného
komolého jehlanu a L stfed nékteré hrany CD jeho horni
podstavy. Dokazte, Ze pruméty obou tselek AB, CD
na pfimku KL maji stejnou délku.

2.6 V roviné jsou diny dva bedy A4, B a pfimka p prochazejici
bodem A a neprochézejici bodem B. UvaZzujme libovol-
nou kruZnici se sttedem O prochézejici body 4, B a oznac-
me C jeji prusetik s piimkou p. Najdéte geometrické
misto stfed tsetek OC.

2.7 Jsou déna ¢&isla 1, 2, 3, ..., 1000. Najdéte nejvétsi m
takové, Ze po vyskrtnuti libovolnych m &isel mezi zbylymi
1000 — m &isly existuji dvé, z nichZ jedno déli druhé.

3.1 Pro ptirozend Cisla & < n rozestavte &isla 1, 2, 3, ..., n?
do tabulky n X n tak, aby v kazdém fadku cisla rostla
a pfitom soucet Cisel v k-tém sloupci byl
a) nejmensi;
b) nejvetsi.

3.2 Jsou dana piirozend Cisla & a m. Mezi celotiselnymi
feSenimi (x1, xg, ..., Xx) rovnice

X1+ X2+ ... +xp=m
vyberme N takovych, ze 0 < x; =< m (1 =< i =< k) a kazdé
dvé z nich se li¥i na v3ech mistech. Zjistéte, jaké je nej-

vét$i mozné N.

182



3.3 V roviné jsou ddny dvé raznob&zky a, b. V bodé 4y € a ve
vzdalenosti mensi nez 1 od pfimky & sedi blecha. Blecha
postupné poskakuje do bodu By, 41, B, A2, Ba, ... podle
nésledujicich pravidel (obr. 33):

Obr. 33

1. body 4o, A1, ... lezi na pfimce a, body By, Bi, ... na
piimce b;

2. IA()B()] = IBOAll == !AlBll = ]BlA2| = ... = 1;

3. Apy1 = An, jen kdyz AuBn | a, a By = By,
jen kdyz BpAni1 | b.

Dokazte, ze je-li velikost Ghlu pfimek a, b racionalni

(ve stupniové mife), bude cesta blechy periodické (tj. do-

stane se opét do bodu Ay a pak zas bude pokratovat

do boda By, Ai, ...); a je-li iraciondlni, nedostane se

blecha do zddného bodu vic nez dvakrat.

3.4 Jsou déna dvé nesoudélnd pfirozend &isla a, b. Jak zndmo,
kazdé celé &islo lze vyjadtit jako ax + by s celymi x a y.
Uvazujme mnozinu M téch celych &isel, kterd jsou tvaru
ax + by pro celd nezdporni x, y.

a) Jaké je nejvétdi celé &islo ¢, které nepatii do M?
b) Dokazte, Ze z Cisel n a ¢ — n (n je celé) jedno patii
do M a druhé ne.
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3.5 Je dan trojuhelnik ABC. Kolik existuje bodu D takovych,

ze Ctyfahelniky ADBC, ABDC a ABCD maji stejny
obvod ?

3,6 Na obr. 34 je Sest bodu lezicich po tfech na ¢tyfech
pfimkédch. DokaZte, Ze existuje pravé 24 riiznych zobraze-
ni, kterd pfevadéji uvedenych Sest bodl na sebe, pfitemz
kazd4 trojice bodu lezicich v pfimce se zobrazi na trojici
bodu lezicich v pfimce. Zjistéte, kolik takovych zobrazeni
existuje pro konfigurace na obr. 35 a 36 (9 bodti na 9 pfim-
kich a 10 boda na 10 piimkach).

3.7

184

Obr. 34 Obr. 35 Obr. 36

Uvazujme posloupnost (a,)>% &islic 1, 2 a operaci, kterd

umoziluje prohodit dvé libovolné sousedni trojice ¢&islic.
Vsechny takové posloupnosti rozdélme do disjunktnich
tfid, pfiCemz v jedné tfidé budou vSechny posloupnosti,
které lze na sebe prevést pomoci nékolika uvedenych
operaci. Kolik existuje takovych tfid ?



4.1 Pro libovolny nepravotihly trojuhelnik T ozna¢me H(T)
trojuhelnik, jehoZ vrcholy jsou paty vysek trojahelniku T
(tzv. tupatnicovy trojuhelnik). UvaZujme posloupnost
trojuhelnikd Ty = H(T), T2 = H(T1), ... . Jaké musi
byt uhly trojuhelniku T, aby
a) trojuhelnik H(T) byl ostrouhly,

b) v posloupnosti T1, Tz, ... se vyskytl pravothly troj-
uhelnik T, (takZe T,41 neni definovéan),

¢) trojuhelnik T; = H(T) byl podobny trojahelniku T ?

Pro kazdé n pfirozené zjistéte, kolik existuje navzijem

nepodobnych trojuhelnika T, pro néZ je trojahelnik T,

podobny trojihelniku T.

4.2 Najdéte vSechna celodiselnd feSeni rovnice

1 1 1
—+—+—=1

x v z
takova, ze zadné z &isel x, y, 2 neni rovno 1.

4.3 V roviné jsou diny dva body 4, B. Najdéte mnoZinu
v3ech vrchola C trojahelniktt ABC, pro néZ maji stejnou
délku
a) vyska AA’ a strana BC;

b) téznice A4, a strana AC;
c) téZnice AA4; a strana BC;
d) vyska CC’ a téZnice BB;;
e) vyska BB’ a téznice CCj.
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4.4 Oznatme o, f3, y vnitini Ghly trojuhelniku ABC a polozme

o B v4
=tg2— 2 — 4 tg2—.
S=tg 5 T e

a) Je-li trojuhelnik ABC ostrouhly &i pravouhly,
je S < 2;
b) je-li trojahelnik ABC tupothly s tupym uhlem asporl

4
2 arctg 30 je § = 2;

T 4
¢) mezitrojihelniky s tupym Ghlem Yy <y<2arctg 3
existuji takové, pro néz S < 2, i takové, pro néz
S > 2. Dokazte.

4.5 Na neckone¢ném listu bilého Ctvereckovaného papiru
je n ¢tverecku obarveno Cerné. V jednotlivych okamzicich
t =1, 2, ... zménime barvy vSech ctverecka podle
nasledujiciho pravidla: kazdy &tvereCek obarvime podle
pfevladajici barvy v trojici, kterou s danym Ctvereckem
tvofi jeho horni a pravy soused. Dokazte, Ze nejpozdéji
v Case ¢t = n Cerné CtvereCky zmizi.

4.6 Je dan konvexni n-thelnik, jehoZ Zadné dvé strany nejsou
rovnob&zné, a uvnitf ného bod. Dokaite, Ze existuje
nejvyse n piimek prochizejicich danym bodem a délicich
dany mnohouhelnik na dvé &4sti stejného obsahu.
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4.7 Ve stiedu ¢tverce stoji policajt a v jednom z vrcholu
pachatel. Policajt se muizZe pohybovat po celém (tverci
rychlosti nejvyse u, zatimco pachatel se muZe pohybovat
jen po stranich Ctverce nejvy$e rychosti v. Zjistéte, pro
jaky pomér rychlosti u/v se policajtovi muze podafit
dostat se s pachatelem na stejnou stranu ¢tverce, piestoze
pachatel se tomu snazi zabrénit.

5.1 Je-li O bod uvnitf trojuhelniku ABC takovy, ze | <L BOC|—
— |<t BAO| = 90°,0zna¢me M a N paty kolmic spusténych
z bodu O na strany 4B a AC a P prusetik ptimek BO,
MN. Potom je |<tBPC| = 90°. Dokazte.

5.2 V obdélnikové tabulce m X n je zapsano mn kladnych
¢isel. Uvazujme soudiny m Cisel v kazdém sloupci a soucet
S v8ech n takovych soudinti. Pferovndme-li &isla v kazdém
radku podle velikosti, nebude vysledny soucet S nové
tabulky mensi. Dokazte.

5.3 Pro libovolné ptirozené n najdéte soucet

(5]
Sa = ;(—1)70 (" N k) ;};.

5.4 V prostoru jsou dany Ctyfi body, které neleZi v jedné
roviné. Kolik existuje raznych rovnobéZnosténi, jejichZ
¢tyii vrcholy tvori dané body?
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5.5 Je ddna kone¢nd mnoZina boda v roving, v niz kazdé tii
body urluji tupouhly trojahelnik. Dokazte, Zze k takové
mnoziné lze vzdy pfidat dal$i bod tak, aby uvedend
vlastnost zistala zachovdna. Plati analogické tvrzeni
i pro nekone¢nou mnozinu bodl v roviné s uvedenou
vlastnosti ?

5.6 Jestlize

1+ x + 22 + x3 + x4)196 =
=ap+ax+ ... + + al984 x1984

urdete nejvetsi spoleCny délitel &isel ag, ag, a13 . . ., a1 983-
Zirovenl dokaZte, Ze plati 10340 < gggo < 10347,

5.7 Zjistéte, zda existuje 100 piimek v roving, které maji
pravé 1985 raznych praseciki.
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