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30. medzindrodnda matematicka olympiada
Braunschweig (SRN) 13, — 24, jul 1989

SRN sa stala hostitelom 30. medzindrodnej matematicke;j
olympiady. Zuacastnilo sa jej 291 sutaziacich z 50 krajin, ¢o
je rekordom v doterajsej histérii MMO. Kazd4 krajina mohla
vyslat 6-Clenné druZstvo, ¢o prevaznd vilsina Stitov aj vy-
vzila. Olympidda sa konala v tichom asi 250-tisicovom Braun-
schweigu, v Dolnom Sasku. Mesto m4 matematické tradicie,
posobil tu okrem inych matematikov aj C. F. Gauss a je sidlom
technickej univerzity a inych vysokych $kol.

Jury zalala svoju ¢innost 13. jula vyberom a prekladom
sataznych Gloh do rodnych jazykov ziakov. Medzi 32 tlohami,
ktoré sa dostali do uZ3ieho vyberu, bola aj 1 Ceskoslovenska
uloha. 16. jula bolo nakoniec vybranych 6 sutaznych tloh —
po jednej tlohe z Australie, Islandu, Holandska, Filipin,
Svédska, Polska.

Sutaziaci spolu s pedagogickymi vedtcimi pricestovali do
Braunschweigu 16. jula. Boli ubytovani na viacerych miestach,
Ceskoslovenské druzstvo byvalo v internite nedaleko stredu
mesta. 17. jula bolo sldvnostné zahijenie olympiaddy za ucasti
predstavitelov krajinskej i spolkovej vlady. 18. a 19. jula
boli sttazné dni, v rdmci ktorych Studenti dostali po 3 ulohy.
Na rieSenie kazdej trojice uloh mali 4,5 hodiny Cistého Casu.
Nasledujtce dni sa konala oprava a koordindcia oprav Zziac-
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kych rieSeni. 23. jula bolo sldvnostné vyhlisenie vysledkov
za Ucasti spolkového ministra pre vyuku a vedu Méllemanna,
ktory aj odovzddval zlaté medaily, krajinského ministra
H. Horrmanna a predsedu jury A. Engela. Zostavajuce dni boli
pre ziakov urené na spoznavanie hostitelskej krajiny. Hosti-
telia zorganizovali celodenny vylet do Hannoveru s nezabud-
nutelnym kultirnym programom v Herrenhausen Garten,
vylet do Gifhornu s nav§tevou muzea veternych mlynov,
prehliadku Braunschweigu, exkurzie do vyrobnych podnikov.
Diia 24. jula sme sa spolo¢ne vratili do vlasti.

Tabulka 5
Krajina ;:Zlig:’ Body il. cena|2. cena|3. cena|¢. uzn.
Australia | 6 119 2 2
Belgicko 6 111 3 2
Brazilia 6 64 3
Bulharsko 6 195 1 3 2
Cyprus | 6 [ 24 1
Ceskoslovensko | 6 I 202 2 1 3
Cina 6 237 4 | 2
Filipiny j 6 45 | 1
Finsko 6 58 | 3
Francuzsko 6 156 | 1 5
Grécko 6 122 1 3 2
Holandsko 6 92 1 1 2
Hong Kong 6 127 2 1 1
India 6 107 | 4 1
Indonézia 6 | 21 |
Iran 6 147 | 2 3 1
Irsko 6 37 2
Island 4 33 2
Izrael 6 105 | 2 1
Juhosldvia 6 | 170 1 3 1 1
Ju?na Kérea 6 J 97 | 1 4
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(pokracovanie tabulky 5)

Krajina ;i:lif)tv body |1.cena|2.cena|3.cena ¢. uzn.
Kanada 6 123 1 3 2
Kolumbie 6 119 1 2 3
Kuba 6 69 1 3
Kuwait 6 31
Luxemburg 3 65 1 1
Madarsko 6 175 4 1 1
Maroko 6 63 1 3
Mexiko 6 79 1 3
NDR 6 216 3 2 1
Norsko 4 64 1 2
Novy Zéland 6 69 2 2
NSR 6 187 1 3 2
Peru 6 51 3
Polsko 6 157 3 3
Portugalsko 6 39 4
Rakusko 6 111 2 1 1
Rumunsko 6 223 2 4
Singapur 6 143 4 2
Spanielsko 6 61 1 4
Svédsko 6 73 2 1
Taliansko 6 124 1 2 3
Thajsko 6 54 1 2
Tunis 6 81 1 2
Turecko 6 133 1 4 1
USA 6 207 1 4 1
Velk4 Britdnia 6 122 2 1 2
Venezuela 4 6
Vietnam 6 183 2 1 3
ZSSR 6 217 . 3 2 1

Kazdy sutaziaci mohol ziskat maximalne 42 bodov. 1. cena
bola udelovani za 38 —42 bodov (20 G&.)., 2. cena za 30—37
bodov (55 u¢.) a 3. cena za 18—29 bodov (72 GZ&.), Cestné
uznanie za vyrieSenie aspoil jedného prikladu za 7 bodov.
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Hodnotenie Ceskoslovenskej tdasti:

Ceskoslovenské druzstvo tvorili Tomds Brodsky zo 4. rot.
Gymnézia na tr. kpt. Jaro$a v Brne, Petr Ciek zo 4. roc.
Gymnazia W. Piecka v Prahe, Petr Hlinény z3.ro¢. Gymnizia
v Bilovci, Viadimir Komdr z 3. ro€. Gymnazia na Smeralovej
ulici v Kogiciach, Ondrej Such z 3. roé. Gymnézia A. Markusa
v Bratislave a Marek Velesik zo 4. ro¢. Gymnézia na Konevo-
vej v Brne. V. Komdr sa zG&astnil namiesto I. MartiSovit3a,
ktory tesne pred odchodom ochorel.

Veducim delegicie bol doc. RNDr. Leo Boéek, CSc., z MFF
UK v Prahe, zdstupcom vedaceho doc. RNDr. Tomas Hecht,
CSc., z MFF UK v Bratislave.

Vysledky jednotlivych Ziakov vidno z tabulky:

Tabulka 6

Meno al.1|al.2 4l 3| al.4|al5 | dl 6 |sacet cenaj
[ |

Brodsky 1 7 0 7 7 7 |20 3
Cizek 7 7 7 7 7 7 | 42 | 1.
Hlinény 7 7 1 7 7 7 136 | 2.
- Komar 7T 0 0 7 6 | 27 | 3.
Such 707 1717176 |a/|1
‘ Velesik ) 6 | 0 0 7 7 7 | 27 | 3.

Je to né3 najlepsi vysledok za posledné roky. V neoficidlnom
hoednoteni druZstiev sme skonlili na peknom 6. mieste (za
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Cinou, Rumunskom, ZSSR, NDR a USA). Ziskali sme
2 zlaté medaily, pricom P. CiZek ziskal plny potet bodov.
Ukéazali sa vysledky systematickej pripravy S$tudentov na
MMO (2 ststredenia, kore$ponden¢né semindre, priprava
v triedach so zameranim na matematiku, ré6zne pomocné akcie,
$irokd béza olympiddy). Treba vSak povedat, Ze vybrané
tlohy na$im ziakom »sadli¢, boli to témy tradi¢ne sa vysky-
tujice v domadcej sutazi, resp. precvi¢ované na sustredeniach.
Dobry vysledok je zaroven zdvizkom do budicnosti.

Texty sutaznych aloh

1. Dokézte, Ze mnozina {1, 2, ..., 1989} sa d4 napisat ako
zjednotenie po dvoch disjunktnych mnozin 4;, 4o, ...,
Aui7 tak, ze st splnené nasledujice podmienky:

(1) kazda z mnozin 4; ma prave 17 prvkov,
(2) sucet vietkych Cisel z mnoziny 4; je pre vietky
i€ {1, 2, ..., 117} rovnaky.

2. Osi vnutornych uhlov pri vrcholoch A, B, C ostrouhlého
trojuholnika 4ABC pretinaju jemu opisanu kruZnicu po
rade v bodoch 4;, B;, Cy. Priamka AA; pretina osi von-
kajsich uhlov pri vrcholoch B, C trojuholnika ABC v bo-
de Ap. Analogicky st urené body By, Co. Dokazte, ze
a) Sap,c, = 2 Sac,a,cB,

b) Sas,co = 4 Sascs
kde S4,8,c.» Sac,pa,cB,> Sapc znatia obsahy trojuhol-
nika AgByCy, Sestuholnika AC1BA1CB; a trojuholnika
ABC.
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. Nech n, k st prirodzené Cisla (n = k) a S je mnoZina n

bodov roviny s tymito vlastnostami:

(i) ziadne tri body mnoziny S neleZia na priamke,

(ii) ku kazdému bodu P € § existuje v S aspoii & navzijom
roznych bodov rovnako vzdialenych od bodu P.

Potom k < 1/2 + |/2n . Dokézte!
Pre strany AB, AD a BC konvexného $tvoruholnika ABCD
plati [AB| = |AD| + |BC|. Vo vnutri tohto $tvoruholnika
existuje bod P tak, e |AP| = h + |AD|a|BP| = h +
+ |BC|, kde % je vzdialenost bodu P od priamky CD.
Dokézte, Ze
1 1 1

—_—— — .

J = V4D " iBC

. Ku kazdému prirodzenému <&islu n existuje n za sebou

idacich prirodzenych &isel tak, Ze Ziadne z nich nie je
mocninou prvodisla s celo¢iselnym exponentom. Dokézte!

. Permutaciu (x1, xg, ..., x2,) &isel 1, 2, ..., 2n nazveme

peknou, ak plati |x; — x441] = n pre aspoil jedno i€
€{1,2,...,2n — 1}. Dokazte, Ze pre kazdé n je viac ako
polovica permuticii peknych.

RieSenia aloh

1. Problém ulohy spociva v tom, Ze 17 je neparne Cislo.

Nebol by napr. Ziadny problém rozdelit mnoZinu {1, 2, ...,
.., 1000} do 50 dvadsatprvkovych mnoZin predpisanym

194



sposobom, vytvorili by sme totiz 500 dvojciat {k£, 1001 — &},
ke {l,2,...,500} a do kazdej z 50 mnoZin by sme dali
po 10 dvoj¢iat. Tato myslienku vyuZzijeme aj v rieSeni naSej
ulohy. Rozdelime mnozinu {1, 2, ..., 351} do 117 (disjunkt-
nych) trojprvkovych mnoZin s rovnakym su¢tom. Potom
rozdelime mnoZinu {352, 353, ..., 1989} do 117 Strnist-
prvkovych mnozin s rovnakym stétom metédou »dvojéiat«
{k, 2341 —k}, ke {352, 353, ..., 1170}. Zjednotenim
vzdy jednej trojprvkovej a jednej 14-prvkovej mnoziny ziska-
me pozadovand 17-prvkovi mnoZinu. Zostdva popisat rozde-
lenie mnoziny {1, 2, ..., 351}. To vidno z nasledujuceho
predpisu:

{1,176, 351} {60, 118, 350}
{2,177, 349} {61, 119, 348}
{3, 178, 347} {62, 120, 346}
(58, 233, 237} {116, 174, 238}
{59, 234, 235} {117, 175, 236}

2. a) Ozna¢me I priese¢nik osi (vnutornych) uhlov (obr. 37).
Potom |IAy| = |41 Ao|. Vyplyva to napr. z toho, Zze AyA,
ByB, CyC st vysky trojuholnika 49ByCo, teda kruznica opisan4
trojuholniku ABC je kruznica deviatich bodov (Feuerbachova
kruznica) pre trojuholnik AoBoCy, to znamend, Ze rozpoluje
usetku IA4p. (Iny dokaz: |I4:| = |A1B|, lebo |<¢ A1IB| ~
~ | IBA4,| a |A1B| ~ |A1do| zo zhodnosti prisluinych
uhlov v trojuholniku A49A4;B.) Z tohoto dostaneme

obsah A IA;B = obsah A AyA1B.
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_Bi\¢
AYY—=
V4AN /
/ -
X
EN \ A,
Obr. 37

Ak tento argument zopakujeme postupne pre vsetkych
6 trojuholnikov s vrcholom I a rovnosti s¢itame, dostaneme a).
b) Oznaéme H priese¢nik vy$ok trojuholnika ABC, X obra
bodu H v osovej sumernosti podla priamky BC, Y podla
priamky AC a Z podla priamky AB. Potom X, Y, Z lezia
na kruZnici opisanej trojuholniku ABC (pretoze |<¢ CXB| =
= |<C CHB| = 180 — a). Pretoze A4; je stred oblika BC,je
obsah A BA;C = obsah A BXC. Potom S,c,pa,cB, =
= Suzpxcy = 2(Spuc + Scra + Sang) = 2Sapc,¢o doka-

zuje nase tvrdenie.

3. Tvrdenie dokdZeme sporom. Predpokladajme £ = 1/2 +

\

—_— . k
+ }/2n. Ku kazdému bodu Pe S existuje najmenej (2)

dvojic bodov A4, B, prektoré |AP| = |BP|. Teda mame aspoil
n.(k|2) dvojic bodov A4, B, pre ktoré na osi useCky AB lezi
aspoti jeden bod z mnoziny S. Pocitajme:
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PretoZe mdme len (721) roznych dvojic bodov 4, B (4,B € S),

tak musi existovat dvojica bodov A4, B, ktora je zapolitana
aspoil trikrit, t.j. na osi usetky 4B leZia aspoii 3 rézne body
z S. To je viak spor s predpokladom.

4. Uvazujme $tvoruholnik ABCD s vlastnostami (i) a (ii)
pre rozne hodnoty k. Oznalme |AD| = R, |BC| = r. Skon-
$truujme trojuholnik ABP so stranami R + 7, R + h,r + h.
Dalej skonstruujme kruZnice k1 = (4, R), k2 = (B, r), ks =
= (P, k). Body C a D lezia po rade na kruZniciach %;, k2 a CD
je dotyénicou ku k3. Z toho plynie, Ze # nadobida maximalnu
hodnotu vtedy, ked CD je ziroveni spoloénou doty¢nicou
ku kruZniciam k1, k2. UkédZeme, Ze v tomto pripade

11
Jk ~yiap " yiBor

z ¢oho plynie okamzite dokazovana nerovnost. Oznaéme M
pétu kolmice spustenej z bodu P na priamku CD (obr. 38),
N pitu kolmice spustenej z bodu B na priamku AD. Z pravo-
uhlého trojuholnika ABN dostaneme:

ICD| = J(R + 2 — (R — r)? = 2]/Rr.
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Obr. 38

Dalej

|CD| = |CM| + |MD| = |(r +hR—(r — kP +
+ J(R + k) — (R — h)? = 2|/rh + 2]/Rh

Odtial dostaneme:
VRr = |rh + I/El;

a po predeleni ]/m pozadovany vztah.

5. Cislo nie je mocninou prvodisla prave vtedy, ked je
deliteIné aspori dvoma réznymi prvoéislami. To vyuZzijeme
v dokaze. Tvrdenie dokdzeme matematickou indukciou podla
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n. Pre n = 1 tvrdenie plati, sta¢i napr. vziat Cislo 6. Pred-
pokladajme, ze &islaa + 1,a + 2, ...,a + ntvorian za sebou
idtcich prirodzenych ¢&isel, z ktorych Ziadne nie je mocninou
prvodisla. Nech p1, p2, ..., pr su vietky prvolisla, ktoré sa
vyskytuja v ich rozkladoch a py+1, pr+2 st prvolisla, rozne od
1, P2, - .., pr. Dalej oznatme M = py, po, ..., px. Zrejme

pilc=pilc+ Mprei=1,2,...,k, ceN. ™

Teraz nijdeme se€ N tak, aby &islo a +n + 1 + sM bolo
deliteIné py11 (to ide, pretoze Cisla pr11 a M st nesudeliteIné).
Oznatme P = M.pyi1. Néjdime eSte re N tak, aby Cislo
a+n+ 1+ sM + t.P bolo deliteIné py2 (d4 sa to, pretoZe
Cisla pr42 a P st nesudeliteIné). Oznalme eSte Q = a + sM +
+ tP. Potom ¢isla Q + 1, Q + 2, ..., Q +n + 1 tvoria
n + 1 ¢isel pozadovanej vlastnosti — prvych # je deliteInych
aspoil dvomi prvolislami z mnoziny p1, pe, . . ., pr na zaklade
indukéného predpokladu (*) a &islo Q + n + 1 je delitelné
Pr+1 - Pr+2, Co dokazuje tvrdenie.

6. Nech ¢islo 7 je dané pevne. Nahradme po rade &isla
n+1,n+2,...,2n&slami 1, 2, ..., n. Potom moZno ulo-
hu preformulovat takto:

Maiéme #n dvojiciek 1, 1, 2, 2,. .., n, n a z tychto 2n &isel bu-
deme vytvarat 2n-¢lenné postupnosti. Ktorych postupnosti
je viac: tych, ktoré obsahuja vedla seba rovnaké ¢&isla, alebo
takych, ¢o ich neobsahuja?

Postupnost xi, x2, ..., X2, je typu A, ak sa vedla seba ne-
vyskytuja rovnaké ¢&isla, typu B, ak sa rovnaké &isla vedla
seba vyskytuji. Oznatme 4, pocet 2n-¢lennych postupnosti
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typu 4 a B, pocet 2n-tlennych postupnosti typu B. Z postup- Y
nosti typu 4 s ¢lenmi 1,1,2,2, ..., n,n mozno pridanim dv?-.
2n + 1
2
typu A (Cisla vlozime do réznych medzier medzi ¢lenmi
povodnej postupnosti) a 2n + 1 sposobmi postupnost typu B |
(¢islan + 1, n + 1 vlozime do tej istej medzery). Z postup-
nosti typu B na 2n-prvkovej mnozine mozno vyrobit postup-
nost typu A nanajvy§ 2n sposobmi (jednym cCislom n + 1
oddelime rovnaké &isla, druhé vloZime do niektorej zo zvys$- |
nych 2n medzier, avSak ak je vedla seba viac dvojitiek, tak

‘)
jice n + 1, n + 1 ( ) sposobmi vyrobit postupnost

. 2 .
spdsobov je menej) a asponl 2n + 1 + (:) spOsobmi

postupnost typu B (¢isla n + 1, n + 1 vlozime do tej istej.
medzery alebo do réznych medzier, aviak neporusime existu-
jucu dvoji¢ku). Z tychto Gvah vyplyvaju vztahy:

Apyi =n(2n + 1) A, + 2n B,
By = (2'1 + 1) An + (2”2 +n + 1>Bn
Teraz u? vidime, 7e ak B, = A, > 0, tak By1 > Ani1.
Naozaj:

By, =02n2 +3n+2)B, —(2n + 1)(By — An) >
> (2n2 + 3n) By, — (2n2 + n)(Byp — An) = Apn

f

K dokazu si teraz stali uvedomit, ze 4; = 0, By = 1. Bude
teda B, > A, aj pre vietky n = 2. Postupnosti typu B )c
teda ozaj viac ako polovica, ¢o sme mali dokézat.
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