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Kategorie P

Texty uloh

P-1-1

Napiste co nejlepsi algoritmus, ktery vytiskne vsechny
ruzné rozklady zadaného prirozeného ¢isla N na soucty pri-
rozenych Cisel. Rozklady nepovazujeme za rizné, jestlize se
lisi pouze poradim séitancl. Zdivodnéte spravnost algorit-
mu.

Napf. pro N = 5 algoritmus vytiskne tyto rozklady (v li-
bovolném poradi a s libovolnym pofadim scitanci v jednot-
livych rozkladech):

5=1+1+1+4+1+1
5=24+14+1+1

5=2+2+1
5=3+1+1
5=3+2
5=4+1
5=5
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P-1-2

V roviné je pevné rozmisténo n bodu oznaéenych ¢isly 1,
2, ..., n. Vzadaném poli D[1..n,1..n] jsou uloZeny jejich
vzijemné vzdalenosti. Hodnota D¢, j] udava vzdalenost bo-
du 7 od bodu j. Déle je dano ¢islo t. Zapiste algoritmus,
ktery zjistuje, zda lze uvazovanych n bodi rozdélit do dvou
skupin tak, aby vzdjemné vzdalenosti viech bodi patficich
do stejné skupiny byly mensi nez ¢. Pokud takové rozdéleni
bodi je mozné, algoritmus vypiSe jedno libovolné pfipustné
rozdéleni. Zdivodnéte spravnost algoritmu.

P-1-3
Je dan nésledujici program:
PASCAL BASIC
var A, B, C, D, E, F: integer;
I, N: integer;
begin
read(N); 10 INPUT N
A:=-1; 20 LET A = -1
B :=0; 30LETB=0
D :=0; 40 LET D=0
E :=0; 50 LETE=0
for ] :=1to N do 60 FORI=1TON
begin
A:=A+2; TOLET A=A +2
B := B+ A; S80LETB=B+ A
C:=BxI; OLETC=B*I
D:=D+C; 100LETD=D + C
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E:=E+1I 110 LETE = E 4+ 1

F:=ExE, I120LETF=E*E
end; 130 NEXT 1
writeln(D); 140 PRINT D
writeln(F); 150 PRINT F
end.

Vstupem programu je jedno celé &islo (hodnota promén-
né N).

a) Odvodte a dokazte vztah mezi hodnotami proménnych
D a F po ukonceni vypoctu.

b) Napiste program, ktery bude poéitat vysledné hodno-
ty proménnych D a F' v zavislosti na vstupni hodnoté pro-
ménné N co nejrychleji. Rychlost vypoétu obéma zptsoby
(tj. zde uvedenym zpusobem a vasim vlastnim programem)
porovnejte z hlediska poctu provedenych aritmetickych ope-
raci.

Poznamka. Proménné A, B, C, E a [ jsou pomocné, na
jejich hodnotach po ukonceni vypoctu nezalezi.

P-1-4

Zasobnikovy pocitac

Nejprve se seznamime se zasobnikovym pocitacem a s je-
ho programovacim jazykem. Zasobnikovy pocitaé pracuje
vyhradné s celymi ¢isly. Oproti béznym pocitacim ma znac-
na omezeni v moznostech prace s pamétovymi bunkami. Ma
sice pamét dostatecné velikosti, ale celd jeho pamét je orga-
nizovana zasobnikovym zptisobem. Zasobnik ma neomeze-
nou hloubku, ukladaji se do néj cel4 &isla. Cisla se v zasobni-
ku uchovavaji v tom poradi, v jakém do néj byla vlozena. To
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Cislo, které bylo do zasobniku vlozeno jako posledni, je vzdy
na vrcholu zasobniku. Pouze ¢islo nachazejici se na vrcholu
zasobniku je v danou chvili dostupné pro cteni nebo smaza-
ni. Po smazani ¢isla z vrcholu zasobniku se novym vrcholem
zasobniku stava cislo ulozené pod nim. Na zacatku prace je
zasobnik prazdny. Kromé zasobnikové paméti ma pocitac
ulozit jedno celé ¢islo. V registru lze provadét zakladni celo-
Ciselné aritmetické operace, prostfednictvim registru muze
pocitac ¢ist Cisla ze vstupu a zapisovat ¢isla na vystup.

Jednoduché prikazy
Zakladnim operacim zasobnikového pocitace odpovidaji
jednoduché prikazy jeho programovaciho jazyka:

IN ze vstupu je precteno jedno c¢islo a je ulozeno do
pracovniho registru (pokud pfi provedeni pri-
kazu IN jiz na vstupu zadné cislo neni, dojde
k béhové chybé)

ouT ¢islo z pracovniho registru je zapsano na vystup,
obsah registru zistane nezménén

CONST n  do pracovniho registru se ulozi ¢islo ,n“, kte-
ré je v instrukci CONST uvedeno jako piimy
operand (jednd se o jediny prikaz s primym
operandem)

PUSH ¢islo z pracovniho registru je ulozeno na zasob-
nik (stane se novym vrcholem zésobniku), ob-
sah registru zistane nezménén

POP odstrani se jedno ¢islo ze zdsobniku (Eislo
z vrcholu zasobniku); je-li pfi provedeni pfikazu
POP zasobnik prazdny, dojde k béhové chybé
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TOP

EXCH

ADD

SUB

MUL

DIV

¢islo nachazejici se na vrcholu zasobniku je vlo-
zeno do pracovniho registru, obsah zasobniku
zistane nezménén (je-li pfi provedeni prikazu
TOP zasobnik prazdny, dojde k béhové chybé)
provede se vzajemna vyména Cisel ulozenych
v pracovnim registru a na vrcholu zasobni-
ku (je-li pfi provedeni piikazu EXCH z4sobnik
prazdny, dojde k béhové chybg)

aritmetickd operace séitani: k ¢islu ulozenému
v pracovnim registru se pficte Cislo z vrcholu
zasobniku, vysledny soucet se ulozi do registru,
obsah zasobniku zlistane nezménén
aritmetickd operace odéitani: od ¢isla ulozeného
v pracovnim registru se odecte Cislo z vrcholu
zasobniku, vysledny rozdil se ulozi do registru,
obsah zasobniku zistane nezménén
aritmetickd operace ndasobeni: cislo ulozené
v pracovnim registru se vynasobi ¢islem z vrcho-
lu zdsobniku, vysledny souéin se ulozi do regist-
ru, obsah zasobniku zlistane nezménén
aritmetickd operace celoCiselné déleni: ¢islo ulo-
zené v pracovnim registru se celociselné vydéli
¢islem z vrcholu zasobniku, vysledny celociselny
podil (tj. celd ¢ast z podilu obou &isel) se ulozi
do registru, obsah zasobniku zlistane nezménén

Podminky
Zasobnikovy pocita¢ dale muze provadét testy, kterym
odpovidaji jednoduché podminky jeho programovaciho ja-

zyka a jejich negace. Tyto podminky lze pouzit pouze na
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misté podminky v nékterém slozeném pfikazu. Existuji na-
sledujici jednoduché podminky:
ZERO  cislo ulozené v pracovnim registru je rovno nule

POS ¢islo ulozené v pracovnim registru je kladné
NEG cislo ulozené v pracovnim registru je zaporné
EMPTY zasobnik je prazdny

EOF na vstupu jiz neni zadné ¢islo

Negaci jednoduché podminky zapisujeme klicovym slo-
vem not pred jménem jednoduché podminky. Tedy napf.
not ZERO znamen4, ze ¢islo v registru je nenulové.

Slozené prikazy

Program v programovacim jazyce zasobnikového pocitace
Jje tvofen posloupnosti pfikazi oddélenych mezerami. Kaz-
dy pfikaz je bud jednoduchy (jedendct vyse uvedenych za-
kladnich operaci), nebo slozeny. Slozené prikazy se vytvareji
pomoci téchto ridicich konstrukei:
if (podminka) then (pfikaz)  nelplny podminény piikaz
if (podminka) then (pfikaz1)

else (pfikaz2)  Gplny podminény piikaz

while (podminka) do (pfikaz) while-cyklus
begin

(pfikaz 1)

(pfikaz 2)

end prikaz slozeny
z posloupnosti prikazi
Vyznam podminéného prikazu, cyklu i pfikazu slozeného
z posloupnosti prikazii je obdobny jako vyznam stejnojmen-
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nych prikazi v Pascalu. Na misté prikazu muze byt uveden
jednoduchy prikaz nebo opét néktery slozeny prikaz.
Poznamka. Resitelé, ktefi neznaji idici konstrukce pro-
gramovaciho jazyka Pascal a nemaji moznost se s nimi se-
znamit, mohou misto uvedenych slozenych prikazi pouzit
¢islovani radka programu a prikazu
GOTO (cislo tadku)
a
IF (podminka) THEN (ptikaz)
kde na misté prikazu mﬁie stat jednoduchy prikaz nebo
ptikaz GOTO (¢islo fadku) (obdobné jako v jazyce Basic).

Priklad

Zpusob programovani zasobnikového pocitace ukazeme
na nasledujicim pfikladu. Nasim tkolem bude napsat pro-
gram, ktery ze vstupu pfecte posloupnost ¢isel a uréi, zda
tato posloupnost obsahuje sudy pocet kladnych cisel men-
sich nez 10. Pokud ano, program vytiskne ¢islo 1, jinak vy-
tiskne 0. Uvedeme zde program, ktery neni nejrychlejsim
moznym programem fesicim zadanou tlohu, ale ktery dobre
ukazuje, jak se zasobnikovy pocita¢ programuje. Do zavo-
rek budeme zapisovat komentare vysvétlujici zpusob prace
programu.

while not FOF do
begin
IN (pFecteni dalsiho ¢isla)
if POS then
begin (¢islo je kladné)
PUSH (¢islo se ulozi do zasobniku)
CONST 10
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SUB (rozdil ,,10 — &islo ze vstupu®)
if not POS then POP

(neni-li ¢islo < 10, smaze se)
end

end
(nyni jsou ze vstupu pFectena vSechna ¢isla a v zasobniku

jsou ulozena ta z nich, ktera jsou kladna a zaroven mensi
nez 10)
CONST 1
while not FMPTY do
(¢isla jsou vzdy po dvou vybirdna
ze zasobniku)
begin
POP
if EMPTY then CONST 0
(lichy pocet &isel v zasobniku)
else POP
end
(zasobnik je vyprazdnén, v pracovnim registru je pfipravena
spravna vyslednd hodnota)
our (tisk vysledku)

Soutézni aloha

A. Je zadana posloupnost navzajem ruznych celych ¢i-
sel tvorena alespon tremi ¢isly. Rozhodnéte, zda je mozné
pomoci zasobnikového pocitace nalézt a vytisknout

a) nejvétsi ze zadanych ¢isel,

b) dvé nejvétsi ze zadanych cisel,

¢) tF1 nejvétsi ze zadanych Cisel.

Pro kazdou z tloh a), b), ¢): Je-li to mozné, napiste pro-
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gram v programovacim jazyce zasobnikového pocitace, kte-
ry tuto Glohu fesi a ktery pracuje co mozna nejrychleji. Do-
mnivate-li se, Ze to neni mozné, své stanovisko vysvétlete
a zdivodnéte.

B. Je zadana posloupnost obsahujici 2n + 1 celych cisel
pro néjaké n celé, nezaporné. Jedinym nulovym prvkem této
posloupnosti je ¢islo s pofadim n+ 1 (tzn. prostfedni prvek
posloupnosti). Zjistéte pomoci zasobnikového poéitace, zda
Je zadand posloupnost symetrickd, tzn. stejna pfi ¢teni ze-
pfedu 1 odzadu. Napftiklad posloupnost 2 8 —1 0 —1 8 2
Je symetricka, zatimco posloupnost 3 0 5 symetrickd neni.
Odpovéd vytisknéte ve tvaru: 1 — je symetricka

0 — neni symetricka.

P-11-1

Je dano pole A[1.. N,1.. N]obsahujici N% navz4jem riiz-
nych celych kladnych ¢isel. Navrhnéte co nejrychlejsi al-
goritmus, ktery vytiskne N nejvétsich cisel ulozenych v poli
A. Pivodni obsah pole A nemusi byt po ukonceni vypoctu
zachovan. Zduvodnéte spravnost navrzeného algoritmu.

Poznamka. Optimalni algoritmus fesi zadanou Glohu pro-
vedenim nejvyse p- N2 operaci pro néjaké pevné &islo p (tzn.
pfi vyjaddfeni pomoci parametru N ma kvadratickou ¢aso-
vou slozitost).

P-11-2

Je dana koneénd posloupnost celych éisel délky N. Prvky
této posloupnosti oznaéime po fadé X (1), X(2), ..., X(N).
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Podposloupnosti délky k vybranou ze zadané posloupnos-
ti budeme rozumét libovolnou koneénou posloupnost tvaru
X(il), X(ig), . X(ik), kde 1 § 1 <lp <...< 1 _S_ N
(tzn. ze zadané posloupnosti je vybrano libovolnych k &isel,
pfi¢emz je zachovano jejich pofadi).

Navrhnéte co nejlepsi algoritmus, ktery uréi délku nej-
delsi rostouci podposloupnosti vybrané ze zadané posloup-
nosti. To znamend, zZe uréi maximalni k takové, ze X (7;) <
< X(lz) < ... < X(lk) pro 1 _E 1 <ip < ...< 1 g N.
Zduvodnéte spravnost algoritmu.

Priklad

Pro posloupnost 4 276 4539859 jek =5, nebot
maximalni vybrana rostouci podposloupnost 2 4 5 8 9 ma
délku 5.

P-11-3
Je dan nasledujici program:
PASCAL
const N = 100;

var A: array [1.. N] of integer;
J, K, L, R, X: integer;

begin
for J := 1 to N do read(A[J]);
L:=2;
R := N;
K := N,
repeat

for J := R downto L do
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if A[J — 1] < A[J] then
begin
X = A[J - 1}; A[J - 1] := A[J]; A[J] := X;
K:=J
end;
L:=K+1
for / := L to R do
if A[J — 1] < A[J] then
begin
X = A[J - 1}; A[J - 1] := A[J]; AlJ] := X;
i i=J
end;
R:=K-1
until L > R;
for J := 1 to N do writeln(A[J])
end.

BASIC
10 LET N = 100

20 DIM A(N)

30 FORJ =1 TO N
40 INPUT A(J)

50 NEXT J

60 LET L = 2
70 LET R =N
80 LET K =N

90 FOR J = R TO L STEP —1

100 IF A(J—1) >= A(J) THEN GOTO 150
110 LET X = A(J—1)
120 LET A(J—1) = A(J)
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130 LET A(J) =X

140 LET K =1J

150 NEXT J

160 LET L = K+1

170 FORJ =L TO R

180 IF A(J—1) >= A(J) THEN GOTO 230
190 LET X = A(J-1)

200 LET A(J-1) = A(J)

210 LET A(J) =X

220 LET K =1J

230 NEXT J

240 LET R = K-1

250 IF L <= R THEN GOTO 90
260 FORJ =1TON

270 PRINT A(J)

280 NEXT J

Vstupem programu je 100 celych ¢isel.

a) Zjistéte a zdivodnéte, co je vysledkem prace progra-
mu.

b) Provedte alespon pfiblizny horni odhad rychlosti vy-
poctu uvedeného programu. Uvazujte pFitom pouze opera-
ce porovnani dvou c¢isel. To znamend, Ze vasim tkolem je
zjistit, kolik porovnani bude pfi vypoétu maximalné prove-
~ deno. Ulohu feste obecné a vysledek vyjadrete v zavislosti
na hodnoté konstanty N.

P-1l-4

Studijni text k této loze je shodny s textem pro soutézni
Glohu P-1-4 v doméacim kole.
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Soutézni Gloha

Napiste co nejlepsi program v programovacim jazyce za-
sobnikového pocitace, ktery precte zadanou posloupnost ¢i-
sel a urci pocet kladnych sudych &isel a jejich soucet.

P-1ll-1

Je déno pole celych ¢isel S[1..N] a funkce F, kterd kaz-
dému celému c¢islu prifazuje celoéiselnou hodnotu z inter-
valu od 1 do K (vCetné obou mezi). Pfitom hodnota K je
podstatné mensi nez pocéet prvkia N ulozenych v poli S. Na-
vrhnéte algoritmus, ktery prerovna prvky pole S tak, aby
byly usporadany vzestupné podle hodnot, které jim prira-
zuje funkce F'. Po prerovnani tedy musi platit pro kazdou
dvojici prvka S[i], S[j], kde 1 £ i< j £ N, ze F(S[i]) £
< F(S[j]). V algoritmu nesmite pouzit ziddnou dalsi dato-
vou strukturu o rozsahu imérném velikosti N, je povoleno
uzit nanejvys takovy pocet pomocnych pamétovych bunék,
ktery je Gmérny hodnoté K. Existuje algoritmus s linear-
ni casovou slozitosti vzhledem k velikosti N zadaného pole,
tzn. algoritmus, ktery vykona pozadované prerovnani pro-
vedenim nejvyse p - N operaci pro néjaké pevné Cislo p.
Zdtivodnéte spravnost navrzeného algoritmu.

P-1l-2
Funkce V dvou proménnych je definovina pro vsechna

celd nezdporna ¢isla néasledujicim rekurzivnim predpisem:

V(0,y) =y+1 pro y20
V(z,0)=V(ze—-1,z-1) pro z >0
V(z,y)=V(z—-Ly+1)+V(z,y—1)pro >0, y>0
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a) Urlete minimalni poéet riéiznych funkénich hodnot
funkce V, které je tfeba vypodéitat, mame-li uréit hodnotu
V(m, n) pro dana éisla m, n. Vysledek vyjadiete v zavislosti
na hodnotach m, n.

b) Napiste co nejlepsi algoritmus pro vypocet hodnoty
V(m,n) a zdivodnéte jeho spravnost. Predpokladejte, ze
nezaporna celd cisla m, n zadana na vstupu jsou dostatecné
malé a Ze tedy nenastane situace, ze by hodnota V(m,n)
prekroé¢ila maximéalni hodnotu zobrazitelnou v pocitaéi pri
bézné praci s celociselnou aritmetikou.

¢) Jak se zméni vysledek alohy a), pokud proz > 0,y > 0
bude hodnota funkce V' definovana predpisem

Vz,y) =V(z-1y+1)+V(e-1,y—1)?

P-1l1-3

Nejprve si zavedeme nékolik zakladnich pojmi. Rekneme,
ze N-thelnik A(1)A(2)...A(N) je konvexni, jestlize vSech-
ny jeho vnitfni Ghly jsou mensi nez 180 stupni. Diagona-
lou konvexniho N-tithelniku budeme rozumét kazdou taseé-
ku spojujici dva rtizné vrcholy N-thelniku, které spolu ne-
sousedi na obvodu (t). nejsou spojené hranou N-thelniku).
Z kazdého vrcholu N-thelniku tedy vychazi celkem N —3
diagonal. Triangulaci konvexniho N-thelniku nazveme kaz-
dy takovy soubor jeho navzajem se neprotinajicich diago-
nal, které rozdéluji plochu N-thelniku na samé trojahel-
niky. O souctu délek vsech diagonal, které tvori triangulaci
konvexniho N-thelniku, budeme hovofit jako o velikosti tri-
angulace.
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Zadani ulohy

Konvexni N-thelnik A(1)A(2)...A(N) je zadan kartéz-
skymi soufadnicemi svych vrcholi v roviné. Navrhnéte co
nejlepsi algoritmus, ktery uréi minimalni velikost jeho tri-
angulace. Zdivodnéte spravnost navrzeného algoritmu.

P-1l-4

Studijni text k této Gloze je shodny s textem pro soutézni
ulohu P-1-4 v domécim kole.

Soutézni Gloha

a) Je zaddna posloupnost celych &isel néasledujiciho spe-
cidlniho tvaru. Nejprve obsahuje nékolik ¢isel 10, potom né-
kolik éisel 20 a nakonec nékolik ¢isel 30. Pfitom od kazdé
z uvedenych tfi hodnot obsahuje alespon jedno cislo.

Napiste co nejlepsi program v programovacim jazyce za-
sobnikového pocitace, ktery zjisti, zda pocet vyskyti cisla
10 v zadané posloupnosti je roven poctu vyskytu cisla 20
nebo poétu vyskytu cisla 30 nebo zda pocet vyskytu cisla
20 je stejny jako pocet vyskyta cisla 30. Jestlize néktera
z uvedenych tFi rovnosti plati, tzn. obsahuje-li zadand po-
sloupnost shodny pocet cisel alesponn dvou hodnot, program
vypise ¢islo 1, jinak je vysledkem 0.

Mizete predpokladat, ze vstupni tdaje jsou uvedeny
spravné podle zadani Glohy. Program tedy nemusi kontro-
lovat spravnost zadané vstupni posloupnosti Cisel.

b) Reste tutéz alohu bez pouziti piikazii SUB, MUL,
DIV.
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Reseni tloh
P-1-1

Ulohu Jje mozné fesit rtiznymi zpisoby. Ukazeme si zde,
jak lze Feseni elegantné vysvétlit a zapsat pomoci rekurze.

Rozklady zadaného ¢isla N budeme vytvaret postupné
po krocich. V kazdém kroku prodlouzime jiz vytvorenou
cast rozkladu o jednoho dalsiho séitance. Abychom zby-
teéné nevytvareli rozklady lisici se pouze pofadim sé¢itanct
(takové rozklady podle zadani tlohy nepovazujeme za riz-
né), zvolime si pevné usporadani scitanct v rozkladu podle
velikosti. Vsechny rozklady budeme vytvéret tak, aby po-
sloupnost s¢itanct byla neklesajici. Pro usnadnéni vykladu
budeme nadéle pfedpokladat, ze jednotlivé scitance vytva-
feného rozkladu ukldddme do pole A[l..N] a ze P udava
pocet €lend jiz vytvorené casti rozkladu. Neustdle tedy plati
nerovnost A[1] £ A[2] £ ... < A[P].

Popiseme nyni jeden krok naseho algoritmu. Predpokla-
dejme, ze jiz mame prvnich P ¢lent rozkladu zadaného ¢isla
N, P 20, A[1] £ A[2] £ ... < A[P]. K rozlozeni jesté zbyva
takova hodnota M, ze

All]+ A2]+ ...+ A[P]+ M = N.

Chceme prodlouzit vytvareny rozklad o jednoho scitance, t).
o ¢len A[P+1]. Uvazujme, jakou hodnotu K mize mit tento
dalsi scitanec. Vzhledem k zavedenému usporadani s¢itan-
cd v rozkladu podle velikosti musi byt K 2 A[P]. Polozime
nejprve K = A[P]. Musime rozlisit dva pripady. Jestlize
zbytek M jiz neni mozné rozlozit ani na dva scitance velké
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alespon jako K, celd zbyvajici hodnota M se musi pouzit
jako dalsi s¢itanec a rozklad je tim vytvoren. V opatném
pripadé se dalsi vypocet rozkladu rozvétvi do dvou cest po-
dle toho, zda se ve vytvareném rozkladu pouzije nebo nepo-
uzije dalsi s¢itanec o hodnoté K. Obé tyto varianty musime
zpracovat. Pokud se pouzije, bude A[P+1] = K a v dalsim
kroku budeme stejnym zplsobem vysetfovat situaci s jiz
vytvorenym usekem rozkladu délky P + 1. Jestlize se dalsi
s¢itanec hodnoty K v rozkladu nepouzije, budeme stejnym
zpusobem vySetfovat situaci s nezménénym jiz vytvofenym
usekem rozkladu délky P, ale s hodnotou K zvétsenou o 1.
Uvedeny postup zapiSseme v programovacim jazyce Pascal
snadno s pouzitim rekurzivni procedury R. Uziti rekurze je
zde vhodné, nebot odpovida charakteru naseho algoritmu.
Neni ovSem nezbytné, algoritmus by bylo mozné naprogra-
movat bez uZziti rekurze s jednim pomocnym polem.

program ROZKLAD (input, output);
const MAX = 50; {maximaln{ vstupni hodnota N}

var A: array[l.. MAX] of integer;
{uklddani rozkladu}
N: integer; {rozkladané &islo}

procedure R (P, K, M: integer);
{P — pocet ¢lent rozkladu ulozenych v poli A,
K — uvazovana hodnota dalsiho scitance,
M — hodnota, kterou je jesté tieba rozlozit;
invariant: A[1] + A[2]+ ...+ A[P]+ M =N
& AL A[2]S...SAP]S K
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procedura doplni rozklad délky P uloZeny v A na delsi
rozlozenim hodnoty M, pfi¢emz A[P + 1] 2 K; dalsim
rekurzivnim volanim sama sebe vytvori vSechna mozna
doplnéni a vypise je}

var [: integer;

begin {R}

if M < 2x K then
begin {zbytek M jiz nelze déle rozlozit}
A[P+1]:= M;
for I := 1 to P+ 1 do write(A[I] : 3);
writeln
end

else
begin
A[P+1]:=K; {dalsi s¢itanec velikosti K se ...}
R(P+1,K,M - K); {... bud uplatni v rozkladu ...}
R(P,K+1,M) { ... nebo neuplatni v rozkladu}
end

end; {R}

begin

read(N); {hodnota rozkladaného cisla}

R(0,1, N) {na zalatku jesté nemame zadny séitanec,
kazdy sCitanec musi mit hodnotu alespon 1

st v

end.
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Pl ~2

Algoritmus fesi Glohu postupnym ,obarvovanim“ zada-
nych bodi. Na zacatku vypoctu maji viechny body barvu 0
(nejsou obarveny). Béhem vypoctu kazdému z nich pfira-
dime barvu 1 nebo barvu 2 podle toho, do které skupiny
bude patfit. Existuje-li néjaké rozdéleni bodt do dvou sku-
pin podle zadani Glohy, budou po ukonceni vypoétu vsech-
ny body obarveny a vzajemna vzdalenost libovolné dvojice
bodt stejné barvy bude mensi nez t. Obarveni tedy bude
udavat pozadované rozdéleni bodi do dvou skupin (jedno
z moznych, pokud existuje vice raznych takovych rozdéle-
ni).

Popiseme nyni postup obarvovani. Zacneme tim, ze zvo-
lime jeden libovolny bod B a obarvime ho na 1. Nyni pro-
jdeme vSechny body, jejichz vzdalenost od B je vétsi nebo
rovna t. Tyto body nesméji byt ve stejné skupiné s bodem B
a musi tedy mit opacnou barvu. Obarvime je proto vsechny
na 2 a k bodu B si poznamename, ze je ,vyFeSen“ (tj. je
zajisténo, zZe nebude ve stejné skupiné s néjakym bodem,
ktery ma od néj vzdélenost vétsi nebo rovnu t).

Obecny krok algoritmu vypadé nasledovné. Cést bodi
je jiz obarvena, z nich nékteré jsou vyreseny. Vybereme li-
bovolny obarveny bod, ktery dosud neni vyfesen (opét ho
pracovné oznaéime B). Pokud jsou vSechny obarvené bo-
dy vyfeseny, zvolime za B libovolny dosud neobarveny bod
a obarvime ho tfeba na 1 (zde na volbé barvy nezdlezi, jiz
vyfesené body si obarveni zddného dalstho bodu nevynu-
cuji a vlastné zacinadme fesit lohu od zacatku se zbylymi
body). Neexistuje-li jiz Zddny neobarveny bod, algoritmus
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konci. Po zvoleni bodu B projdeme vsechny body, které ma-
Ji od bodu B vzdalenost vétsi nebo rovnu t, a kontrolujeme
jejich obarveni. Pokud takovy bod neni dosud obarven, pri-
fadime mu opaénou barvu, nez ma B (nesmi byt s bodem
B ve stejné skupiné). Jestlize jiz takovy bod ma opaénou
barvu nez B, je vse v poradku a pokracujeme ve vypoctu.
Pokud ovsem ma barvu stejnou jako bod B, doslo k nefesi-
telnému konfliktu, stanovenym podminkam obarveni nelze
vyhovét. Pozadované rozdéleni bodi tedy neexistuje a al-
goritmus predcasné ukonéi svoji praci. Nedoslo-li k tomuto
predcasnému ukonceni, oznacime bod B za vyfeSeny. Cely
postup se opakuje tak dlouho, dokud existuje néjaky nevy-
feseny bod.

Pro programovou realizaci algoritmu zavedeme dvé pra-
covni pole. V poli B[l .. n] je ulozena barva kazdého z bodi.
Evidenci vyresenych a nevyresenych bodu provedeme jinym
zpusobem, abychom ¢&innost algoritmu urychlili (abychom
si usetfili praci s prohledavanim pole pfi vybéru néjaké-
ho dosud nevyfeseného bodu). Pole S[1..n] budeme proto
pouzivat jako zasobnik, v némz budou ulozena cisla téch
vrchold, které jsou obarveny a nejsou dosud vyfeseny.

program SKUPINY (input, output);

const MAX = 100; {maximalni pocet bodi}

var D: array[l.. MAX,1.. MAX] of real;
{vzdalenosti bodi}
B: array[l.. MAX] of 0..2; {obarveni bodi}
S: array[l.. MAX] of 1.. MAX;

{zasobnik nevyfesenych}
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SP: integer; {ukazatel do zasobniku}
N integer; {pocet bodi}

T real; {mezni vzdalenost bodi}

POC: integer; {pocet obarvenych bodii}
I, J: integer; {pomocné proménné}

begin

{Nacteni vstupnich adaji v pofadi N, D, T:}
read(N);
for I :=1to N do
for J := 1 to N do read(D[I, J]);
read(T);

{Inicializace proménnych — obarveni prvniho bodu:}
SP :=1;

S[1] :=1;

B(1] = 1;

for I := 2 to N do B[I] :=0;

POC =1,

{Vlastni vypocet:}
repeat
while SP <> 0 do
begin {existuje obarveny nevyfeseny bod}
I := S[SP]; {vezmi jeden takovy bod — I}
SP :=SP — 1,
for J :=1to N do {vyfeseni situace v bodé I:}
if D[I,J] >=T then
{J musi mit jinou barvu nez I'}
if B[J] = 0 then
begin

126



B[J] := 3 — B[I]; {obarveni bodu J}
POC := POC + 1;
SP:=SP+1;
S[SP}:=J
end
else if B[J] = B|[I] then
begin
SP :=0; {konflikt v obarveni bodt I,
J — umaélé ukonceni vypocltu}
POC := N + 1 {zvlastni nastaveni pro oznaceni
konfliktu — vyuziva se v zavéru}
end
end;
if POC < N then
begin {existuje neobarveny bod}
I:=1,
while B[I] >0do I :=1+1;
B[I]:=1; {vybereme jeden takovy a obarvime}
POC := POC + 1;

SP =1,
S[):=1
end

until (POC >= N) and (SP = 0);

{Vypis vysledki algoritmu:}
if POC = N then
begin
writeln(’Rozdeleni bodu do skupin:’);
write(’l. skupina:’);
for I :==1to N do
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if B[I] = 1 then write([ : 4);
writeln;
write(’2. skupina:’);
for I :=1to N do
if B[I] = 2 then write(I : 4);
writeln
end
else {tzn. POC = N + 1}

writeln(’Rozdeleni bodu neni mozne!”)

end.

Spravnost naseho algoritmu vyplyvd z vyse uvedeného
rozboru. Postupnym obarvovanim bodi je zajisténo, ze bo-
dy majici vzdjemnou vzdalenost vétsi nez ¢ se nemohou
dostat do stejné skupiny. Pfitom bod je obarven (a tim za-
fazen do jedné z vytvafenych skupin) jediné tehdy, je-li to
vynuceno jeho vzdalenosti od néjakého jiného bodu jiz za-
fazeného do nékteré ze skupin, popf. tehdy, jsou-li vSechny
pozadavky uspokojeny a pritom jesté zbyvaji neobarvené
body (potom barvu jednoho dalsiho bodu lze zvolit libovol-
né).

Vypocet podle uvedeného algoritmu je koneény, nebot
v kazdém kroku je pravé jeden z bodi oznacen jako vyFeseny
(v programu je odstranén ze zasobniku S) a cely vypocet
kon¢i nejpozdéji po vyreseni vSech bodi. Vykona se tedy
nejvyse N kroki vypoctu, kde N je pevné zadany pocet
bodi.

Algoritmus ma kvadratickou ¢asovou slozitost. V kazdém
z N kroki vypocétu je vyreSen jeden bod. Pfitom vyfeSe-
ni kazdého bodu vyzaduje vyhodnotit jeho vzdélenost od
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vSech ostatnich bodia (s pripadnymi dalsimi akcemi kon-
stantni slozitosti, jako je obarvovani bodd apod.). V kaz-
dém kroku se dale provadi vybér dalsiho bodu ke zpraco-
vani. Tento vybér ma ovsem také nejvyse linearni casovou
slozitost (v programu: hledani prvniho neobarveného bo-
du, je-li zdsobnik prazdny). Celkové je tedy tfeba provést
maximalné poéet operaci imérny hodnoté N2.

P-i-3

a) Nejprve ukdzeme, jakych hodnot nabyvaji béhem vy-
poctu jednotlivé proménné A, B, C, D, E, F. Vyjadfime
hodnoty téchto proménnych po K prichodech for-cyklem
V programu.

— Hodnota proménné A se zvysuje od —1 po 2. Promén-
nad A tedy nabyva postupné hodnot 1, 3, 5, ..., a po K
priuchodech cyklu ma hodnotu 2K — 1.

— V proménné B se scitaji vSechny dosud vypoctené hod-
noty proménné A. Po K prichodech ma tedy hodnotu

K K K

. . K« (K+1) .9
E 27—1 :2*2 —E 1=2%x————=—-K =K~".
J'=1(J ) j—lj J e

1=1

— Hodnota proménné C se v kazdém kroku vytvafi nové
(bez ohledu na svou pfedchozi hodnotu) jako souéin hodnot
proménné B a parametru cyklu 7. Tedy po K-tém prichodu
bude mit C hodnotu K? «+ K = K3.

- V proménné D se scitaji vSechny dosud vypoctené
hodnoty proménné C. Po K priichodech mé tedy hodno-

K
tu 5 53
j=1
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-V proménné E se pocita soucet vSech hodnot parametru
cyklu I. Po K prichodech cyklem ma proto E hodnotu

K Kx(K+1)
$5,- el
i=1
- Hodnota proménné F' se v kazdém kroku vypoctu po-
Cita nové jako kvadrat hodnoty proménné E. Po K pricho-

dech nabude F' hodnoty

K2 % (K + 1)
; .

Po ukonceni vypoctu, tzn. po N prichodech for-cyklem

N
v programu, tedy proménnd D bude mit hodnotu y_ j3
J=1
a proménna F' hodnotu
N2 % (N +1)?
4
Ukézeme, Ze tyto hodnoty se sobé rovnaji. Diikaz rovnosti
provedeme matematickou indukci:
1. pro N = 1 rovnost zfeymé plati,
2. necht plati dokazovand rovnost pro N = z; ukidZeme,
ze platiipro N =z + 1:

T+l e dle
po
ij’ - Zf + (2 4 1)3 = indukéntho =
=1 g=i predpokladu
2 * + 1 2
(x4 1)?x(2?+424+4)  (2+1)?x(2+2)?
- 4 B 4
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Tedy i pro N = z + 1 dokazovana rovnost skute¢né plati.
Tim je celé tvrzeni dokazano.

Zavér: Po ukonceni vypoctu maji obé proménné D a F
stejnou vyslednou hodnotu, a to

N2 x (N +1)?
1 :

b) Program poéitajici vysledné hodnoty proménnych D
a F' co nejrychlejsim zplisobem vyuziva vysledku tlohy a):

var D, F'| N: integer;

begin
read(N);
D:=N=x(N+1);
D := (D« D) div 4;
F .= D;
writeln(D);
writeln(F)

end.

Zbyva porovnat rychlost vypoctu programu uvedeného
v zadani tlohy a naseho zrychleného. Podle ptvodniho pro-
gramu se provadélo N prichodd for-cyklem a pfi kazdém
pruchodu 6 aritmetickych operaci. Program tedy pracoval
v linedrnim case (méfeno v zavislosti na vstupni hodno-
té proménné N) a provadél celkem 6N operaci. N&§ novy
program dosdhne zcela stejnych vysledkd vyrazné rychle-
Ji. Pracuje totiz v konstantnim case bez ohledu na vstupni
hodnotu N a provadi celkem pouze 4 aritmetické operace.
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P-1-4

A. a) Nalezeni nejvétsiho ze zadanych ¢isel je snadné. Ulo-
hu fesi nasledujici jednoduchy program. Béhem vypoétu je
v zasobniku uchovavdno pouze jediné éislo, a sice hodno-
ta dosud nalezeného maxima. Zadan4 éisla ze vstupu neni
tfeba vibec ukladat do zdsobniku.

IN
PUSH (ulozeni prvniho &isla)
while not £OF do
begin
IN
SUB (porovnani dalsiho ¢isla . . .)
if POS then (... s dosud nalezenym max.)
begin
ADD
EXCH (ulozeni nové hodnoty maxima)
end
end
TOP
our (tisk vysledného maxima)

b) Nalezeni dvou nejvétsich ze zadanych cisel je mozné
provést v principu dvéma odlisnymi zpusoby. Ukazeme si
Jje postupné oba. V prvni varianté feseni jsou vsechna cisla
ctenda ze vstupu ukladana do zasobniku, pficemz na vrcholu
zasobniku se stdle udrzuje nejvétsi z nich. Nalezené maxi-
mum se po precteni vSech ¢isel vytiskne a odstrani se ze
zasobniku. V dalsi fazi vypoctu se hledd maximum ze zby-
lych ¢isel (tzn. celkové druhé nejvétsi ¢islo) pfi postupném
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vybirani Cisel ze zasobniku. Hodnota tohoto maxima se pri-
tom udrzuje a prubézné aktualizuje v pracovnim registru
pocitace.

IN
PUSH (ulozeni prvniho ¢&isla)
while not FOF do
begin
IN
SUB (porovnani dalsiho ¢isla . . .)
if POS then (s dosud nalezenym maximem)
begin
ADD
PUSH (nova hodnota maxima na z3s.)
end
else
begin (prectené ¢islo neni maximem)
ADD
EXCH (ulozeni do zésobniku pod ...)
PUSH (... dosud nalezené maximum)
end
end
ouT (vytisknuti nejvétsiho ¢isla)
pPOP (smazani nejvétsiho &isla)
TOP
POP
while not EMPTY do  (hledani maxima ze zbylych ¢.)
begin
SUB (porovnani)

if NEG then TOP  (nova hodnota maxima do reg.)
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else ADD  (obnoveni pivodni hodnoty max.)
POP
end
our (vypséni druhého nejv. éisla)

Ve druhém zpilsobu feseni se ¢isla zadand na vstupu
do zasobniku neukladaji. V zasobniku jsou stile uloZena
(a pribézné aktualizovdna) pouze dvé &isla: nejvétsi z do-
sud pfectenych Cisel a druhé nejvétsi (to je na vrcholu).

IN
PUSH (ulozeni prvniho &isla)
IN
SUB (porovnani prvnich dvou isel)
if POS then
begin
ADD
EXCH
end
else
ADD
PUSH (pFipravena prvni dvé ¢isla
v z4sobniku, mensi navrchu)
while not FOF do

begin
IN
SUB (porovnéni dalsiho éisla . . .)
if POS then (... s druhym nejvétsim)
begin
ADD (je-li nové &islo vétsi, ...)
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POP (... dosavadni vrchol se smaze)
SUB

if POS then (porovnani s dosud max. ¢islem)
begin
ADD
EXCH
end
else
ADD
PUSH (uloZeni ve spravném pofadi ..)
end (... do zdsobniku)
end
TOP
POP
EXCH (nejdFive vypiseme nejvétsi .. )
ourT (... ze vSech disel)
TOP
our (vypsani druhého nejv. ¢isla)

c) Jestlize budeme do zdsobniku naseho zisobnikového
pocitace ukladat pouze Cisla ¢tend ze vstupu, popf. jina
Cisla srovnatelné velikosti, ilohu nalézt tfi nejvétsi ze zada-
nych Cisel neni mozné fesit. Pro nalezeni k nejvétsich Cisel
pfi jednom prichodu zadanou posloupnosti Cisel je tfeba
mit k dispozici stale pristupnych k£ pamétovych mist. V pfi-
padé zasobnikového pocitace mame pfimo pfistupny pouze
pracovni registr a vrchol zdsobniku. Pfi ¢teni ¢isel ze vstu-
pu je pracovni registr vyuzivan pro Cteni, takZe je mozné
zaroven se ¢tenim cisel ze vstupu a jejich uklddanim do za-
sobniku vyhledat pouze jedno nejvétsi ze zadanych cisel.
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Pt1 vybirani ¢isel ze zasobniku se vyuzivd misto na vrcholu
zasobniku, pres které se uskutecnuje pristup do zdsobniku.
Jako pracovni pamét zbyva k dispozici pouze registr, takze
Je mozné vyhledavat opét pouze jedno, napt. druhé nejvétsi
ze zadanych ¢isel. Pokud bychom ctend éisla nechtéli do za-
sobniku vibec uklddat, mizeme opét udrzovat v zasobniku
hodnoty pouze dvou nejvétsich cisel. P¥i tfech bychom jiz
nedokazali obnovovat potrebny stav zasobniku. Kdybychom
totiz precetli ze vstupu hodnotu nového maxima, nemame
kam odlozit druhé a treti nejvétsi ¢islo, abychom mohli ulo-
zit nové maximum na dno zasobniku.

Existuje ovsem feseni tlohy zaloZzené na moznosti zako-
dovat vhodnym zptsobem vice ¢isel do jediného ¢isla, které
pak ulozime do zasobniku. Na vrcholu zdsobniku si tedy mii-
zeme udrzovat jediny zaznam obsahujici informaci o tfech
nejvétsich dosud nalezenych cislech. Po precteni kazdého
dalsiho cisla ze vstupu tento zaznam rozkédujeme a po po-
rovnani s nové prectenou hodnotou opét zakédujeme (s pri-
padnymi zménami) a ulozime. Moznych kédu je celd rada,
napfiiklad lze pouzit soucin pfislusnych mocnin tfi pevné
zvolenych prvocisel. Trojici cisel a, b, ¢ lze tedy ulozit ve
tvaru 2¢ - 3% . 5¢.

Toto FesSeni je sice zcela spravné, ale ma dvé nevyhody. Je
velmi pracné a komplikované, pfislusny program je znacné
rozsahly, a proto ho zde ani neuvddime. Druhou, vyznam-
uklddanych do zasobniku. I to nejaspornéjsi zakédovani tii
¢isel bézné velikosti do jediného vede k velmi velké vysledné
hodnoté. V definici zasobnikového pocitace nebylo stanove-
no zadné omezeni na velikost éisel, kterd lze ukladat do
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zasobniku, takze ve smyslu této definice je uvedené feseni
spravné. Je ovsem dobré uvédomit si, ze takovéto feseni by
bylo zcela neredlné v pfipadé, ze bychom programovali né-
Jaky skutecné existujici zasobnikovy poéita¢, nebot u néj by
velikost ¢isel, s nimiz se pracuje, byla jisté omezena.

B. Cisla ze vstupu postupné ¢teme a uklddame do zésob-
niku tak dlouho, dokud nepfecteme prostiedni prvek zada-
né posloupnosti (jednoznaéné identifikovatelny tim, ze jako
Jediny ma hodnotu 0). Pfi éteni dalsich ¢isel ze vstupu ode-
birdme cisla ze zasobniku a kontrolujeme, zda je splnéna
podminka symetrie podle zadani.

IN
while not ZERO do

begin

PUSH

IN

end (prvni polovina posloupnosti

je ulozena v zasobniku)

while not FOF do

begin

IN (precteni dalsiho ¢isla)

SUB

if ZERO then (pti shodé s vrcholem zés. ...)
POP (... snizime tGroven zasobniku)

else
while not FOF do (jinak docteme &isla ze vstupu)

IN
end

if ZERO then CONST 1 (nastaveni vysledné hodnoty)
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else CONST 0
our (tisk vysledku)

P-1l-1

Zavedeme pomocné pole SLMAX|[1.. N], které bude ob-
sahovat informace o poloze maximalnich hodnot v jednot-
livych sloupcich pole A. Bude tedy platit SLMAX[J] = 1
pravé tehdy, jestlize A[I, J] je nejvétsi ze vsech &isel uloze-
nych v J-tém sloupci pole A.

Nejprve provedeme pocatecni zaplnéni pole SLMAX od-
povidajicimi hodnotami. Vybér N nejvétsich éisel ulozenych
v poli A potom probéhne v N krocich nésledujiciho vypoc-
tu:

— pomoci pole SLMAX nalezneme nejvétsi hodnotu ze
sloupcovych maxim; tuto hodnotu ziskdme jako maximum
z Cisel A[SLMAX[J],J] pro J od 1 do N; necht je to &islo
All, K]

— &islo A[I, K] je tedy nejvétsim z é&isel ulozenych v poli
Aj; vytiskneme ho a vypustime ho z pole A dosazenim nuly
za A[l, K]

— obnovime informaci o poloze sloupcového maxima ve
sloupci, v némz doslo ke zméné, tzn. spocteme novou hod-
notu SLMAX[K].

program MAXIMA (input, output);

const M = 100; {maximaln{ pfipustnd hodnota N}

var N: integer; {velikost zadané matice}
A: array [1..M,1.. M] of integer; {zadani matice &isel}
SLMAX: array [1.. M] of integer;
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{polohy sloup. maxim}
MAX: integer; {pro vybér max. hodnoty}
I, J, K: integer; {pomocné proménné}

procedure SLOUPEC(J:integer);
{po¢ita polohu maximaélniho &isla v J-tém sloupci
pole A a uklada ji jako hodnotu SLMAX[J]
do pom. pole SLMAX}
var M X, I: integer;
begin {SLOUPEC}
MX :=0;
for I :=1to N do
if MX < A[l,J] then
begin
MX = A[l,J];
SLMAX[J]:=1
end
end; {SLOUPEC}

begin
read(N);
for I :=1to N do
for J :=1 to N do read(A[I, J]);
{¢teni zadané matice A}
for J :=1to N do SLOUPEC(J);
{nastaveni hodnot SLMAX}
for I := 1 to N do {N kroki vypoctu:}
begin
MAX :=0;
for J :=1 to N do {vybér nejvétsiho &isla}
if AlISLMAX([J],J] > MAX then
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begin
MAX := A[SLMAX|[J], J);
{MAX je nejvétsi &islo}
K := J {K je sloupec, odkud bylo
vybréano ¢islo MAX}
end;
writeln(MAX); {vypsani nejvétsiho &isla}
A[SLMAX[K],K]:=0; {... a jeho smazan{ z A}
SLOUPEC(K) {nova hodnota nejvétsiho
¢isla ve sloupci K}
end
end.

Spravnost algoritmu pfimo plyne z Gvodniho rozboru.
V kazdém kroku vypoctu je nalezena a vytisténa nejvét-
§1 hodnota z maxim v jednotlivych sloupcich, coz je jisté
nejvétsi cislo momentalné se nachazejici v poli A. Pfepsani
tohoto ¢isla nulou je vytisknuté cislo z pole A vynechano
(vSechna ¢isla v poli A jsou podle zadani kladna!) a v dalsim
kroku se tedy bude vyhleddvat nejvétsi ze vsech zbyvaji-
cich éisel. Celkem program po N krocich vypoétu vytiskne
skutecné N nejvétsich cisel ulozenych pivodné v poli A.
Vypocet je koneény, ma predem omezeny pocet kroku hod-
notou N.

Popsany algoritmus ma kvadratickou ¢asovou slozitost.
Precteni N2 &isel ze vstupu i pocéateéni zaplnéni pole
SLMAX jisté vyzaduji fadové N? operaci. Vlastni vypocet
je pak tvoren N kroky, pficemz v kazdém z nich je nejprve
pomoci pole SLMAX vybrano maximum z N ¢éisel a po
jeho vypsani a smazéani je opét vybérem maxima z N Cisel
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obnoveno spravné zaplnéni pole SLMAX. Celkem se tedy
provede pocet operaci tmérny hodnoté N2.

Rychlejsi algoritmus fesici zadanou tlohu neni mozny,
nebot jiz jenom pocet hodnot, které je tieba zpracovat
a z nichz kazda mize ovlivnit vysledek, je N2.

Poznamka. Zkuste sami modifikovat zde uvedené feseni
alohy tak, aby ptivodni obsah pole A zistal zachovan.

P-11-2

Postupné budeme prochazet zadanou posloupnost cisel
X. V i-tém kroku vypoctu budeme sledovat, jak mohou
vypadat rostouci podposloupnosti vybrané z pocatecniho
Gseku posloupnosti X délky ¢, tzn. z posloupnosti X(1),
X(2), ..., X(i). Pro dosazenf{ co nejispornéjsiho a nejrych-
lejsiho feseni Glohy si zavedeme pomocné pole M[1.. N],
do néhoz si budeme pribézné ukladat néasledujici informa-
ci: prvek M[j] je v kazdém okamziku roven minimalni dosud
znadmé hodnoté posledniho prvku vybrané rostouci podpo-
sloupnosti délky j. Dalsi pribézné aktualizovana proménna
K udéva délku maximalni (tzn. nejdelsi) dosud nalezené
rostouci podposloupnosti. V poli M jsou tedy definovany
hodnoty M[1], M[2], ..., M[K]. Po provedeni i-tého kroku
vypoctu budou tudiz splnény nésledujici podminky:

1.1Si<N

2. K je délka maximalni rostouci podposloupnosti vybra-
né z posloupnosti X(1), X(2), ..., X(7)

3. M[j] = min{X (7;); existuji indexy 7y <is < ...<¢;

< i takové, ze X (1) < X(i2) < ... < X(45)}
...proj=1 .., K
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Z posledni uvedené podminky zfejmé plyne platnost ne-
rovnosti M[1] < ... < M[K]. Pokud totiz rostouci vybrana
podposloupnost délky j muze konéit ¢islem M[j], pak exis-
tuje také vybrana podposloupnost délky j—1, ktera vznikne
z predchozi uvazované podposloupnosti vynechanim posled-
niho ¢lenu. Jeji posledni ¢len bude ovsem jisté mensi nez
M([j], a tedy skutené plati M[j — 1] < M[j].

Po provedeni vsech N kroki vypoctu bude proménna K
obsahovat délku maximalni rostouci podposloupnosti vy-
brané z celé zadané posloupnosti X (1), ..., X(N), a pravé
to je pozadovany vysledek tlohy.

Zbyva ukazat, jakym zplsobem provedeme aktualizaci
hodnot proménné K a tdaji ulozenych v poli M pfi jed-
nom kroku vypoctu. Uvazujme i-ty krok vypoctu a zpraco-
vani &isla X (7) ze zadané posloupnosti. Je-li X (i) vétsi nez
M|[K], je mozné prodlouzit dosud nejdelsi nalezenou vybra-
nou rostouci podposloupnost o &islo X(i). Zvétsime tedy
hodnotu proménné K o jedni¢ku a pro nové K definujeme
udaj M[K] jako hodnotu &isla X (7). V opaéném pFipadé ne-
ni mozné dosud maximalni vybranou podposloupnost pro-
dlouzit a hodnota K se tedy nezméni. Muze se ovSem stat,
ze ¢&islo X (7) ndm umozni sniZit nékterou z dfive stanove-
nych hodnot M[j]. Jak jsme jiz uvedli, plati stéle nerovnost
M[1] < ... < M[K]. Je tedy mozné najit takovy index j,
ze bud

j=1 a  X(i) £ M[1],
nebo
1<jSK a M[j-1]<X(i) £ M[)
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Nastane-li ostrd nerovnost X (i) < M[j], miZeme nyni sni-
zit hodnotu M[j] tim, Ze za ni dosadime &islo X (7). Existuje
totiz rostouci vybrana podposloupnost délky j — 1 konéici
éislem M([j — 1], a protoze X (i) > M[j — 1], &islo X(2)
tuto podposloupnost prodluzuje na rostouci vybranou pod-
posloupnost délky j. Jejim poslednim prvkem je pravé ¢islo
X (1), které tedy snizi idaj M[j], je-li to mozné.

Uvedeny rozbor je zaroven zdivodnénim spravnosti navr-
zeného algoritmu. Vypodéet je jisté koneény, nebot je tvofen
pfesné N kroky, kde N je délka zpracovavané posloupnosti
éisel. Casova slozitost algoritmu je v optimalnim piipads
N xlog,(N). Provadi se totiz N krokd vypoctu a v kazdém
z kroki se kromé jednoduchych akci s konstantni ¢asovou
slozitosti musi vyhledavat v poli M index j urcujici, kterou
hodnotu M[j] budeme modifikovat. Vzhledem k usporada-
ni pole M podle velikosti je mozné urcit index j binar-
nim prohledavanim (pilenim intervali), a tedy s ¢asovou
slozitosti log,(N). Odtud plyne slozitost celého algoritmu
N xlogy(N).

program PODPOSLOUPNOST (input, output);
const MAX = 100; {maximalni délka posloupnosti}

var X: array[l.. MAX] of integer;
{zadana posloupnost &isel}
M: array[l .. MAX] of integer;
{pomocné pole dle rozboru}
N: integer; {pocet &isel v posloupnosti X}
K: integer; {vysledna délka podposloupnosti}
D, H: integer; {meze pro binarni prohledavani}
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I, J: integer; {pomocné proménné}

begin
read(N);
for I := 1 to N do read(X[I]); {precteni posloupnosti}
I:=1;
K :=1;
M[1] := X[1];
while 7 < N do {N kroki vypoctu:}
begin
I:=1+1,
if X[I] > M[K] then {zpracovani &isla X[I]}
begin
K := K + 1; {prodlouzeni max. podposloupnosti}
M[K] := X[I]
end
else
begin {nalezeni indexu J v poli M}
if X[I] <= M[1] then
J =1
else
begin {chceme 1< J < K
& M[J -1] < X[I] £ M[J]}
D=1:
H = K;
while H — D > 1 do
{binarni prohledavani v Gseku D — H}
begin {stale plati: M[D] < X[I] £ M[H]}
J = (H + D) div 2;
if X[I] > M[J] then D :=J
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else H :=J
end;
J := H {vysledna hodnota indexu J}
end,;
M[J] := X[I] {nova hodnota M[J] pro nalezené J}
end
end,;
write(’Nejdelsi vybrand rostouci podposloupnost’);
writeln(’ ma délku ’, K, ’.%);
writeln
end.

P-11-3

a) Vysledkem prace uvedeného programu je setfidéni N
Cisel zadanych na vstupu podle velikosti od nejvétsiho k nej-
mensimu a vytisknuti vSech Cisel v tomto sestupném poradi.
Jednd se o programovou realizaci tfidiciho algoritmu zva-
ného shake-sort, coz je vylepsena varianta znamého bublin-
kového tfidéni.

Proménné L a R slouzi k vyznaceni Gseku pole A, ktery
je jesté tieba setfidit. V kazdém okamziku plati, Ze musi-
me jeSté tfidit Cisla ulozend v Gseku A[L — 1], ..., A[R],
zatimco ostatni ¢isla v poli A jsou jiz na svych mistech (tj.
na mistech, kam budou patfit i po setfidéni celého pole A).
Tomu odpovida pocatecni nastaveni hodnot proménnych L
a R, nebot na zacatku vypoctu je treba setridit celé pole A.
Tridéni kondi, jestlize L > R, tzn. jsou-li jiz vSechna cisla
v poli A na svych mistech.
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Celé tfidéni probiha po krocich. Kazdy krok je v uvede-
ném programu predstavovan provedenim jednoho for-cyklu
a naslednym nastavenim nékteré z hodnot L, R. Pravidelné
se stfidaji kroky vypoctu, v nichz je dosud neutfidény tGsek
pole A prochazen pomoci proménné J od nizsich indext
k vyssim a naopak. Je-li pfi takovém priichodu nalezena
dvojice sousednich &isel A[J — 1], A[J], pro kterou plati
A[J — 1] < A[J], jsou tato dvé ¢&isla mezi sebou prohoze-
na (vymeéni si mista v poli A). Do proménné K je ziroven
zaznamenano misto posledni vymény dvou sousednich &i-
sel béhem jednoho prichodu polem A. Je tudiz jisté, Ze
po ukonéeni priichodu dosud nesetfidénym tsekem pole A
se dostane na svoje spravné misto v poli A nejméné jedno
dalsi ¢islo. Pfi priichodu ve sméru od nizsich indexi k vys-
8im je to nejmensi z Cisel nachazejicich se v tomto Gseku
(dostane se na konec Gseku), pfi opa¢ném smeéru je to nej-
vétsi z Cisel (dostane se na zalitek). Je tedy mozné zménit
hodnotu pfislusné proménné L nebo R a tim zmensit Gsek
pole A, ktery je jesté tfeba setfidit. V nékterych pfipadech
je mozné zmensit sledovany Gsek pole A i o vice ¢isel na-
jednou. Na svych mistech jsou totiz jisté vSechna ¢isla od
mista posledni provedené vymény dvou sousednich cisel az
k odpovidajicimu konci Gseku. Spravné zmény hodnoty pro-
ménné L nebo R proto dosihneme pfifazovacim prikazem
za for-cyklem vyuzivajicim hodnoty proménné K.

Vypocet programu je pro libovolna vstupni data jisté ko-
neény, nebot v kazdém kroku vypoctu se dostane na své
spravné misto v poli A nejméné jedno cislo a asek, ktery je
jesté tfeba setfidit, se tedy zmensi. Pocet krokd vypoctu je
proto pfedem omezen hodnotou konstanty N.

146



b) Program tfidi celkem N ¢isel. V kazdém kroku vy-
poctu se dostane na své spravné misto v poli A minimalné
jedno C&islo, takze k setfidéni celého pole je tieba provést
maximalné N — 1 krokd (bude-li na svych mistech N —1
¢isel, pak posledni N-té &islo jiz také). V kazdém kroku vy-
poctu se usek pole A, ktery je jesté tieba setfidit, zmensuje
alespon o jedno cislo. V prvnim kroku ma délku N, v nej-
horsim pfipadé méa vypocet plnych N — 1 krokd a potom
v poslednim kroku ma tfidény tsek délku 2. Pfi prichodu
usekem délky D v jednom kroku vypoctu se provede D —
— 1 porovnani dvou sousednich ¢isel. Celkové proto bude
pri vypoctu provedeno maximalné

N(N -1)

2
porovnani. Pro konstantu N = 100 zvolenou v nasem pro-
gramu predstavuje tento vyraz celkem 4950 porovnani. T¥i-
dici algoritmus shake-sort ma tedy kvadratickou ¢asovou
slozitost.

(N-1D)4+(N=-2)+...+3+2+1=

P-11-4

Program bude ¢ist ze vstupu postupné zadana ¢isla a bu-
de z nich vybirat ta, kterd jsou kladna a suda. Otestovat,
zda je cislo kladné, mizeme snadno pomoci jednoduché
podminky POS. Ke zjisténi, jestli je ¢islo sudé, musime na-
programovat test délitelnosti dvéma. Vzhledem k tomu, ze
zdsobnikovy poéita¢ pracuje v celociselné aritmetice, staci
vstupni ¢islo vydélit dvéma, zpétné vynasobit dvéma a po-
rovnat s jeho pivodni hodnotou (kterou jsme si pfedem
uschovali na zasobniku).
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S vybranymi kladnymi sudymi ¢isly je tieba provadét dvé
operace — urcovat jejich pocet a jejich soucet. To je mozné
provadét v zasadé dvéma riznymi zpisoby, podobné jako
u Glohy P-1-4 Ab). Prvni moznosti je uklddat vybrana cisla
prubézné do zdsobniku. Pritom musime jednu z vyslednych
hodnot (napf. pocet &isel) pocitat zaroven s jejich uklada-
nim do zasobniku a druhou hodnotu (soucet €isel) potom
spocteme béhem vyprazdnovani zasobniku. Druha metoda
feSeni Glohy spociva v tom, zZe se éisla ¢tend ze vstupu do
zasobniku vibec neuklddaji. BEhem celého vypoctu se v za-
sobniku udrzuji pouze dvé hodnoty, a to soucet a pocet jiz
zpracovanych kladnych sudych éisel. Po pfecteni vsech éisel
ze vstupu pak mame v zasobniku oba hledané daje.

Ukazeme si nejprve podrobné feseni nasi Glohy vyuzivaji-
ci prvni z uvedenych postupd. V prvni etapé vypoétu tedy
Cteme Eisla ze vstupu, provedenim potfebnych testl z nich
vybirdme kladnd suda a tato ¢isla ukladame do zasobniku.
Na vrcholu zédsobniku zaroven udrzujeme hodnotu udava-
jici pocet éisel uloZenych do zdsobniku. Po pfecteni vsech
Cisel ze vstupu tuto hodnotu vytiskneme a odstranime ze
zasobniku. Ve druhé etapé vypocltu potom ¢éisla ze zasob-
niku postupné odebirdme a v pracovnim registru pocitime
jejich soucet. Ten pak vytiskneme jako dalsi vysledek nase-
ho programu.

CONST 0
PUSH (v zasobniku zatim neni zadné
ze vstupnich éisel)
while not EOF do
begin
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IN (pFecteni dalsiho &isla)
if POS then
begin (¢islo je kladné)
PUSH
PUSH
CONST 2
EXCH
DIv (test délitelnosti dvéma)
MUL
POP
SUB
if ZERO then (¢islo je sudé)
begin
TOP (zdména vrchnich dvou &isel ..)
POP (.. v zasobniku, na vrchol ..)
EXCH (.. se dostane pocet Cisel)
PUSH
CONST 1
ADD (zvétSeni poctu Cisel o 1)
EXCH (ulozZeni nového poétu Eisel)
end
else
POP (¢islo neni sudé — smazeme ho)
end
end
TOP
ouT (vypséani poctu Cisel)
POP
CONST 0
while not EMPTY do
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begin
ADD
POP
end

ouT

(soucet hodnot ¢isel ze zés.)

(vypséani souctu &isel)

Pf1 druhém z moznych postupi si budeme na vrcholu z4-
sobniku uchovéavat soucet jiz prectenych kladnych sudych
¢isel a pod nim jejich pocet. Po nalezeni dalsiho kladného
sudého c¢isla tyto dva idaje zaktualizujeme. Na zavér vy-
poctu program vypiSe obé ¢isla ulozena v zasobniku.

CONST 0
PUSH
PUSH
while not EOF do
begin
IN
if POS then
begin
PUSH
PUSH
CONST 2
EXCH
DIV
MUL
POP
SUB
if ZERO then
begin
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TOP

POP (pfesun ¢isla do registru)
ADD (pficteni éisla k souctu)
POP (odstranéni dosavadniho souétu)
EXCH (pocet cisel do registru)
PUSH (pocet ¢isel do zasobniku)
CONST 1
ADD (zvySeni poétu Eisel o 1)
pPopP (odstranéni dosavadniho poétu)
EXCH
PUSH (obnoveni situace v zasobniku)
end
else
pPOP (¢islo neni sudé — smazeme ho)
end
end

TOP

POP

ouT (vypséni souétu Cisel)

TOP

pPOP

ouT (vypséani poctu Eisel)

P-1ll-1

Algoritmus fesici zadanou Glohu bude zalozen na néasledu-
Jicim postupu. Nejprve si rozdélime celé pole S na K , pfi-
hradek“, pficemz kazda prihradka je urcena vidy pro éisla,
Jjimz funkce F' pfifazuje jednu z hodnot od 1 do K. Veli-
kosti téchto prihradek neni tézké predem zjistit pri jednom
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pruchodu polem S. Pro ulozeni velikosti pfihradek budeme
pouzivat pomocné pole C[1..K]. Ve druhé fazi vypoctu
pak budeme prihradky zapliiovat témi prvky pole S, které
do nich patfi. Pritom je tfeba zaznamenavat si, kam az je
ktera prihradka zaplnéna. K tomuto G¢elu bude slouzit dru-
hé pomocné pole A[l.. K]. Obé pomocna pole C' a A maji
v souladu se zadanim tlohy velikost imérnou hodnoté K.
Zbyvéa vyrtesit technickou otazku, jak cely proces zafazova-
ni ¢isel do pfihradek organizovat, aby tfidéni probihalo ,na
misté“ bez nutnosti pracovat s dalsim polem velikosti N.
Timto problémem se budeme podrobnéji zabyvat v dalsim
detailnim popisu algoritmu.

V prvni fazi vypoctu provedeme dosazeni pocatecnich
hodnot do poli C a A. Toto dosazeni se snadno uskute¢ni
pri jednom sekvenénim prichodu polem S. Po inicializaci
poli C a A bude C[i] urcovat pocet vsech ¢isel ulozenych
v S, kterym funkce F' prifazuje hodnotu z. [’Idaj A[7] bude
mit vyznam indexu, od kterého budou po usporadani cisel
v poli S ulozZena ta z nich, jimz funkce F' pfifazuje hodnotu
i (tzn. jsou to zacdtky jednotlivych ,pfihradek® v poli S).

Druhou fazi vypoctu je pak vlastni usporadani Ccisel.
Prerovnavani cisel ulozenych v poli S probihd po krocich.
V kazdém kroku je jedno z N cisel pfemisténo na své sprav-
né misto (tj. na prvni volné misto v té , prihradce“, do které
toto éislo patii). Pritom se pribézné méni hodnoty ulozené
v polich C' a A. V pribéhu této druhé faze vypoctu bude
hodnota C[i] udavat (pro kazdy index ¢ z rozmezi od 1 do
K) pocet ¢isel ulozenych v poli S takovych, ze jim funkce
F prifazuje pravé hodnotu i a ze tato cisla dosud nebyla
zafazena na své vysledné misto v poli S. Hodnota A[i] bu-
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de indexem v poli S, kam se ma umistit dalsi premistované
¢islo, jemuz funkce F' prifazuje hodnotu z.

Zaéneme umistovanim é&isla S[j] s indexem j = 1. Toto
¢islo patfi do pole S na misto s indexem A[F(S[j])]. Umis-
time ho tam proto a zvysime hodnotu A[F(S[j])] o 1, aby
se stala indexem volného mista v poli S, kam lze ulozit dal-
§f ¢islo, jemuz funkce F pfifazuje stejnou hodnotu F(S[j]).
Zaroven snizime hodnotu C[F(S[j])] o 1, nebot jedno éislo
s hodnotou F'(S[j]) je jiz umisténo. Jestlize je A[F(S[j])]
razné od j, nesmime ztratit ¢islo, které bylo dosud ulozeno
v poli S na misté s indexem A[F(S[j])]. Toto ¢islo proto
pfesuneme vymeénou na uvolnénou pozici v poli S s inde-
xem j. Tim jsme zaroven, aniz bychom zmeénili hodnotu
J, ziskali nové &islo S[j], které budeme umistovat v dal-
§im kroku vypoctu. Pokud bylo ndhodou ¢islo S[j] jiz na
svém misté, tj. pokud bylo j = A[F(S[j])], zadny pfesun
cisel v poli S v tomto kroku neprovadime a pouze zménime
hodnoty ulozené v polich A a C' vySe uvedenym zptsobem.
V tomto pfipadé ale jesté musime zménit hodnotu indexu
J a uréit tak nové &islo S[j], které se bude umistovat na své
misto v dalsim kroku vypoétu. Vyhleddme proto takové m,
ze C[m] je nenulové, tzn. jesté je tfreba umistit néjaké &islo,
. jemuz funkce F' prifazuje hodnotu m. Polohu takového cisla
v poli S nezname, ale vime, Ze po usporadani patfi na misto
s indexem A[m]. Tedy prvek s indexem j = A[m] nenf jesté
umistén a zvolime ho proto pro dalsi krok vypoctu. V kaz-
dém kroku vypoctu se jedno z ¢isel dostane na své spravné
misto v poli S, takze po provedeni N kroka bude na svych
mistech vsech N ¢isel ulozenych v poli S.

Z uvedeného rozboru pfimo plyne spravnost popsaného
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algoritmu. Koneénost vypoctu je dina provedenim pfedem
znamého poctu N kroku vypoctu. Algoritmus ma linearni
casovou slozitost z hlediska parametru N, jak pozaduje za-
dani Glohy. Poc¢atecni obsazeni poli C' a A vyzaduje provést
Jeden sekvencni prichod polem S, tedy fadové N operaci.
Vlastni vypocet ma presné N kroku, pficemz pocet ope-
raci provadénych v kazdém kroku je omezen konstantou.
Za konstantu zde povazujeme i hodnotu K, kterad je podle
predpokladu uvedeného v zadani tlohy podstatné mensi nez
pocet prvkia N ulozenych v poli S.

program PREROVNANI (input, output);
const N = 100; {velikost pole S}
K = 10; {pocet riznych hodnot funkce F'}

var S: array[l.. N] of integer; {zadané pole ¢isel}
A, C: array[l .. K] of integer;
{prac. pole podle rozboru}
I,J,D, M, H, P, T: integer; {pomocné proménné}

function F' (X: integer): integer; {zadan4 funkce F'}
begin
if X >= 0 then {... mize vypadat tfeba takto}
F:=XmodK +1
else
F:=1
end;
begin
{Pretteni &isel do pole S a inicializace poli C a A:}
for I := 1 to N do read(S[I));
for I := 1 to K do C[I] :=0;
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for I :=1to N do C[F(S[1])] := C[F(S[I])]+ 1,
D :=1; {pro vypocet pottecnich hodnot A}
for I :=1 to K do

begin

A[l] := D;

D :=D+C[]]
end,;

{Pterovnani &isel v poli S:}
J := 1; {index umistovaného prvku v poli S}
M := 1; {minimélni index v poli C, ze C[M] > 0}
for I :=1to N do
begin
H := F(S[J]); {hodnota funkce F' umistovaného &isla}
P := A[H]; {nova pozice v S pro umist. ¢islo}
A[H] := A[H] + 1;
C[H]:=C[H]-1;
if P <> J then
begin {vyména &isel na pozicich J a P v poli S}

T := S[J);
S[J) := S[P];
S[P]=T
end

else

begin {&islo S[j] je jiz na svém misté}
while (C[M]=0) and (M < K) do M := M + 1;
J := A[M] {vybrano dalsi ¢islo, které je tfeba
umistit v nasledujicim kroku}
end
end;
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{Vypis setfidéného pole S:}
writeln(’Setfidéné pole &isel:’);
for I :=1 to N do write(S[I],”’);
writeln

end.

P-1ll1-2

a) Z definice funkce V' je patrné, ze k vyjadfeni hodnoty
V(m,n) neni tfeba znit zidnou hodnotu V(z,y) pro z >
> m. Budeme proto postupné zjistovat pocet potiebnych
hodnot V(z,y) proz =m,z=m—-1,z=m-2,..., 2z =
= 0. Uvazujme nejprve vzajemné zavislosti riznych hodnot
funkce V v pfipadé, ze oba argumenty funkce jsou kladné
(tzn. podle tretiho fadku definice funkce V).

Ke stanoveni hodnoty V(m, n) je tfeba znat V(m,n—1),
k uréeni V(m,n — 1) potfebujeme V(m,n —2), ... atd., aZ
ke stanoveni V(m, 1) potfebujeme znat V(m,0). Tedy pro
z = m je nutné spocitat celkem n + 1 hodnot funkce V,
a sice hodnoty V(m, y) pro vSechna y od 0 do n. K vypocltu
hodnoty V(m,n) dale podle definice funkce V' musime znéat
hodnotu V(m — 1,n + 1). Urceni této hodnoty ze stejnych
diivodi jako v pripadé £ = m vyzaduje znat viechny hodno-
ty V(m—1,y) proy od 0 do n+1, tedy celkem n+2 hodnot
funkce V. Mezi témito n + 2 hodnotami jsou jiz obsazeny
také vSechny hodnoty, které potfebujeme znat pro vypocet
V(im,n—1), V(m,n—2), ..., V(m,1). Zbyva vyfesit pfi-
pad hodnoty V(m,0), k jejimuz vypoétu potfebujeme znat
V(m — 1,m — 1). Pro stanoveni posledni uvedené hodno-
ty musime opét ze stejnych divodi znat vsechny hodnoty
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V(m — 1,y) pro y od 0 do m — 1. Zavedeme-li oznaceni
d = max(n + 1,m — 1), lze tedy pocet potfebnych hodnot
funkce V pro ¢ = m—1 vyjadrit jako d+ 1. Jsou to hodnoty
V(m —1,y) pro y od 0 do d.

S postupné klesajici hodnotou prvniho argumentu funkce
V nyni pocet hodnot této funkce, které je tfeba spocitat,
stale roste po jedné. Pro vypocet &isla V(m — 1,d) totiz
potfebujeme znat V(m—2,d+1), a tedy také vsechny V(m—
—2,y) pro y od 0 do d + 1 atd. Problémy nyni nedéla ani
vypocet hodnot V(z,0) pro z < m. Hodnota V(m — 1,0)
je stanovena definici funkce V' jako V(m — 2, m — 2) a jisté
m—2 < d+ 1. Pro £ = 0 budeme tedy potfebovat znat
hodnoty V(0,y) pro y od 0 do d + m — 1, tzn. celkem d +
+ m hodnot. Tyto hodnoty jsou jiz podle definice funkce V'
pfimo dany a neodkazuji se na Zadné dalsi hodnoty.

Pocet vsech potfebnych hodnot funkce V' pro vypocet
V(m, n) jsme tedy stanovili takto:

prozx =m ... n+ 1 hodnot funkce V
proz=m—1... d+ 1 hodnot funkce V
proz =m—2 ... d+ 2 hodnot funkce V
proz =1 ... d+ m — 1 hodnot funkce V'
proz =0 ... d 4+ m hodnot funkce V

Zbyva provést jednu malou ne prilis vyznamnou korekei.
V pripadé z = 0 neni tfeba pocitat hodnotu V' (0, 1), nebot
k vyjadfeni V(1,0) potfebujeme znat V' (0,0) a k vyjadfeni
hodnot V(1,1), V(1,2), ..., V(1,d+m—2) potiebujeme po
fadé V(0,2), V(0,3), ..., V(0,d+ m — 1). Od vysledného
poc¢tu potfebnych hodnot V' tedy muzeme odecist 1.
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Celkovy pocet potfebnych hodnot funkce V nyni ziskdme
souctem:

(n+D)+d+1)+(d+2)+...+
+(d+m—-1)+(d+m)—-1=
=n+md+ im(m+1),

kde d = max(n + 1,m — 1).

Uvedeny vzorec plati pro vypocet libovolné hodnoty
V(m,n), pokud m > 0. V pfipadé m = 0 sta¢i samozfejmé
spocitat pouze jedinou (pozadovanou) hodnotu funkce V.

b) Pro vypocet hodnoty V(m, n) musi algoritmus postup-
né spocitat vsechny potrebné hodnoty funkce V| jejichz cel-
kovy pocet jsme stanovili v FeSeni Glohy a). Je tfeba zvolit
takové poradi vypoétu hodnot funkce V', abychom v kaz-
dém kroku pouzivali pouze jiz spoctené hodnoty. Z definice
funkce V je zfeymé, ze toto vhodné poradi je nasledujici:
pocitdme hodnoty V(z,y) pro z rostouci od 0 do m a pro
kazdé takové z postupné pro y rostouci od 0 dod+m — =z
(az v pFipadé z = m staci pouze pro y od 0 do n).

Je tieba jesté uvazit, které predchozi hodnoty funkce V
musi algoritmus uchovavat a jakou datovou strukturu tedy
bude vhodné pouzit. Podle definice funkce V' potrebujeme
znat pfi vypoctu V(z,y) pro z > 0 pouze nékterou z hodnot
V(z—1,z2),kde z 2 y (viz 2. a 3. Fadek definice), a pfipadné
jesté idaj V(z,y—1). Pro ulozeni starsich hodnot funkce V
ndm proto bude stacit jednorozmérné pole P[0..d+ m], ve
kterém budeme spoctené hodnoty funkce V' postupné pre-
pisovat pres sebe. V kazdém okamziku, tj. pfi vypoctu cisla
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V(z,y), maji ulozené hodnoty P(j] nasledujici vyznam:

pro j<y ... P[j] ma hodnotu V(z,j)
pro j 2y ... P[j] md hodnotu V(z - 1,j).

Algoritmus vypoétu V(m, n) nyni zapiSeme v programo-
vacim jazyce Pascal. Pro zjednoduseni zapisu algoritmu bu-
deme i pro £ = m poéitat vSechny hodnoty V(z,y) pro y
od 0 az do d.

program FUNKCE V (input, output);

const MAX = 100; {maximalni velikost pole P,
tzn. maximalni pfipustna hodnota
prom+n+1 a pro 2m — 1}

var P: array[0.. MAX] of integer;
{z4kl. datova struktura}
M, N: integer; {argumenty ze vstupu}
D: integer; {hodnota dle rozboru}
I, J: integer; {pomocné proménné}

begin
read(M, N);
if M = 0 then
writeln(N + 1)
else
begin
fN+1>M-1then D:=N+1
else D := M — 1; {vypoé¢tena hodnota d}
for J :=0to D+ M do P[J]:=J +1;
{vypocet &isel V(1,y)}
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for I := 1 to M do {zbyvajici hodnoty V'}
begin
P[0] := P[I - 1J;
for J:=1toD+ M —1do

P[J]:= P[J = 1]+ P[J + 1]

end;

writeln(P[N])

end

end.

¢) Pfi uvedené zméné v definici funkce V se pocet hod-
not funkce V potfebny k vypoctu hodnoty V(m,n) snizi.
Presné stanoveni tohoto po¢tu ovsem bude o néco obtiznéj-
§i. Rozlisime tf1 zdkladni pfipady:

.m<n

Pro vypocet hodnoty V(m,n) potfebujeme znat V(m —
—1,n—1) a V(m—1,n+ 1), k jejich vyjaddfeni musime
zase pouzit hodnoty V(m —2,n—2), V(m — 2,n), V(m —
—2,n+2),...atd. Vzhledem k pfedpokladu m < n se nikdy
nedostaneme k hodnoté V(z,0) pro z > 0 a nikdy se proto
neuplatni druhy faddek v definici funkce V' v zadani tlohy.
Bude tudiz tfeba spocitat

proz =m ... 1 hodnotu funkce V
proxz =m —1 ... 2 hodnoty funkce V
prox =m — 2 ... 3 hodnoty funkce V

pro x = ... m+ 1 hodnot funkce V

tedy celkem 1+2+...4+(m+1) = 3(m+1)(m+2) hodnot
funkce V.
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2. m > n a &isla m, n maji riznou paritu (tzn. jedno je
sudé a druhé liché).

Pfi vypoétu hodnoty V(m,n) zjistime, ze potfebujeme
znat V(m—n,0). Uvazujme nejprve potfebny pocet hodnot
funkce V bez uréovani poc¢tu hodnot nutnych k vyjadreni
V(z,0) pro z > 0 (podle 2. fadku definice). Az do hodnot
s £ = m — n je situace stejnd jako v pfipadé 1. Je tfeba
spocitat

proz =m ... 1 hodnotu funkce V'
proz =m —1... 2 hodnoty funkce V

proz =m —n... n+ 1 hodnot funkce V.

Pocet potfebnych hodnot funkce V se dale nebude zvySovat
o 1 s kazdym snizenim prvniho argumentu funkce V, ale
pouze prfi kazdém druhém snizeni. Budeme totiz pocitat
hodnoty

Vim—n,y)proy=0,2,4,...,2n
Vim—n—-1,y)proy=1,3,5...,2n+1
Vim—n—-2,y)proy=0,2,4,...,2n+2

V(O,y) proy=1,3,5,...,2n+(m—n)=m+n,
nebot m, n maji riiznou paritu. Celkem je tedy tfeba uréit

1+42+...+n+
+2Ar+1)+(n+2)+...+3(m+n+1)=
=in(n+1)+i(m+3n+3)(m—-n+1)
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hodnot funkce V.

Zbyva vyfesit vypolet hodnot V(z,0) pro z > 0. Je tieba
spocitat V(m — n,0), V(m — n - 2,0), ..., V(1,0). Podle
definice je tfeba k uréeni V(m — n,0) spoéitat V(m — n —
—1,m—n—1). Zatimco vechny dosud vyjadfované hodnoty
funkce V mély argumenty rizné parity, v tomto pripadé ma-
Ji oba argumenty stejnou paritu a také k vyjadieni hodnoty
V(m—n—1,m—n—1) budeme potiebovat samé dalsi hod-
noty se stejnou paritou obou argumenti funkce V. Jedna se
tedy o rozdilné hodnoty, nez jaké jsme dosud pocéitali. Jejich
pocet urcime snadno podle jiz vyfeseného 1. pfipadu. Bude
jich tfeba 2(m—n)(m—n+1). Mezi témito hodnotami jsou
Jiz obsaZeny také viechny hodnoty potfebné k vyjadfeni ¢i-
sel V(m —n—2,0), ..., V(1,0). Celkové je tedy nutné pfi
vypoétu hodnoty V(m,n) uréit

1 1 1
5n(n+1)+Z(m+3n+3)(m—-n+1)+—2—(m—n)(m——n+l)

riznych hodnot funkce V.

3. m > n a &isla m, n maji stejnou paritu (tzn. jsou obé
sudé nebo obé lich4).

Tento pfipad je velmi podobny pfedchozimu. Opét bude

tfeba spocitat prox = m, m—1,...,m—npotadél, 2, ...,
n + 1 hodnot funkce V. Konkrétné pro £ = m — n jsou to
opét hodnoty V(m — n,y) proy =0, 2, ..., 2n. Vypocet

bude tentokrat konéit hodnotami V(0,y) proy =0, 2, ...,
m + n, nebot m, n maji nyni stejnou paritu. Bude tedy
tfeba urcit

1424+...+n+
+2[(n+1)+(n+2)+...+(m+n)]+3(m+n)+1=
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:%n(n—{—l)—{-%(m+3n+2)(m—n)+%(m+n)+1

hodnot funkce V.

Opét zbyva dofesit vypocet hodnot V(z,0) pro z > 0.
Budou se poéitat ¢isla V(m — n,0), V(m — n —2,0), ...,
V(2,0). Stejné jako ve 2. pfipadé je tieba spocitat hodnotu
V(m—n—1,m—n—1). Mezi hodnotami k tomu potfebnymi
budou jiz hodnoty funkce V nezbytné k vyjadieni vsech
ostatnich &isel V(m—n,0), ..., V(2,0). Polet téchto hodnot
mizeme opét vyjadFit pomoci vysledku 1. feseného pfipadu
vyrazem 1(m —n)(m —n + 1).

Situace je nyni ovSem trochu komplikovanéjsi tim, ze jak
tyto pridavané, tak i dfive spocitané hodnoty funkce V ma-
Ji argumenty stejné parity, takze nékteré z hodnot jsou za-
pocitany v obou poctech. Zjistime, kolik takovych pfipadi
nastalo, a od celkového souctu je jednou odecteme. Z geo-
metrického vyjadfeni obou mnozin hodnot v roviné snadno
odvodime, 7e se jedna o hodnoty nezbytné k vyjadfeni &isla
V(3(m+n), 3(m+n)), coi je celkem L[L(m+n)+1][1(m+
+ n) + 2] riznych hodnot.

Pro vyjadfeni V(m,n) je tedy v tomto pfipadé nutné
spocitat

nn+1)+3(m+3n+2)(m—n)+i(m+n)+1+
+i(m—n)(m—-n+1)—i(m+n+2)(m+n+4)
riznych hodnot funkce V.
P-1I-3

Pfedpoklddejme, ze proménna N udavd pocet vrcholi
zadaného N-thelniku a Ze v polich AX, AY jsou uloZeny
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z-ové a y-ové soufadnice vrcholi A(1), ..., A(N). Indexy
vrcholt 1, 2, ..., N budeme uvazovat usporddané v tom-
to poradi, jak za sebou néasleduji na obvodu N-thelniku.
Po vrcholu A(N) néasleduje opét vrchol A(1), uspofddani
je tedy cyklické. V nasem algoritmu budeme chtit pracovat
s indexem vrcholu, ktery nasleduje jako d-ty za vrcholem
s indexem 1. Jeho poradové ¢islo je i+ d, pokud ovsem hod-
nota tohoto souctu neptrekroc¢i N. Jinak je tfeba vzhledem
k cyklickému usporadani index vysledného vrcholu pocitat
pomoci operace modulo N. Tento pfepocet ndm bude pro-
vadét pomocna funkce R, kterd je definovidna predpisem
R(k) = (k— 1) mod N + 1. Tedy v poradi d-tym vrcholem
nésledujicim za A(¢) je vrchol A(R(7 + d)).

Vrcholy N-thelniku jsou zadany svymi kartézskymi sou-
radnicemi. PFi hleddni minimalni triangulace budeme po-
tfebovat znat velikosti riznych diagonal N-thelniku. Délku
asecky spojujici vrcholy A(k) a A(l) ozna¢me DIST(k,I).
Pomocné funkce DIST spocte vzdalenost vrcholi A(k)
a A(l) snadno pomoci Pythagorovy véty. Vysledek je ro-
ven druhé odmocniné ze souctu kvadrati rozdila z-ovych
a y-ovych soutadnic bodi A(k) a A(]).

Hlavni datovou strukturou naseho algoritmu bude dvou-
rozmérnd tabulka redlnych éisel T[1..N,1.. N —2]. Tabul-
ku T budeme postupné zaplhovat tak, aby hodnotou T7i, d]
byla minimalni mozna velikost triangulace mnohothelniku
A()A(R(i+1)). . . A((i + d)), zvétSend jesté o délku Gsed-
ky A(:)A(R(i + d)). Budeme tedy uvazovat mnohothelni-
ky tvofené d + 1 sousednimi vrcholy ptvodniho zadaného
N-thelniku. Pro kazdé pevné zvolené d z rozmezi od 2 do
N —2 je takovych mnohothelniki pfesné N raznych, nebot
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je N moznych voleb indexu i. Pro d = N — 1 je jiz takovy
mnohothelnik jediny a je jim cely ptivodni N-thelnik.

Pro d = 1 definujeme T'[¢,d] = 0 pro vSechna ¢ od 1 do
N. Vypocet dalsich hodnot T'7, d] bude probihat postupné
po krocich pro d rostouci od 2 do N — 2 a pro kazdé ta-
kové d vidy pro vsechna i od 1 do N. Kazdou jednotlivou
hodnotu T'[7, d] ud4vajici minimdln{ triangulaci mnohothel-
niku A(2)A(R(i+1))...A(R(i+d)) zvétsenou o délku tsecky
A(7)A(R(i + d)) spocteme nésledujicim zptsobem: Kazda
triangulace uvedeného mnohothelniku obsahuje dvojici se-
¢ek A())A(R(i+7)), A(R(i+j))A(R(i+d)) pro néjaké cislo
j z rozmezi 1 az d — 1. Triangulace totiz musi délit plochu
mnohouhelniku na samé trojahelniky, jeden z takto vznik-
lych trojahelniki musi mit jako jednu svoji stranu tsecku
A(1)A(R(i+d)) a jeho tfetim vrcholem pak musi byt pravé
néjaky bod A(R(i + j)). Pfi vypoétu hodnoty Tz, d] pro-
to budeme postupné zkoumat triangulace obsahujici dvojici
tGsecek A(i)A(R(i + 7)), A(R(i + j))A(R(i + d)) pro vsech-
na j od 1 do d — 1 (coz jsou vSechny existujici triangulace,
jak jsme pravé vysvétlili). Velikost kazdé takové triangulace
snadno spoéteme jako soucet hodnot T'[¢, j] a T[R(i+j),d—
— 7], které jiz zndme z predchozich krokd vypoétu, nebot
tabulku 7" zapliujeme postupné od nejmensich hodnot pro-
ménné d k nejvétsim a plati jak j < d, tak1d—j < d. Za
hodnotu 777, d] nyni staéi vzit minimélni hodnotu ze vsech
velikosti takovych triangulaci pro j od 1 do d — 1 a pFicist
k ni jesté délku asecky A(:)A(R(i + d)).

Po zaplnéni celé tabulky 7' lze nalézt vysledek Glohy mezi
hodnotami T'[¢, N — 2]. Pro kazdou hodnotu indexu 7 od
1 do N udava T[i, N — 2] minimélni velikost triangulace
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mnohothelniku A(7)...A(R(: + N — 2)) zvétsenou o délku
Gsetky A(i)A(R(i + N — 2)). Cisla T[i, N — 2] jsou tedy
vSechna velikostmi jistych triangulaci zadaného N-thelniku
a nejmensi z nich je hledanou minimalni moznou velikosti
triangulace.

Z uvedeného rozboru vyplyva spravnost navrzeného al-
goritmu. Vypocet podle algoritmu je jisté konecny, nebot
pocet vSech opakovani v cyklech je pfedem omezen hod-
notou proménné N. Zakladem algoritmu je vypocet hod-
not ulozenych v tabulce T'. Pocet téchto pocitanych hodnot
T[i,d) je Gmérny N? (= velikost tabulky T'). Pfitom vypo-
¢et jednoho &isla T¢, d] predstavuje Fddové N operaci (pro
jednotlivé mozné volby indexu j). Cely algoritmus ma tedy
¢asovou slozitost N3.

program TRIANGULACE (input, output);
const MAX = 100; {maximalni pocet vrcholii}

var AX, AY: array[l.. MAX] of real,
{soufadnice vrcholii}
N: integer; {pocet vrcholi}
T: array[l.. MAX,1.. MAX] of real;
{tabulka dle rozboru}
I, J, D: integer; {pomocné proménné}
M, Q: real; {pro vypoéet minim}

function R (K: integer): integer;
{pfepocet indexd vrcholi modulo N}

begin

R:=(K—-1)modN +1

end; {R}
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function DIST (K, L: integer): real;
{vzdalenost bodi v roviné}
begin
DIST := sqrt(sqr(AX[K] — AX[L]) +
+sqr(AY[K] — AY[L)))

end; {DIST}
begin
{Nagteni vstupnich dat:}
read(N);
for I :=1to N do
begin
read(AX[I], AY[I]);
T[1,1] := 0
end,;

{Zaplnéni tabulky T}
for D:=2to N—-2do
for I :=1to N do
begin
M := 0; {libovoln4 inicializace proménné M}
for J :=1to D—1do
begin
Q:=T[,J)+T[R(I+J),D-J]
if (Q< M)or(J=1)then M :=Q
{vybér minimalni triangulace}
end;
T[I,D] := M + DIST(I, R(I + D))
end,;

{Stanoveni vysledné hodnoty jako minimum z T[I, N — 2]:}
M :=T[1,N - 2]
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for ] :=2to N do

if T(I, N -2 < M then M :=T[I,N - 2];
writeln("Minimalni velikost triangulace’);
writeln(’zadaného mnohothelniku: ’, M)
end.

P-1ll-4

Budeme fesit pouze tlohu b), nebot tato tloha je obec-
néjsi a jeji feSeni v sobé zahrnuje i feSeni alohy a). Sa-
mostatné feSeni Glohy a) s pouzitim aritmetickych operact
zakdzanych v b) se pFilis nelisi, zdkladni myslenka feSeni
i efektivita vysledného programu zistava zachovana, pouze
zapis algoritmu se mirné zjednodusi.

V programu je nutné porovnavat mezi sebou rizné dvo-
Jice hodnot. Porovnani jsme dosud provadéli pomoci pfika-
zu SUB. Staéi si ovSem uvédomit, zZe odeéist od &isla jis-
tou konstantu znamend totéz jako pficist k nému stejnou
konstantu, ovSem s opaénym znaménkem. Timto zpisobem
nahradime operace SUB piikazy ADD, jejichZz pouziti neni
zakazano.

Ulohu je mozné fesit mnoha riznymi zptsoby. Ukazeme
si zde dvé FeSeni, z nichz kazdé jinym zpusobem vyuziva
zasobniku k uchovani potfebnych tdaji. V prvnim feSeni
se do zasobniku uklddaji pouze citace obsahujici vhodné
informace o poctech ¢isel na vstupu. Hodnoty téchto ¢itaca
se v pribéhu vypoétu méni pomoci aritmetickych operaci.
Druhé feseni Glohy pouziva zasobnik pfimo k ulozeni ¢isel ze
vstupu. Poéty uloZenych ¢isel tak vlastné nahrazuji hodnoty
¢itaca z predchoziho feseni.
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Prvni varianta feseni Glohy spociva v provedeni nésledu-
jicich krokid vypoctu:

1. Ze vstupu se ctou éisla ,,10“. V zasobniku se pfitom
udrzuje ¢itac, jehoz hodnota se priibézné zvysuje o 1, takze
po precteni vsech ,10“ ze vstupu ¢ita¢ udava jejich pocet.

2. Ze vstupu se Ctou disla ,,20“. V zésobniku se pfitom
udrzuji dva ¢itace, jejichz hodnota se pribézné méni. Na
dné zasobniku se od dfive stanoveného poctu ,10“ vidy
odecte 1 a na vrcholu zasobniku se pocita pocet vsech ,20¢
pficitdnim 1 k druhému ¢itaci. Po pfecteni vsech cisel ,,20¢
ze vstupu jsou v zdsobniku uloZeny dvé hodnoty: na dné
zasobniku je rozdil pocet ,10“ — pocet ,20“ a na vrcholu
pocet ,20“.

3. Je-li hodnota udévajici rozdil poétu ,,10“ a ,20“ nulo-
va, vytiskne se ,1“ jako vysledek prace algoritmu a ukonéi
se vypocet. Jinak se tato hodnota ponecha na dné zasobni-
ku pro dalsi pouziti, nad ni na vrcholu zasobniku zistava
uloZen pocet ,20“ a pokracuje se ve vypoctu nasledujicim
krokem.

4. Ze vstupu se ctou ¢isla ,,30“. Pritom se priubézné snizu-
je o 1 hodnota Citace ulozeného na vrcholu zasobniku,-takze
po precteni vSech Cisel ze vstupu bude tento ¢itac udavat
rozdil pocet ,,20“ — pocet ,, 30 .

5. Je-li hodnota udavayjici rozdil poétu ,20“ a ,,30“ nulo-
va, vytiskne se ,1“ jako vysledek préace algoritmu a ukondéi
se vypocet. Jinak se tato hodnota ponecha na vrcholu za-
sobniku pro dalsi pouziti, pod ni na dné zasobniku zistava
nadale ulozen rozdil poctu ,10“ a ,20“ a pokracuje se ve
vypoctu nasledujicim krokem:.

6. Sectou se obé hodnoty uloZené v zasobniku. Tyto hod-
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noty pfedstavuji dfive zjisténé rozdily (poéet ,,10“ — pocet
»20%) a (pocet ,20“ — pocet ,,30“). Vysledkem tohoto sou-
¢tu je hodnota rozdilu (pocet ,,10“ — pocet ,,30%).

7. Je-li vysledny rozdil nulovy, algoritmus vytiskne vy-
sledek ,, 1, jinak vytiskne ,0“. Tim je Gloha vyfeSena a al-
goritmus ukon¢i svoji praci.

CONST -1
PUSH
IN
PUSH
CONST -10
ADD
while ZERO do
begin
POP
CONST 1
ADD
EXCH
IN
PUSH
CONST —-10
ADD
end
CONST 1
EXCH

(pocet ,,10“ je zatim nulovy ..)
(... z techn. diivodi ddme —1)

(na vrcholu je pfeétené ¢&islo)

(pFectené &islo je ,10¢)
(zruseni ,,10 ze zésobniku)

(zvysime hodnotu &itade o 1)
(ulozime novou hodnotu ¢&itade)

(dalsi ¢islo ze vstupu do zés.)
(otestujeme, zda je to ,,10¢)

(mame pfeétenu prvni ,,20¢)
(zalozeni druhého &itace)

(za toto prvni ¢&islo ,,20“ nemusime sniZovat hodno-
tu Citace na dné zasobniku diky pocatecni inicializa-
ci na —1 misto na 0 v prvnim fddku programu; na
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dné zasobniku je nyni pocet ,,10“ zmenSeny o 1 a na
vrcholu hodnota 1 — zatim bylo pfecteno jedno &islo

»20“)
IN
PUSH (pfectené &islo na vrcholu)
CONST -20
ADD (otestujeme, zda je to ,20%)
while ZERO do
begin (prectené &islo je ,,20“)
POP (zruseni ,,20“ ze zasobniku)
CONST 1
ADD (nova hodnota horniho &itace)
POP
EXCH (zdména ulozeni Citach)
PUSH
CONST -1
ADD (nova hodnota druhého citace)
POP
EXCH (obnova ulozeni &itaci)
PUSH
IN
PUSH (dalsi ¢islo ze vstupu do zés.)
CONST -20
ADD (otestujeme, zda je to ,20¢)
end

(nyni je v zdsobniku uloZen rozdil poétu ,,10¢ a ,,20¢,
nad nim je pocet ,,20“, na vrcholu zasobniku prvni
&islo ,,30“ prectené ze vstupu)
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pPopP

TOP (horni &itac do registru)
popP
EXCH (zdména &italu)
if ZERO then
CONST 1 (pocet ,,10“ = pocet ,,20)
else
begin
EXCH (obnova uloZeni ¢itacl)
PUSH
CONST -1
ADD (§iz jsme pFecetli prvni ,,30¢)
EXCH (novéa hodnota horniho &itace)
while not EOF do
begin
IN (pFecteni ¢isla ,,30“ ze vstupu)
CONST -1
ADD (sniZeni hodnoty ¢itace)
EXCH
end
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(nyni jsou pfectena viechna &isla ze vstupu; v z4sob-
niku jsou ulozeny rozdily poétu ,,10“ a ,,20“ a poétu
»20¢ a ,30%)

TOP (horni ¢ita¢ do registru)
if ZERO then

CONST 1 (pocet ,20“ = pocet ,,30%)
else

begin

POP



ADD (soucet obou &itaci)

if ZERO then
CONST 1 (pocet ,10¢ = pocet ,,30)
else
CONST 0 (zaporny vysledek)
end
end
ouT (tisk vysledku)

Druha varianta feseni zadané lohy se sklada z postup-
ného provedeni nasledujicich kroku vypoctu:

1. Ze vstupu se prectou vsechna ¢isla ,,10“. Pribézné se
uklddaji do zasobniku a v ¢itaci udrzovaném na vrcholu
zdsobniku se zaroven spocita jejich pocet.

2. Ze vstupu se prectou vsechna ¢isla ,,20“. Ukladaji se do
zasobniku nad ¢isla ,10“, kterd byla do zasobniku vlozena
v predchéazejicim kroku. Odé¢itanim jednic¢ky za kazdé ulo-
zené ¢islo ,,20“ od ¢itace udrzovaného na vrcholu zasobniku
se urdi rozdil poctu éisel ,10“ a ,,20¢.

3. Je-li tento rozdil nulovy, vytiskne se ,,1“ jako vysledek
prace algoritmu a ukond¢i se vypocet. Jinak se ¢itac z vrcho-
lu zasobniku zrusi a pokracuje se ve vypoctu nasledujicim
krokem.

4. Ze vstupu se prectou vsechna ¢isla ,,30“. Pri jejich ¢teni
se prubézné vypoustéji cisla ,,20“ ze zasobniku, dokud je to
mozné (za kazdé prectené ¢islo ,30“ se vypusti jedno &islo
»20“ ze zdsobniku). Tim se urci rozdil poétu ,,30“ a ,,20“.
Zaroven se v ¢itaéi udrzovaném na vrcholu zasobniku spo-
Cita pocet vSech prectenych cisel ,,30¢.
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5. Je-li na vstupu stejny pocet cisel ,30“ a ,,20“, je mozné
vypustit ze zasobniku za kazdé ctené Cislo ,,30“ jedno ¢islo
»20“ (tj. nestane se, ze by se béhem cteni ,30“ ze vstupu
narazilo v zasobniku na ¢islo ,,10“ ulozené pod vsemi ,,20“)
a po precteni vsech ¢isel ze vstupu uz naopak v zasobni-
ku zadné cislo ,,20“ nezbude. V takovém pripadé vytiskne
algoritmus vysledek ,, 1 a skonéi. Jinak se ze zadsobniku vy-
pusti vSechna zbyla ¢isla ,20“ (jsou-li tam néjakd) a pokra-
Cuje se ve vypoctu nasledujicim krokem.

6. Porovna se pocet Cisel ,,30“ zaznamenany v éitaci na
vrcholu zasobniku s poétem cisel ,,10“ ulozenych v zasobni-
ku pod timto ¢itac¢em. Toho dosdhneme postupnym vypous-
ténim cisel ,,10“ a sou¢asnym snizovanim hodnoty citace.

7. Jsou-li tyto pocty stejné, algoritmus vytiskne vysledek
» 1%, jinak vytiskne ,,0“. Tim je Gloha vyfeSena a algoritmus
ukon¢i svoji praci.

Naprogramovani uvedeného postupu feseni je opét pouze
technickou zalezitosti. Kroky 1 az 3 jsou snadné. V kroku
4 je vyhodné zavést zvlastni pomocnou hodnotu uklada-
nou do zasobniku jako priznak v pripadé, ze pfi vybirani
Cisel ,,20“ ze zasobniku zjistime, ze jich je méné, nez kolik
Je »,30“ na vstupu. Tento pfiznak nam umozni rozhodnout
o dalsim postupu v kroku 5. Mizeme pouzit naptiklad ¢islo
»40%, kterym nahradime éislo ,,10“ lezici v zadsobniku nejbli-
ze k vrcholu hned pod ¢isly ,,20¢. Zbyvajici kroky vypoctu
jsou jiz opét snadné.
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