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Kategorie C

Texty uloh

C-1-1

Kolik je ctyfcifernych cisel s touto vlastnosti: Jestlize v ném
skrtneme kteroukoliv ¢islici, nedostaneme &islo délitelné tre-
mi.

C-1-2

Najdéte nejmensi pfirozené Cislo k, pro které maji souciny
384k a 2592k stejny pocet déliteld.

C-1-3

Tti fotbalova druzstva hraji turnaj systémem, v némz kazdé
druzstvo hraje s kazdym k zdpasi. Po skonéeni turnaje
se zjistilo, ze druzstva ziskala rdzny pocet bodu. Vitézem
turnaje se nestalo druzstvo, které ziskalo nejvice vyher,
ani druzstvo, které mélo neyméné proher. Urcete nejmensi
Cislo k, pro které mohla uvedend situace nastat.
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C-1-4

Rozhodnéte, zda existuje tétivovy ctyfahelnik s témito
vlastnostmi:
a) Uhlopticky ho déli na ctyfi pythagorejské trojihelniky.
b) Ctyfthelnik neni osové soumérny.

(Pythagorejsky trojahelnik je pravouhly trojihelnik s ce-
lociselnymi délkami stran.)

C-1-5

Je dén konvexni ¢tyfahelnik ABCD, |AB| = 9cm, |BC| =
= 6cm, |CD| = 5,5cm, |[DA| = 4,5¢m, |[BD| = 9cm.
Najdéte mnozinu vsech bodi, pro které paty kolmic z tohoto
bodu na vSechny ctyri strany Ctyrahelniku lezi na obvodé
ctyfahelniku ABC D. Hledanou mnozinou je jisty n-thelnik.
Zjistéte velikosti jeho vnitfnich Ghla.

C-1-6

Strany ¢tyrahelniku maji délky 5, 5, 5, 3. Dokazte, ze jeho
obsah je vétsi nez 2v/6, a je-li ¢tyFahelnik konvexni, je jeho
obsah vétsi nez 12.

C-§-1

Ctytiahelnik m4 tii strany stejné dlouhé, délka ctvrté strany
se rovna délce jedné i druhé tuhlopricky. Uréete velikosti
vnitfnich (hla ¢tyfahelniku. Jaky je to ¢tyFahelnik?
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C-§-2

Najdite vetky prirodzené &isla n, pre ktoré ¢islo n? +1 deli
¢islo n3 — 8n2 + 2n.

C-S5-3
V oboru nezapornych redlnych ¢isel feste soustavu rovnic
r+y+z=a,
r+y—z=0,
r—y+z=c,
r—y—z=d,

Jjestlize mnozina {a,b,c,d} je totozna s mnozinou {4, 8,12,

16}.

C-n-1

Dokézte, ze pre kazdé prirodzené &islo n je &islo n® — n
delitelné dvatsiatimi.

2

C-1-2

Obdélnikovy list papiru ABC'D o rozmérech |AB| = 30 cm,
|BC| = 21 cm je prelozen tak, ze bod B piejde do bodu E
na Gsecce AD a |AFE| = 15cm (obr.1). Vypoététe velikosti
|KH|a|GH]|.

cC-n-3

Dany je pravouhly trojuholnik APM s pravym uhlom pri
vrchole P. Zostrojte rovnoramenny trojuholnik ABC so
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zdkladnou AB tak, aby bod M bol stredom strany BC a P
bol patou vysky na tato stranu.

C-1-4

Ve fotbalovém turnaji tfi druzstev A, B, C hralo kazdé
druzstvo s kazdym druzstvem dvakrat. Ve vysledné tabulce,
ktera u kazdého muzstva udava pocet vyher, pocet neroz-
hodnych zdpast a pocet proher, zname néasledujici idaje:

A
B |1 1
C 3

Doplnte zbyvajicich pét ¢isel tabulky. Sviij postup zdivod-
néte.
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Reseni uloh

C-1-1

Pouzijeme znamé tvrzeni, Ze zbytek pfi déleni cisla tFemi
je stejny jako pii déleni tfemi ciferného souétu toho &isla.
Napriiklad v pripadé ctyfciferného ¢isla m o é&islicich a, b,
¢, d je m = 1000a + 1006 + 10c + d = 3(333a + 33b +
+ 3¢) + (a + b + ¢+ d), odkud vidime, ze rozdil &isla m
a jeho ciferného souétu a+b+c+d je délitelny tFemi. Ma-li
¢islo m pozadovanou vlastnost, nesméji zadné tii jeho &islice
davat pri déleni tfemi stejny zbytek. Jinak by byl jejich
soucet délitelny tfemi, a tim by bylo délitelné tfemi i Eislo,
jez bychom dostali z ¢isla m vynechanim zbyvajici, étvrté
Cislice. Ze stejného diivodu nesméji zadné tfi éislice &isla
m dévat pri déleni tfemi navzdjem rtzné zbytky. Zbyva
tedy pouze moznost, Ze dvé Cislice davaji stejny zbytek
a zbyvajici dvé rovnéz, avsak rizny od prvniho. Davaji-li
napftiklad dvé cislice zbytek 1 a zbyvajici dvé zbytek 2, neni
soucet zadnych tfi z nich délitelny tfemi. Ty dvé ¢Eislice
se zbytkem 1 muzeme ze Ctyf Cislic vybrat celkem Sesti
zpusoby, pfitom kazda z nich se mize rovnat 1, 4 nebo 7.
Zbyvajici dvé Cislice se mohou nezévisle rovnat 2, 5 nebo 8.
Méame tedy celkem 6 -3 -3 -3 -3 = 486 moznosti. Podobné
je tomu u zbytkid 0 a 1 nebo 0 a 2. Avsak Eislice se zbytkem 0
pii déleni tfemi se mize rovnat 0, 3, 6 nebo 9 (4 moznosti),
proto dostdvame nyni dvakrat 6-4-4-3-3 = 864, tedy 1728
moznosti. Z nich vSak musime vynechat ty pfipady, v nichz
je na prvnim misté 0, nebylo by to ¢islo Ctyfciferné. Je-li
na prvnim misté 0, je jesté na jednom misté ¢islice délitelna
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tFemi, tedy 0, 3, 6, 9, na dalsich dvou mistech pak éislice 1,4
nebo 7 nebo 2, 5, 8. Musime tedy vylouéit 2-3-4-3-3 = 216
pfipadi. Vysledek tlohy je 486 + 1728 — 216 = 1998.

C-1-2

Je 384 = 27 .3, 2592 = 25 . 3% Poloime napiiklad
k=2 .35 pak je

384k = 277 .3°*1 .5t 2592k = 27F° . 30+ . 5t

Prvni z nich mé (r+8)(s+2)(t+1), druhé (r+6)(s+5)(t+1)
déliteli. M4 tedy platit

(r+8)(s+2)=(r+6)(s+5), tj.2s=3r+14.

Protoze hledame neymensi k, polozime r =0, s =7 at = 0.
Podobné bychom dostali, Ze i u dalsich prvocisel v rozkladu
¢sla k by byl exponent nulovy. Resenim tlohy je tedy ¢islo
k=3".

cC-1-3

Vitézné muzstvo oznaéme A a necht vice vitéznych zapast
nez A mélo muzstvo B. Kdyby toto muzstvo mélo méné
proher nez A, nemohlo by byt A vitézem turnaje. Proto
* méné proher nez A mélo tieti druzstvo C. Oznacme p, q, r
po fadé pocet vitéznych zdpasi muzstva A nad B, muzstva
B nad C a muzstva C nad A. Podobné oznacime u, v, w
pocet vitéznych zdpasi muzstva A nad C, muzstva C nad
B a muzstva B nad A, viz pfilozené schéma (obr. 2).
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Obr. 2

Muzstvo A vyhralo p+u zdpasi a prohralo r+ w zapasi,
B vyhralo ¢+ w utkani, C prohrélo ¢+ u. Podle predpokladu
jept+u< g+ w, r+ w > q+ u. Pfitom muzstvo A ziskalo
2(p+u)+2k—(p+w+r+u) =2k+(p+u)—(r+w) bodg,
muzstvo B ziskalo 2k + (¢ + w) — (p+v) bodi a bodovy zisk
muzstva C byl 2k + (7 + v) — (¢ + u), kde k znaéi pocet kol
turnaje. Jelikoz A ziskalo nejvice bodi, je
ptu—(r+w)>q¢+w—(p+v),
pru—(r+w)>r+v—(g+u),
seCtenim dostaneme
pt+u>r+w.
Mame tedy
gtw>ptu>r+w>q+u.
Protoze jde o cela &isla, je
gt+tw2pt+u+l,
ptur+w+l,
r+w2qg+u+l,
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odkud

q 2 v+ 2 (se¢tenim prvnich dvou nerovnosti),
p 2 ¢+ 2 (sectenim poslednich dvou nerovnosti),
w 2 u+ 3 (seCtenim vSech t¥i nerovnosti).
7 odvozenych tfi nerovnosti zase plyne jejich se¢tenim
ptw2r+u+T.

Cisla r, u jsou neziporna, proto muistva A a B sehrila
mezi sebou aspon 7 utkani, je tedy k 2 7. UkaZeme, ze k =
= 7 vyhovuje. Je pak nutné r =u=0,p=4, w=3, ¢ =2
a pro v mame podminku 0 < v < 3, takze v = 1 nebo v =
= 2. Vsechna utkani mezi A a C skoncila nerozhodné, mezi
A a B neskondilo zadné utkani remizou. Muzstvo A ziskalo
15 bodi, zbyvajici dvé muzstva 13 a 14 bodu.

C-1-4
Predstavme si, Ze ctyfahelnik ABCD (obr.3) ma pozado-

D
Y. C

§

Obr. 3
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vané vlastnosti, ozna¢me O prusecik jeho uhlopficek. Pro-
toze to ma byt ctyfahelnik tétivovy, musi byt |XADO| =
= | A BCO|, takze trojuhelniky ADO a BCO jsou podobné
(pfi vrcholu O maji pravy ahel) a pythagorejské. Jeden
z pythagorejskych trojihelniki ma strany 3, 4, 5, zkusme
tedy zvolit pFirozend Cisla k, [ tak, aby |AO| = 3k, |DO| =
= 4k, |BO| = 31, |CO| = 4l. Pak staci, aby k, [ byly délky
odvésen pythagorejského trojihelniku. Pokud by vsak bylo
k:1l =3:4nebok : 1 =4 : 3, byl by étyfFahelnik
ABC D osové soumérny, coz nechceme. Vzpomenme si na
pythagorejsky trojihelnik o odvésnach 5 a 12 a polozme
k = 5,1 = 12, takze |AO| = 15, |DO| = 20, |BO| = 36,
|CO| = 48. Tyto délky naneseme od priseliku O dvou
kolmych primek a dostaneme tak ¢tyfiahelnik pozadovanych
vlastnosti.

C-1-5

Body A, D vedeme kolmice k strané AD, hledana mnozina
M bodi je ¢asti rovinného pasu ohraniceného témito dvéma
kolmicemi. Podobné postupujeme u dalsich stran ctyfahel-
niku. Mnozina M je prinikem Ctyf rovinnych pasi, v nasem
piipadé je M sestidhelnik PQRSTU (obr.4). Protoze PU L
L DC, QP L AD, je |2AQPU| = |2AADC|. Podobné by-
chom uréili velikosti ostatnich Ghlia Sestithelniku M pomoci
velikosti hli ¢tyrahelniku ABCD.

C-1-6
Uvazujme nejdfive Ctyfahelnik ABC'D s danymi délkami
stran, ktery neni konvexni, (obr.5) a oznaéme ¢ = |AC]|.
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Obr. 5

Podle trojihelnikové nerovnosti je 2 < z. Pritom je rov-
noramenny trojihelnik AC'D ostrothly, jinak by bylo z =
> 5v/2. Protoze vsak bod A lezi uvnitf trojahelniku CBD,
je ¢ < 5. Ostrouhly rovnoramenny trojihelnik o ramenech
5, 5 a zakladné z > 2 ma vétsi obsah nez stejny trojahel-
nik o zakladné 2. Posledni m4 obsah 2v/6, proto je obsah
trojahelniku AC'D, a tim spise obsah ¢tyrihelniku ABC' D
vétsi nez 21/6.

Déle se budeme zabyvat ctyrahelniky konvexnimi
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a
A A B
Obr. 6 Obr. 7

(obr.6). Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpoklidat,
ze |AC| 2 |BD|, jinak bychom zaménili oznaceni bodi
D, A a souiasné B, C. Pro z = |AC| tedy plati z <
< 8 a zaroven z 2 21/10, nebot 21/10 je délka thlopfFicek
v rovnoramenném lichobézniku o stranéch 5, 5, 5, 3 (obr. 7).
Obsah trojuhelniku AC'D je pro vSechna z € (2\/ﬁ, 8)
vétsi nez 12 (obr. 8).

2/10, 4 5
\ 5
Obr. 8
C-S-1

Ma-li étyrahelnik ABC' D pozadované vlastnosti, mizeme
oznaéeni jeho vrcholl zvolit tak, ze |AD| = |DC| = |CB]|
a |AB| = |AC| = |BD| (obr.9).
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A B
Obr. 9

Trojihelniky ABC, BAD jsou shodné rovnoramenné
trojahelniky soumérné sdruzené podle osy usecky AB. Ctyi-
thelnik je proto rovnéz osové soumérny podle této osy,
takZe je to rovnoramenny lichobéznik. Oznacime-li @ =
= |ICABj|, je také o = |AABD| = |aABDC| = |ADCA|.
Trojtihelniky AC D, BDC' jsou rovnéz rovnoramenné, proto
je a = |ADAC| = |aDBC|, |<ACB| = |9ADB| = 2a.
Z trojuhelniku ABC pak plyne rovnost 5a = 180°, takze
velikosti vnitinich Ghla ¢tyrahelniku jsou 2o = 72°, 72°,
3o = 108° a 108°.

C-S5-2
Jelikoz
3 2 4 _ 2
n®=8n‘+2n=(n-8)(n*+1)+n+8,
je toto &islo délitelné éislem n? + 1 pravé tehdy, kdyz je jim
délitelné ¢islo n + 8. Pro n = 1 a n = 3 to splnéno neni,
pro n = 2 to splnéno je. Je-li n 2 4, je (n — %—)2 2 44—9, takze
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n?—n 212, n2+ 12 n+11 > n+8. Vétsi éislo nemiize
délit mensi, je tedy n = 2 jedinym FeSenim tlohy.

C-5-3

M34-li mit dané soustava FeSeni v oboru nezapornych d&isel,
musi byt @ 2 b,a 2¢,b2d c2d takiea2b2c2d
nebo @ 2 ¢ 2 b 2 d. Musi tedy byt a = 16, d = 4 a déale
b =12, ¢ = 8 nebo b = 8, ¢ = 12. V prvnim pfipadé vyjde
z =10,y = 4, z = 2, v druhém pfipadé ¢ = 10, y = 2,
z =4.

C-n-1

Je
n® —n? = n?(n — 1)(n+ 1)(n% 4+ 1).

Je-li n sudé, je n? délitelné étyFmi, v opaéném piipadé jsou
éisla n — 1,n + 1 sudd a Ctyfmi je délitelny souéin (n —
— 1)(n + 1). Neni-li Zddné z &isel n, n — 1, n + 1 délitelné
péti, je n = 5k + 2 nebo n = 5k + 3, kde k je celé. Pak je
ale n?2 +1 = 25k? + 20k + 5 nebo n? + 1 = 25k2 + 30k + 10,
takze n? + 1 je délitelné péti. Tim je dokazano, ze dané &islo
n® — n? je vidy délitelné &isly 4 a 5, a tudiz dvaceti.

Jiny diikaz délitelnosti &isla n® — n? &islem pét poda-
la Anna Vidncovd, Zdkyné I. roéniku gymndzia v PovaZské
Bystrici. Vi, Ze soulin péti po sobé jdoucich pfFirozenych
isel n—2,n—1,n,n+ 1, n+ 2 je jisté délitelny péti.
Pfitom je

(n=2)(n—1)n(n+1)(n+2) = n(n*-5n*+4) = n®—5n+4n
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n® —n? = n(n® - 5n3 + 4n) 4 5(n* — n?).

JelikoZ jsou oba séitance délitelné péti, je péti délitelny

i jejich soucet n — n2.

cC-1u-2

Oznatme ¢ = |AF| (obr.10), kde F je prisecik asecky
AB a osy Gse¢ky BE. Je |FE| = |FB| = 30cm — «z.
Uzitim Pythagorovy véty na trojihelnik AFE dostaneme
z = Bcm. Z podobnosti pravothlych trojihelniki KDE
a EAF plyne |[EK| = 10cm, takie |[KH| = 11cm. Z po-
dobnosti trojihelniki K DE a KHG plyne |HG| = % cm.

H

D K G C

| 1

|

£ |

|

I

—

A z F 30-z B
Obr. 10

c-n-3
Sestrojime nejdfive t&zisté T trojihelniku ABC (obr.11),

lezi na Gseéce AM, kterou déli v poméru 2 : 1 (|AT]| :
: |TM| = 2 : 1). Protoze mé platit |AC| = |BC|, musi
také platit |AT| = |BT|. Lezi tedy bod B na kruZnici k
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o stfedu T a poloméru |T'A|, jez protinad piimku PM ve
dvou bodech, kazdy z nich mizeme vzit za bod B. Bod C
dostaneme jako prusecik pfimky PM s osou tsecky AB,
nebo také jako bod soumérné sdruzeny k bodu B podle
bodu M. Uloha ma dvé Feseni.

C

Obr. 11

C-11-4

Protoze B ma jednu prohru a A Zadnou vyhru, muselo B
prohrat s C, takze C ma aspon jednu vyhru. Vice vsak
mit nemohlo, protoze sehralo jen 4 utkani, takze nemélo
zadnou prohru. Jednu prohru mélo muzstvo A (prohrélo
nutné s B). Muzstvo A pak mélo tfi a B dva nerozhodné
zapasy. Vysledna tabulka byla tedy takovato:

A 0|3 |1
B|1|2]|1
Cl1]3
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