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Kategorie A

Texty loh

A-1-1

Pre kazdé prirodzené n 2 6 plati n! < (%)n Dokazte.

A-1-2

Pravidelny stvorboky antihranol ABCDEFGH ma dve
stvorcové steny ABCD, EFGH a osem stien tvaru rov-
nostranného trojuholnika ABE, BCF,CDG, DAH, EF B,
FGC, GHD, HEA. Vsetky hrany maja dlzku a. Vypoéi-
tajte objem daného antihranola.

A-1-3

V roviné je dano devét bodu, z nichz nékteré jsou spojeny

useckou. Pfitom jsou splnény nésledujici podminky:

a) v kazdé trojici danych bodi jsou aspon dva spojeny
useckou,

b) pocet Gseiek je minimalni.

Kolik tsecek obsahuje Gtvar, ktery tyto dvé podminky spl-

nuje? Nacrtnéte pfiklad takového atvaru.
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A-1-4

Kazdy mnohouhelnik M (ne nutné konvexni) lze rozfezat
na trojuhelniky s vrcholy ve vrcholech M. Dokazte.

A-1-5
Najdite taky mnohoclen p s celociselnymi koeficientami, pre
ktory plati
p()=1, p(2)=3, pB3)=15

a ktory ma najmensi stcet absolatnych hodnét svojich koe-
ficientov. Zmeni sa odpoved, ak budeme uvazovat mnoho-
¢leny p s lubovolnymi redlnymi koeficientami?

A-1-6
Je dana funkce f spojitd na intervalu (0,1) a s hodnotami
f(0) = f(1) =1, jez pro kazda dvé éisla z < y z intervalu
(0, 1) spliiuje rovnici

(3 =30+ 3w,

Urcete f(3).
A-S-1

Nech a, b, ¢ st dlzky stran trojuholnika. DokaZte nerovnost

a+ b +c <9
b+c a+4c a+b 7
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A-S-2

Dokaizte, ze pro kazdé celé k 2 2 existuji celd nezdporna
éisla @ > b takova, ze hodnota mnohoélenu z® — z° je
délitelna cislem k pro kazdé celé cislo z.

A-S-3
Je dan ctyistén ABCD, jehoz hrany DA, DB, DC jsou
navzajem kolmé a maji délky a, b, c. Vypoctéte velikost
vysky v daného Ctyfsténu, jez prislusi sténé ABC. Dokaite,
ze pfi dané hodnoté v ma Ctyfstén nejmensi objem, pravé
kdyza=0b=rc.

A-1l1l-1

Dokazte, ze pro libovolna pfrirozena Cisla p a ¢ plati nerov-
nost
(p9)! 2 (P)*(¢!)".

A-11-2
Dany je trojuholnik ABC, v ktorom pre priesecnik vysok O
plati |OC| = |AB|. Zistite, aka velkost mdze mat uhol ACB.
A-11-3

Néajdite najmensie prirodzené ¢islo n, ku ktorému existuje
polyném p s celociselnymi koeficientami tvaru p(z) =2z" +
+ap—12" 71 + ...+ ao taky, ze p(k) je delitelné dsmimi pre
vsetky celé k.
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A-1l-4

Uvazujme funkci f: N — N, ktera je ostfe rostouci a pro
kazda dvé prirozena ¢isla m, n spliiuje rovnost

f(mn) = f(m)f(n).
Urcete f(30), vite-li, ze f(2) = 4.
A-1lIl-1
Dokazte, ze pre redlne ¢isla p, ¢, 7, ¢ plati

pcos? @+ gsinpcosp + rsin’ ¢ 2

25 (ptr- Vo).

A-1Il -2

Vnitfni prostory muzea maji tvar mnohothelniku (ne nut-
né konvexniho) s 3n vrcholy. Dokazte, Ze v ném mizeme
rozestavit n hlidaca tak, aby vidéli cely prostor muzea.

A-1lIl-3

Pro libovolnou permutaci p mnoziny {1,2,...,n} oznaime
d(p) soucet '

Ip(1) = 1]+ [p(2) = 2| + ... + |p(n) — n]

a i(p) pofet inverzi permutace p, tj. pocet vSech dvojic ¢,
J takovych, ze 1 £ ¢ < j £ n a p(i) > p(j). Dokaite, ze
d(p) < 2i(p).
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A-1lll-4

Dokazte, ze vSechny trojihelniky ABC, jejichz thel pri
vrcholu A je dvakrat vétsi nez thel pri vrcholu B, maji
steyjny pomeér vzdalenosti bodu C' od bodu A a od osy Gsecky

AB.

A-1ll-5

Ak v skupine matematikov je kazdy s niekym spriateleny
(predpokladame, ze priatelstvo je symetrickd relacia), pak
medzi nimi existuje taky matematik, ze priemerny pocet
priatelov vsetkych jeho priatelov nie je mensi nez priemerny
pocet priatelov vietkych élenov uvedenej skupiny. Dokazte.

A-1ll-6

Mnozina N vsetkych prirodzenych ¢isel je zjednotenim troch
podmnozin Ay, Ay, As. Dokazte, Ze aspon jedna z nich ma
nasledujiicu vlastnost: Existuje také kladné ¢islo m, ze pre

kazdé k mozeme v tejto mnozine najst cisla aq, ao, .. ., aj,
pre ktoré plati 0 < aj41 —a; Sm (1 S j<k-1).

Reseni uloh

A-1-1

Pro n = 6 tvrzeni skuteéné plati (720 < 729). Déle se
pokusime o dikaz indukci. Pfedpokladejme tedy, ze tvrzeni
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plati pro néjaké n > 6 prirozené. Potom
n n
(n+1)!=nl(n+1)< (n+1) (5) ;

pfitom nerovnost
n\" n+1\"*
n(3) <
(n+1) 5 __( 2 )

plati, pravé kdyz
1 n
(1 + —) 2 2.
n

K dikazu posledni nerovnosti potfebujeme znat binomic-
kou vétu, ze které snadno dostaneme pozadovany odhad.

Poznamka. Nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym
primérem poskytne horsi odhad V/n! < l‘-gi

A-1-2

Hledany objem vypocitame nejjednoduseji tak, ze da-
ny antihranol doplnime na pravidelny osmiboky hranol
AA'BB'CC'DD'EE'FF'GG'HH’. Ten sestrojime tak,
ze kazdym vrcholem antihranolu vedeme novou hranu
kolmou k obéma zdkladndm (obr.17). Pfitom tento osmi-
boky hranol vznikne z piavodniho antihranolu pfidanim
osmi shodnych ¢étyfsténu, jejichz objem stejné jako objem
vysledného osmibokého hranolu neni tézké urcit.
Oznacime-li P obsah trojihelniku EE’F, S obsah pravi-
delného osmithelniku EE'FF'GG'HH' a h vysku daného
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Obr. 18

antihranolu (a tedy i osmibokého hranolu), bude pro ob-
jem V daného antihranolu platit V = Sh — -g—hP, kde S =
1v2-1
2 2

podle Pythagorovy véty z trojuhelniku BBy E’, vyjde

= a%?+4P (obr.18)a P = a®. Vysku h vypocitame

h=2/3-(V2-1)>=2V3.
2 2
Pro objem V pak dostaneme

V= (a2+ %P)h = %\'/ga"(l " %(\/5— 1))

= %\/5(1 + ?)a".

Jind moznost, jak uvedeny objem vypocitat, je pouzit
vzorec V = %h(Pl + P, + 4M), kde Py, P, jsou obsahy
obou podstav, M je obsah fezu antihranolu rovinou, ktera
je rovnobézna s obéma podstavami a ma od nich stejnou
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vzdalenost, a h je jeho vyska. Dikaz najdete v feseni alohy
41 ve sbirce Horak-Vrba: Ulohy MMO.

A-1-3

Méjme néjakou konfiguraci n bodu splnujicich podminku
a) tlohy. Pokud existuje bod A, z néhoz vychézi pravé k <
< 1n Gseiek, musi byt kazdé dva z ostatnich n —k —1 bodd
spojeny useCkou. Uvazujme dale libovolnou dvojici bodi
spojenych s A tseckou (napt. Ay, A2 — obr. 19). Uvazovana
dvojice bodi A;, A; je bud spojena Gseckou, anebo ke
kazdému z bodi By, Bs, ..., By_k-1,]€Z s A spojeny nejsou,
existuje aspon jedna Gsecka, ktera jej spojuje s jednim z bo-
di uvazované dvojice. V takovém pfipadé zvolené dvojici
odpovida aspon n — k — 1 tsecek, pricemz kazdou takovou
tse¢ku pak pocitame nejvyse (k — 1)krat (koncovy bod A;
Gsecky A;Bj se vyskytuje v k —1 dvojicich A;4;, 1 S 1<k,
n—k—1
k—1
tak pro kazdou z (’;) dvojic aspon 1 tsecku, celkem tedy
dostaneme nejméné ("_;_1) +&) +k= ("D + (K 2
2 (7) + ("3 tsecek, kde m = [n/2].

l # i). Protoze pro k < in je 2 1, dostaneme

A1 — Bi

Obr. 19 Obr. 20
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Pokud by ovsem z kazdého bodu vychazelo vice nez %n
usecek, dostali bychom celkem vice nez %nz usecek, coz je
vice nez v predchozim pripadé, jak zjistime vypoétem. Pro
n = 9 vyjde nejmensi pocet Gseéek pro k = 4 (obr.20).
Odpovidajici Gtvar obsahuje (3) + (3) = 16 tGsecek.

Jiné Feseni. Oznaime A bod, z néjz vychazi minimalni
kladny pocet, feknéme k Gsecek. Z kazdého bodu, ktery je
s A spojen tseckou, vychazi aspon k GseCek. Uvedenych k+1
bodu je tedy spojeno aspon %k(k+ 1) Gseckami. Zbyvajicich
n—k—1 bodi musi byt pospojovano navzajem. Kdyby tomu
tak nebylo, daly by nespojené dva z téchto bodti s bodem A
trojici, v niz neni ani jedna tsecka. Tim by byla porusena
podminka a).

Pocet p vSech Gsecek mnoziny tedy miZeme odhadnout
zdola hodnotou p(k), ktera zavisi na &isle k:

KE+1)  (n—k=1)(n—k=2) _
2 2 .

2k? = 2k(n—2)+ (n—1)(n—2) _

2. -

oo (252
n—2\2 2(n-1)(n-2)

- ( 2 ) + 4 -

B n—2\2 n(n-2)

=(b-") + 5

p2p(k) =

Odtud je vidét, ze nejmensi pocet 16 tsecek dostaneme pro
k = 3 nebo k = 4.

Ulohu Ize samoziejmé fesit i rozborem jednotlivych kon-
krétnich moznosti (viz feseni Glohy B-1-3).
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A-1-4

Tvrzeni Glohy se mize na prvni pohled zdat trividlni. Pro
konvexni n-thelnik je opravdu zfejmé — thlopfickou dany
mnohothelnik M rozdélime na dva mnohothelniky s men-
$im pocétem vrcholl, takze miZeme pouzit matematickou
indukci. Musime vsak dokézat, Ze i v nekonvexnim mnoho-
thelniku M vzdycky existuje takova ahlopficka (tj. Gsecka
spojujici dva jeho vrcholy), ktera lezi celd v M.

Méjme tedy n-thelnik M = A;A, ... A,, ktery ma ne-
konvexni Ghel napf. pfi vrcholu A;. Vrcholem A; vedme
pfimku p takovou, Ze s ni Zzddna ze stran M neni rovnobéz-
na, a pritom oba sousedni vrcholy A, a A, lezi ve stejné
poloroviné urcené primkou p.

Oznacme L a P body, v nichz pfimka p poprvé protne
hranici M (LP lezi celd v M), a Ly, resp. P; ten vrchol strany
obsahujici bod L, resp. P, ktery lezi v poloroviné opacné
k pAs (obr.21). Uvazujme ted vrchol A; # Aj, ktery lezi ve
ctyfahelniku LPPyL; a ma od pfimky p nejmensi vzdale-
nost (takovy bod jisté existuje, protoze prvni vlastnost ma
napf. bod L,). ’
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Uké&zeme, ze zminény vrchol A; je spojen s vrcholem A
ahloprickou, ktera lezi cela v M. Kdyby tsecka A; A; neleze-
la celd v M, musela by v néjakém vnitinim bodé @ protinat
hranici uvazovaného mnohothelniku v néjaké jeho strané
AjAj41. Strana AjAj4; neni rovnobéinad s p, neprotind
zadnou ze stran Ly L, LP, PP, a proto néktery jeji krajni
bod lezi uvniti L P P; L, blize k p nez bod A;. To je ve sporu
s volbou bodu A;.

A-1-5

Uvazujme kvadraticky mnohoélen ¢, pro ktery plati ¢(1) =
=1,4¢(2) = 3,¢(3) = 15. Ten je uvedenymi tfemi hodnotami
jednoznac¢né urcen; pro jeho koeficienty dostaneme tfi rov-
nice o tfech neznamych a vyjde ¢(z) = 522 — 13z +9. Tento
mnoho¢len ma soucet absolutnich hodnot koeficienti 27.

Kazdy mnohoclen tfetiho stupné, ktery spliiuje uvedené
podminky, se d4 psat ve tvaru

f(z) =522 - 1324+ 9+k(z—1)(z-2)(z—-3) =
= kz® + (5 — 6k)z? + (11k — 13)z + (9 — 6k),

s xz

kde k je celé ¢islo. Vcelku snadno odhadneme, ze pfislusny
soucet |k|+ |5 — 6k|+ |11k — 13|+ |9 — 6k| je nejmensi pro
k=1 ajeroven 7.

Kazdy mnohoclen vyssiho stupné, ktery spliiuje podmin-
ky tlohy, miazeme vyjadfit jako

p(z) = ¢(z) + (2 = 1)(z - 2)(z - 3)k(z) =
n+3
= q(z) + (23 — 627 + 11z — 6)k(z) = Z a;z',
i=0
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n .
kde k(z) = ) biz' je mnohoclen s celodiselnymi koeficienty.
1=0
Porovnanim koeficient vyjde

ap = —6bo + 9,

ay = —6by + 116 — 13,

ay = —6by + 11b; — 6by + 5,
az = —6b3 + 11by — 6b; + bo,
ag = —6bg + 11b3 — 6by + by,

Nyni hledame cela cisla bg, by, b, ... takova, aby soucet
|ao| + |a1| + |az| + . .. nebyl vétsi nez 7. Protoze |az| + |az| +
+ ... 2 1, musi byt |ag| = |9 — 6bo| £ 6, coz dava dvé
moznosti: by = 1 nebo by = 2.

Pro by = 1 vyjde |ag| = 3, a proto |a;| £ 3, tj. b, = 0,

a; = —2. Pak ale musi byt |az| £ 2, t]. b = 0, a2 = —
—1,a lag| £ 1,tj. b3 = ... = b, = 0. Dostadvame tak
3

mnohoélen z3 — z? — 2z + 3, ktery ma soucet absolutnich
hodnot koeficientti rovny 7.

Pro by = 2 postupujeme analogicky a zjistime, ze zadny
dalsi mnohoclen s uvedenou vlastnosti neexistuje.

Poznamka. Pokud uvaZujeme mnohoéleny s libovolnymi
realnymi koeficienty, najdeme mnohoclen s mensim souctem
absolutnich hodnot koeficientd. Napf. mnohoélen f(z) =
= {5(13z® — 2322 + 21), ktery dostaneme pro k = 13, m4
prislusny soucet % <T.
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A-1-6

Hodnoty funkce f jsou jednozna¢né urceny v bodech tvaru
£ (0 £ k £ 2"). Protoze

11 (1 1y_1 11
778 7 8) 8 17 8

ORISR0}

Pfitom z daného vzorce pro z = 0 indukci snadno vypocte-
me, Ze pro libovolné y € (0,1) a n 2 0 plati

je

f (2%) =1-— =13 f(y) a specidlné f (%'.) =1,

takZe pro f(%) dostaneme vztah

1 2 1 1 1 1
V=21 =4+ —f(= -
f(7) 3( 32+32f(7))+3’
odkud vychédzi f(1) =
A-S-1

Jednoduchou upravou dostaneme ekvivalentni nerovnost
(¢isla a, b, c jsou dle pfedpokladu kladnd)
ala+c)(a+b)+bb+c)a+bd)+c(b+c)a+tc) =
=a® + 6%+ 3+ 3abe+ a®(b+c) + b3 (c +a) + cZ(a+b) <
< 2(a®(b+ c) + b*(c + a) + c*(a + b) + 2abe),
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neboli

a(b+c)+b%(c+a)+c2(a+b)—a®— b2 - +abec=
=a*(b+c—a)+b%(c+a—b)+cXa+b—c)+abec>0,

ktera pro cisla spliujici trojihelnikovou nerovnost ziejmé
plati.

A-S-2

Uvazujme mnozinu Z; zbytkovych tfid mod k. Kazdy mno-
hoclen z® pfedstavuje pro dané a prirozené zobrazeni Z; —
— Zj, ale takovych zobrazeni mezi dvéma koneénymi mno-
zinami existuje jen konecné mnoho. Proto jisté existuji dvé
rizna Cisla a > b takova, ze

z® = 2% (mod k)

pro vSechna celd ¢isla z. Je jasné, Ze mnohoclen p(z) =
= z* — z* m4 pozadovanou vlastnost.

Jiné Feseni. Tvrzeni mizeme také odvodit pomoci Eule-
rovy véty, kterd fika, ze pro kazdé z nesoudélné s k plati
z#*)—1 = 0 (mod k), kde (k) oznatuje poéet pfirozenych
Cisel nejvyse rovnych k a nesoudélnych s k. Pro z soudélné
s k uvazujme rozklad k = ki k, Cisla k takovy, ze ky je s z
nesoudélné a k9 obsahuje ve svém rozkladu na prvocinitele
jen ta prvodisla, kterd déli z. Protoze funkce ¢ je multipli-
kativni, tedy (k) = ¢(k1)p(k2), vidime, ze podle Eulerovy
véty

(k2)
2ok — (xw(kn))‘p Y= (mod k),
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takze staci vzit p(z) = z™*) (z¢*) — 1), kde m(k) je
nejvyssi exponent v prvociselném rozkladu ¢isla k. Potom
mame zaruceno, ze z™*) bude délitelno &islem ko, takize
soucin z™(*) (z#(¥) — 1) je pak délitelny souéinem k = kyks.
Mizeme tedy vzit a = m(k) + ¢(k), b = m(k).

A-S-3
Pro objem V daného ¢tyfsténu ABCD plati
1
V:gabc:%Sv, (1)
kde S je obsah stény ABC a v pfislusnd vyska. Obsah
S snadno spolteme podle Heronova vzorce, protoze délky
stran trojihelniku ABC umime vyjadfit pomoci a, b, c
pouzitim Pythagorovy véty. Je tedy
1
S = Z\/((\/(12-+-b2+ \/b2+c2)2-(a2+c2)) .
(o - (VT - Vi) =
1
_ Z\ﬂw V@ + 2V ) -

.\/(zmm_w) -

= %\/azb2 + b2¢2 + c2a2.

Ze vztahu (1) pro vysku v plyne

1 abe 1
V= = —

2 S 11 1

79



(Tento vzorec miZeme ovSem snadno ziskat pfimo ze vzor-
ce pro vzdélenost bodu D od roviny ABC, ktery zname
z analytické geometrie prostoru.)

Nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primeérem

1 1 1\3 33
(a2+b2+c2) 2 a?b2c?’
tj.
3V3
3’
1 1 1
( ZtEta

1 V3
== > 28
v 6abc: 5

dava odhad

. 1 .
s rovnosti pravé jen pro — = — = —, tj. proa=b =c.
a? b2 c?

Tim je dikaz hotov.
A-11-1
Souéin (pq)! napiseme jako

(p)!=(1-2....p((P+DP+2) ... (p+p) -
((a=Dp+1))((g=Dp+2)...((4- Dp+p),

pfiéemZ soulin v k-té zivorce napravo (0 £ k < ¢ —1)
miZeme vyjadFit jako
(kp+ 1)(kp+2)...(kp+p) =

=(@+...+p+)(p+...+p+2)...(p+ ...+ p+p).

=
k
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Po ,,rozndsobeni“ viech zavorek dostaneme (k+1)P s¢itanci
vesmés nejméné rovnych p!. Je tedy

(kp+ 1) (kp+2)...(kp+p) 2 (k+1)Pp

(pg)! 2 1Pp!-2Pp!- ... - ¢"p! = (p!)*(g").

Jiné Feseni. Dokazeme nerovnost matematickou indukei.
Pro p = 1 nerovnost trivialné plati pro libovolné prirozené
Cislo ¢. Predpokladejme, ze uvazovana nerovnost plati pro
néjaké p prirozené a libovolné ¢q. Potom je

(p+1)g)! =
(pa+1)(pa+2)...(pg+4q) 2
P+ 1)(2p+2)...(ep+4q) =

i@+ = ((p+ 1)) (g")y+"

Tim je dikaz hotov.

Jiné FesSeni (podle Jifiho Fialy, G Liberec). Pfedpokla-
dejme, ze uvazovana nerovnost plati pro néjaké p prirozené
a libovolné ¢. Uvazujme tabulku k x ¢. Je zfejmé, ze pocet
k? vsech ¢-prvkovych podmnozin, jez obsahuji z kazdého
z k sloupci tabulky pravé jeden prvek, neni mensi nez pocet
(qu) vSech ¢-prvkovych podmnozin prvka tabulky. Pro k =
= p+1 tak dostavame nerovnost ((p+1)g)! = (p+1)7q!(pq)!-
Podle indukéniho predpokladu odtud plyne

((p+1)g)! 2 (p0)!(p+1)%q' 2
2 (P)e)(p+ )¢ = ((p+ 1)) (g")PF.
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Tim je dikaz hotov.

Jiné feSeni (podle Oldficha Audy, G, tf. kpt. Jarose,
Brno). Uvazujme tabulku p x ¢ vyplnénou ¢isly 1, 2, ...,
pq. Mezi vSemi takovymi uspofadanimi je pravé (p!)? téch,
které se od zdkladniho poradi lisi jen poradim v jednotlivych
fadcich, a pravée (¢!)P téch, jez se od zakladniho poradi
lisi jen poradim ¢isel v jednotlivych sloupcich uvazované
tabulky.

Uvazujme nyni vSechny permutace ¢isel 1, 2, ..., pq, jez
vzniknou slozenim obou druhd permutaci. (Je-li na k-tém
misté jednoho poradi ¢islo m (1 £ m £ pg) a na m-tém
misté druhého poradi cislo n, bude na k-tém misté no-
vé tabulky, odpovidajici slozeni obou permutaci, éislo n.)
Pocet vSech permutaci, jez takto dostaneme, je (p!)?(q!)?
a je nejvyse roven poctu vsech riznych usporadani pq cisel
v tabulce, kterych je (pq)!.

A-1Il-2

Predpokladejme nejprve, ze tthel ACB pfi vrcholu C je
ostry, a ozna¢me A;, C; paty prislusnych vysek. Protoze
(obr.22) |XA1AB| = 90° — |1 ABC| = |2 C1CB], jsou pra-
vouhlé trojihelniky ABA; a COA; shodné, takze |A; A| =
= |A1C| a trojuhelnik AA,C je rovnoramenny. Proto ma
tuhel ACB velikost 45°.

V tupouhlém trojihelniku ABC (s tupym thlem pfi
vrcholu B — pfipad tupého Ghlu pfi vrcholu A dostaneme
jednoduchou zdménou oznaéeni A a B) dostaneme obdobné
(obr.23) |XA1AB| = 90° — |XAOC| = |41 C,CB|, takze

znovu vychazi, ze thel ACB ma velikost 45°.
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Pokud Ghel ACB je tupy (obr. 24), vyjde zase, ze trojahel-
niky ABA; a COA; jsou shodné, takze trojuhelnik AC A,
je rovnoramenny. Odtud plyne, zZe thel ACB ma velikost
135°.

Koneéné snadno ovérime, ze pokud thel ACB je pravy,
nemohou byt predpoklady tlohy splnény.
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A-11-3
Z cisel x — 1, z, 2 + 1, z + 2 jsou dvé suda a z nich aspon
jedno je délitelné ctyimi, takze soucin (z — 1)z(z+1)(z+2)
je délitelny osmi. Odtud plyne, ze pro n = 4 je
z* 4 223 — 22 — 22 = 0 (mod 8).
Predpokladejme, ze existuje mnohoclen tretiho stupné,
pro ktery plati
2%+ az? + bz + ¢ =0 (mod 8).
Pro ¢ = 0 pak vychéazi ¢ = 0 (mod 8) a dosazenim z = +1
(mod 8) dostaneme dvé kongruence
l+a+b=0 (mod 8),
—1l+a—5b=0 (mod 8).
Jejich odectenim vyjde
2(14b) =0 (mod 8),

coz dava b = —1 (mod 4), a jejich seCtenim dostaneme a =
= 0 (mod 4), zatimco pro z = 2 (mod 8) vyjde podminka
4a + 2b = 0 (mod 8), neboli b = 0 (mod 4). To je ovsem
ve sporu s predchozim vysledkem b = —1 (mod 4). Uplné
stejné dokazeme, Ze neexistuje ani kvadraticky nebo linearni
mnohoclen, ktery by tloze vyhovoval.

Poznamka. Jestlize 8 | p(z) pro kazdé celé z, je osmi
délitelnd i n-ta diference mnohoclenu p, tj. soucet

p(z +n) — (T)p(r—{—n—l)-&- (;)p(z+n—2)+...+
4 (=1)"p(z) =nl.
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Odtud plyne, ze 8 | n!, tj. n 2 4.

A-1l-4

Z multiplikativni vlastnosti uvazované funkce f plyne, ze je
f(30) = f(2)f(3)f(5). Nejdfive uréime hodnotu f(3).
Diky monotonii funkce f plati

f(8) =4° =64 < f(9) = (f(3))°, ti. 8<f(3),
a dale
£(243) = (£(3))® < £(256) = 4% = 65536 < 10°,

coz dava f(3) < 10, musi tedy byt f(3) = 9.
Podobné pro hodnotu f(5) plati

£(24) = 9-4% = 24 < f(25) = (f(5))*, ti. 24 < f(5),
a
£(125) = (£(5))° < £(128) = 47 = 16384 < 17576 = 26,

takze vychazi 24 < f(5) < 26 a f(5) = 25.
Je tedy f(30) =4-9-25 = 900.

Jiné FeSeni (podle Jakuba Tésinského, G, Korunni, Pra-
ha). Zfejmé je f(1) = 1. Predpoklddejme, ze neni f(z) =
= 22, a oznaéme zo nejmensi pfirozené &islo, pro které
existuje &islo ¢ takové, ze f(zo) = ¢ < z3. Pak v intervalu

2 . . . ’ 2 w7 :
(logy g,10g, 275) existuje raciondlni ¢islo 2%, tj.
¢t <A™ < 2",
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neboli
2™ < xg.

Z vlastnosti funkce f plyne, ze

f(z3) = (f(z0))" = ¢" < 4™ = f(2)™ = f(2™),

coz odporuje predpokladu, ze funkce f je rostouci. Podobné
dojdeme ke sporu, predpokldadame-li, Ze existuje pFirozené
&slo zg, pro které f(zo) > z2. Je tedy f(z) = z? pro kazdé
pfirozené &islo z a f(30) = 30% = 900.

A-1ll-1

Pouzitim znamych vztahd mezi trigonometrickymi funkce-
mi postupné dostaneme ekvivalentni nerovnost

Vip—r)2+¢* 2
;p+T‘—2(pcosch+qsin<pcosgo+rsin2<p) .
=p—r—2(p—r)cos’p—gsin2p =
=(p—r)(1 —2cos?p) — ¢sin2p =
= —(p — ) cos 2¢ — gsin 2¢p,

ktera je vlastné snadnym disledkem Cauchyovy nerovnosti

—(p—r)cos2¢p —gsin2¢p <
< V(p—7)? + ¢2\/cos? 2¢ +sin 22¢,

nebot cos? 2p + sin? 2p = 1.
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A-1Il -2

Predpokladejme, ze prislusny mnohothelnik je rozdélen na
trojihelniky s vrcholy ve vrcholech daného mnohothelni-
ku (existence takovéto triangulace byla dokazana v tloze -
A-1-4), a o&islujme vsechny vrcholy &isly 1, 2, 3 tak, aby
kazdy z trojihelnika triangulace obsahoval ve svych vrcho-
lech kazdé z téchto cisel.

To lze udélat v kazdém n-thelniku. Pro n = 3 to je
zfejmé; pokud to jde udélat v k-tihelniku pro libovolné k <
< n, pak staci uvazovany n-thelnik rozdélit jednou ze stran
zvolené triangulace na dva (triangulované) mnohothelniky,
pro které podle indukéniho pfedpokladu takové ocislovani
existuje. Nyni sta¢i v jednom z mnohouhelniki ocislovani
zménit tak, aby se ¢isla v obou spolecnych vrcholech sho-
dovala. Dostaneme tak pozadované ocislovani vsech vrchola
daného n-thelniku.

Vezmeme-li takovéto ocislovani v uvazovaném 3n-ahelni-
ku, vyskytne se jedno z &isel 1, 2, 3 nejvyse n-krat. Roze-
stavenim hlida¢a v téchto vrcholech budou podminky Glohy
splnény.

A-1lI1-3

Nerovnost dokazeme matematickou indukei podle poétu in-
verzi v permutaci.

Tvrzeni zfejmé plati, jestlize i(p) = 0, potom je p identic-
ki permutace, takze 1 d(p) = 0. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni
plati pro kazdou permutaci s poctem inverzi i(p) < &k,
a uvazujme permutaci pg, kterd ma i(pg) = k + 1 inverzi.
Protoze py neni identickd permutace, urcité existuje index
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i takovy, ze po(7) > po(i+ 1). UtvoFme novou permutaci p’,
ktera bude mit o jednu inverzi méné: staci polozit p'(i) =
=po(i + 1), p'(i+ 1) = po(2) a p'(j) = po(j) pro vsechna
ostatni j, i # j # i+ 1. Potom i(p’) = k a podle indukéniho
predpokladu i d(p’) £ i(p') = 2k.
Jednoduchym vypocétem dostavame
d(po) — d(p') = lpo(i) — il + lpo(i + 1) =i — 1| =
S =il = P+ ) =i 1] =
= |po(i) — il + |po(i + 1) =i — 1] -
= Ipo(i +1) = 1| = |po(i) =i — 1| =
= (Ipo(i) = 1| = |po(3) = (i + 1)]) +
+ (Ipo(i + 1) = (i 4+ 1)| = |po(i +1) — i) <
<2

(s rovnosti pravé jen pro po(i + 1) £ 7 < po(7)), takze je

d(po) < d(p') +2 < 2(k + 1) = 2i(po).

A-1lI1-4
Pro vzdalenost d bodu C od osy tsecky AB plati

d= %—bcosa = % — bcos2p

(to plati i pro tupy thel §). Zaroven z predpokladu a = 24
plyne podle sinové véty rovnost
bsiny  bsin3p
C= — = .
sin 3 sin 3

= b(4cos? g — 1),

= b(3cos? B —sin? B) =
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takze

b b
d= 3 (4cos? B —1)—b(2cos’ B —1) = 3
To znamend, ze obé uvedené vzdalenosti jsou v poméru
b:d=2.

A-1lIl-5

Ozna¢me M mnozinu vSech ¢leni uvazované skupiny mate-
matiki a n jejich pocet. Dile oznaéme F(m) mnozinu vSech
pratel matematika m a f(m) jejich pocet. Mame dokazat,
ze existuje matematik mg, pro kterého plati

o 2 Jmzi Y fm),
0 meF(mo) meM

Predpokladejme naopak, ze pro zadného z ¢lentu skupiny
takova nerovnost neplati, tedy Ze pro kazdé mg z M je

n Y f(m)< f(mo) Y f(m).

meF(mo) meM

Kazdy z matematiki m € M se pro dané mg vyskytuje
celkem v f(m) mnozinach F(my), takze se¢teme-li uvedené
nerovnosti pro vsechna mg € M, dostaneme

n Y f(m)? < (Z f(m))z-

meM meM

To ale odporuje znamé Cauchyové nerovnosti. Tim je tvr-
zeni Glohy dokazano.
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A-1lll-6

Ztejmé muzeme predpokladat, ze dané mnoziny jsou navza-
jem disjunktni. Jestlize A; nema pozadovanou vlastnost,
muzeme pro libovolné prirozené ¢islo m najit k; > 0 ta-
kové, ze kazdych ki ¢isel a1 < as < ... < ap, z mnoziny
A, obsahuje mezeru m po sobé jdoucich ¢isel, kterd do ni
nepatii (aj41 —a; > m). Odtud plyne, ze doplnék mnoziny
A; v N, tj. sjednoceni mnozin A, U Agz, obsahuje libovolné
dlouhou posloupnost po sobé jdoucich ¢isel.

Predpokladejme, ze ani mnozina As nemé pozadovanou
vlastnost. Pak tedy existuje ko > 0 takové, ze kazdych ks
¢isel a3 < as < ... < ag, z Ag obsahuje mezeru m po sobé
jdoucich éisel, které do ni nepat¥i. Podle predchézejici avahy
v mnoziné A, UA3 existuje kom po sobé jdoucich ¢isel; pokud
ko z nich patii do mnoziny A, obsahuje takova ko-tice me-
zeru nejméné m po sobé jdoucich ¢isel, ktera lezi v Az. Je-li
naopak jen nejvyse ko — 1 z nich z mnoziny A, rozdéli tato
Cisla vybranych kom cisel na nejvyse k, interval, z nichz
aspon jeden obsahuje nejméné m po sobé jdoucich &isel z As.
To ovSem znamena, ze 1 v takovém pripadé mnozina Ag ob-
sahuje libovolné dlouhou posloupnost po sobé jdoucich ¢isel.
Pak ale mnozina Az mé pozadovanou vlastnost dokonce pro
m=1.
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