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Kategorie P

Texty tloh

P-1-1

Permutdciou &isel 1,2,..., N (kratko permutdciou) nazyvame prosté zo-
brazenie mnoZiny {1,2,...,N} na seba. Permutédcia P priradi kazdé-
mu &islu z intervalu (1..N) nejaké é&islo z intervalu (1..N). Skladanim
permutécii dostdvame znova permutacie. Dvojité zloZenie permutéacie P
je permuticia D s vlastnostou: D[i] = P[P[i]] pre kazdé i z intervalu
(1..N). Permutéacia &isel 1,2,..., N sa v pocitali reprezentuje datovou
~ Struktirou typu pole, pri¢om i-ty prvok pola obsahuje funkéni hodno-
tu Pl[i].

Uloha: Napiste a zdovodnite program, ktory pre zadané celé &slo N >
> 0 apole P[1.. N], reprezentujtice permutéciu ¢isel 1,2, ..., N, vypocita
jej dvojité zloZenie. Vysledna permutécia musi byt po ukonleni vypoétu
ulozend v poli P. a program nesmie pouzivat iné pole (resp. inli vi¢Siu
datova $truktiru).

P-1-2

So Specidlnym grafickym vystupom sa pracuje tak, Ze jeho $tvorcova ob-
razovka je rozdelend na $tvrtiny oznacené 1, 2, 3 a 4 (lavd hornd ma
&islo 1, prava hornd 2, lava dolnd 3 a prava dolné 4), kazda zo $tvrtin je
zase rozdelend na $tvrtiny a tak dalej. Takto ziskané Stvrtinky sa ozna-
¢ujt kédom (tj. koneénou postupnostou obsahujicou Eislice 1, 2, 3, 4)
a nazyvaju sa typizované Stvorce. Pri komunikacii s programom sa kody
zapisuju vo forme prirodzenych isel v desiatkovej sistave (zmysel maji
samozrejme len isla obsahujtce iba cifry 1, 2, 3, 4). Celd obrazovka ma
kod 0. Napriklad $tvorec 1, 4, 2 vidno na obrazku s napisom ,,TU“ a jeho
kéd je &islo 142. Utvar je mnozina typizovanych $tvorcov, reprezentovana
mnozinou ich kédov.
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Uloha: Napiste a dokaZte ¢o najefektivnejsi algoritmus, ktory pre za-
dané N > 0 a pole K[1..N] celych &isel — kédov typizovanych Stvorcov
zisti, ¢i z nich vytvoreny atvar je typizovany Stvorec.

P-1-3
Méme dany nasledovny program v Pascale:
program MOPI3;
var k, z, pocvel, pocmal: integer;
begin
write(’K: ’); readln(k);
{ »} pocvel := 0; pocmal := 0;
z =0
while £ > 1 do
begin
{ >} pocvel := pocvel + 1;
while (k mod 2) = 0 do
begin
z:=x+1; k:=kdiv 2
end;
=k-1;
while z > 0 do
begin
{ »} pocmal := pocmal + 1;
k:=kx2+1;xz:=2—-1
end
end;
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writeln(’Pocet velkych prechodov bol: ’, pocvel);
writeln(’Pocet malych prechodov bol: ’, pocmal)
end.

Premenné pocvel a pocmal iba pocitaju pocty prechodov cez vonkajsi
cyklus a cez jeden z vnutornych.

Uloha: Zistite (a zdovodnite svoje tvrdenie), pre ktoré &isla k je pocet
velkych prechodov rovny poctu malych.

P-1-4

Na vstupe mame slovo v tvare w; # ws, kde retazce w;, wo st neprazdne

a obsahuju iba znaky ‘0’ a ‘1. Tieto refazce reprezentuju ¢isla v dvojkovej

ststave, pri¢om vySSie rady st zapisané neskor. Napr. vstup ‘10114011’

reprezentuje dvojicu &sel 1101 a 110 zapisanych v dvojkovej siistave.

a) NapiSte program vo Froscale, ktory vypocita stcet ¢isel wy a wo a vy-
piSe ho v dvojkovom zapise v obratenom poradi cifier (tj. tak isto,
ako su tie &isla zapisané na vstupe). Napriklad pre vstup v tvare
‘00140111’ by mal vypisat ‘01001’.

b) NapiSte program vo Froscale, ktory vypocita siéin ¢isel wy a we a vy-
pie ho v dvojkovom zépise v obraténom poradi cifier. Napriklad pre
vstup ‘0141001101’ by mal vypisat ‘01001101°.

c) Popiste (neformadlne), ako by vyzerali programy riesené v Casti a) a b)
v pripade, Ze by retazce w;, ws obsahovali znaky ‘0’ az ‘9’ a repre-
zentovali by ¢isla v desiatkovej ststave.

Ucéebny text k 4. prikladu: Froscal — Frontovy Pascal

Jazyk bez procedir, premennych, syntaxou pripominajaci Pascal (aj
so skokmi) a s jedinou pamiétovou Struktiirou — frontom — to je Froscal.
Front je datova Struktira s premenlivou velkostou (nie nepodobné za-
sobniku), u ktorej sa vklada na jeden koniec a vybera sa z druhého. Je
zndma rovnaka organizacia pamiti pod ndzvom FIFO — first in first out.
- Presnejsie: Froscal je Pascal bez premennych (a tedaaj bez priradenia),
s while a repeat cyklami, prikazmi case a if a skokom goto. M4 dve fiktivne
premenné INP a TOP typu char a skrytt premennt front znakov. INP
je prave ¢itany znak zo vstupu a TOP je znak na zaciatku frontu. Dalsie
- prikazy: NEXT nacita novy znak zo vstupu do fiktivnej premennej INP,
PUT(znak) resp. PUT(premennd) ulozi znak resp. hodnotu premennej
INP alebo TOP na koniec frontu, GET vyhodi prvy prvok z frontu. Prikaz
write ma Pascalovski definiciu, tj. moze sa vypisat znak, premennd, re-
tazec alebo postupnost takychto vyrazov. Specidlnym znakom na vstupe
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a vo fronte je znak ‘?’, ktory na vstupe znamena presiahnutie vstupného
slova a vo fronte znamena prazdny front. Ak INP = ‘?’ (resp. TOP =
‘?"), potom prikaz NEXT (resp. GET) ni¢ nespravi. Ani PUT(‘?’) ni¢
nevykona.

Program pracuje tak, Ze na vstupe ma slovo nad dopredu presne urce-
nou abecedou (podmnozinou vypisatelnych znakov) a na vystupe (write)
moZe vypisat rieSenie problému. Testovat korektnost vstupnej abecedy
nie je nutné; dokonca ak je Specifikovany forméat vstupu, tak ho netreba
testovat. Do frontu ukladat, testovat a vypisovat mozno lubovolné vypi-
satelné znaky. Na zaliatku prace programu je front prazdny (tj. TOP =
).

Orienta¢na gramatika jazyka Froscal:

(program) = program (meno); [(dekl. skokov)] (telo programu)
(dekl. skokov) = label (skok), (skok)]*;
(skok) = (celé ¢islo)
(telo programu) = begin (prikazy) end.
(prikazy) = (ni€) | (prikaz)[; (prikazy)]
(prikaz) = [(skok): ]*(elem. prikaz)
(elem. prikaz) = begin (prikazy) end

| if (podm) then (prikaz)| else (prikaz)]

| case (vyraz) of

((selektor): (prikaz);)*
[else (prikaz)]
end ‘

| while (podm) do (prikaz)

| repeat (prikazy) until (podm)

| goto (skok)

| write((write vyraz)[, (write vyraz)|*)

| PUT((vyraz))

| GET

| NEXT
(podm) = (relacia)

| ((podm)) and ({podm))

| ((podm)) or ({podm))

| not({podm))
(relacia) = (vyraz)(relatny znak)(vyraz)
(rela¢ny znak)=
=|<|<=|>|>=|<>]|in
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(vyraz) = INP | TOP | (znak konst.)
| (interval znakov) | (mnoZina znakov)
(write vyraz) = INP | TOP | (znak konst.) | (retazec)
(pozndmka) = {(text bez ‘}’)}
pozndmka méze byt kdekolvek rovnako ako v Pascale.

Priklad: Program, ktory mé na vstupe slovo nad abecedou [‘a’, ‘b’,
‘¢’, ‘d’] v tvare w; # ws. Treba otestovat, ¢i sa w; = ws.

program TEST;
label 13;
begin
{front sice prazdnit netreba, ale na precvienie}
while TOP<>’?’ do GET;
while not((INP ="#’) or (INP =7")) do
’ begin {ete sme vo w;, treba uloZit}
PUT(INP); NEXT
end;
if INP<>"#’ then goto 13; {slovo m4 tvar w; bez '#'}
NEXT;
while (INP<>’?") and (TOP = INP) do
begin {dalsi znak sa rovn4, ideme dalej}
GET; NEXT
end;
if (INP = TOP) and (INP = 7)) then write(’ANO’)
else 13: write('NIE’)

end.

P-11-1
Permutdciou &isel 1,2, ..., N (kratko permuticiou) nazjvame prosté zo-
brazenie mnoZiny {1,2,..., N} na seba. Permutacia P priradi kazdému

&islu i € (1..N) nejaké éislo P[i] € (1..N). Skladanim permutacii dost4-
vame znova permutécie. K -te zloZenie permuticie P je permutéacia PX

s vlastnostou: "

PK[i) = P[P[...P[i]]] Vi€ (1.N).
N e

K —krat

Permutécia Cisel 1,2,..., N sa v pocitaéi reprezentuje dadtovou Struk-
tirou typu pole, pricom i-ty prvok pola obsahuje funkénii-hodnotu Pl[i].
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Uloha: Napiste a zdévodnite &o najefektivnejsi program (déraz je na
rychlosti), ktory pre zadané celé ¢islo N > 0 a pole P[1..N], reprezentu-
juce permutéaciu ¢isel 1,2,..., N, a celé ¢islo K podstatne vicsie nez N
vypocita jej K-te zloZenie. Vyslednd permutacia musi byt po ukonceni
vypo¢tu ulozend v poli P.

P-11-2

UvaZzujme $pecidlny graficky vystup opisany v tilohe P-I-2.

Uloha: Napiste a zdovodnite program, ktory pre dané dve celé &isla
S1,S2 2 0, reprezentujice dva typizované $tvoréeky (dané svojim ké-
dom), zisti, ¢ leZia pri sebe, tj. & sa dotykaji svojimi stranami zvonka.

Priklad: Stvoréeky 3 a 143 lezia pri sebe, ale 143 a 1423 nelezia pri
sebe, rovnako ani 14 a 143 nelezia pri sebe.

P-11-3

Napiste a dokdzte o najefektiviiej$i (doraz je na rychlosti) program,
ktory pre zadany retazec R dlzky N néjde také dva roézne znaky Z1 a Z2,
pri ktorych vykond nasledovny algoritmus maximéalny pocet vymen.

EsteHladaj:=true;
while EsteHladaj do
begin
EsteHladaj:=false;
for i:=1 to N-1 do
if (R[i]=Z1) and (R[i+1]=Z2) then
begin
{ vymena }
R[i]:=22;
R[i+1]:=Z1;
EsteHladaj:=true
"end;
end;

Znaky v refazci R mozete uvazovat z intervalu *A’..°J’.

Pozndmka: Dlzka zadaného retazca N moze byt velmi velka.

-

P-1l-4

Na vstupe je neprazdne slovo w obsahujtice iba znaky ’a’. Navrhnite
a popiste program vo Froscale, ktory vypocita dolna celi ¢ast dvojkového
logaritmu dlzky slova w a vypiSe ju v dvojkovom zdpise v obratenom
poradi cifier.
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Pozndmka: Priklad sa dé rie$if aj bez pouZitia prikazu goto.

P-Ill-1
Permutdciou &isel 1,2, ..., N (kratko permutéiciou) nazyvame prosté zo-
brazenie mnoziny {1,2,..., N} na seba. Permutacia P priradi kazdému

Cislu @ € (1..N) nejaké ¢islo P[i] € (1..N). Skladanim permutécii dosta-
vame znova permutacie. Dvojité zloZenie permutacie P je permutécia P?
s vlastnostou:

P2[i]= P[P[i]] Vi€ (1.N).

Permutécia ¢isel 1,2, ..., N sa v poéitaci reprezentuje datovou Struk-
tdrou typu pole, pri¢om i-ty prvok pola obsahuje funként hodnotu P[i].
Uloha: Napiste a zdovodnite ¢o najefektivnej$i program (déraz je na
rychlosti), ktory pre zadané celé ¢islo N > 0 a pole P;[1..N], repre-
" zentujiice permutéciu &isel 1,2, ..., N, vypoéita pocet takych permutécii
P, ktorych druhé zloZenie je zadand permutacia P, tj. pre ktoré plati
P 2 = P2. .

P-11-2

UvaZujme $pecidlny graficky vystup opisany v ulohe P-I-2.

Niekedy treba typizovany Stvorec presunit niekam inam. Aky bude
jeho kdd po jeho presunuti o K jeho Sirok doprava a L jeho $irok nahor?

Uloha: NapiSte a zdévodnite program, ktory pre dané celé &islo S 2> 0,
reprezentujtice typizovany $tvorec (dany svojim kédom), a nezaporné celé
¢isla K,L 2 0 vypocita a vypiSe kod Stvorca S po presunuti o K jeho
§irok doprava a L jeho Sirok nahor, alebo ohldsi MIMO OBRAZOVKY, ak
vysledny Stvorec sa nachadza mimo obrazovky zariadenia.

P-1ll-3
Méame dany nasledovny program v Pascale:

program MOPIII3;
var k,x,poc:integer;

q:0..9;
begin
write(’K:’) ;readln(k);
- > } poc:=0;
while k>0 do { hlavnj cyklus }
begin '
{ -> } poc:=poc+1;
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q:=0;x:=0;
while (k mod 10)=q do { cyklus A}

begin

x:=x*10+q; k:=k div 10;q:=9-q

end; ’
if q=9 then if k>0 then k:=(k+1)*10+9

else begin k:=0; x:=0; poc:=0 end
else begin k:=k-1; x:=x*10 end;

while x>0 do { cyklus B }

begin
k:= k*10 + x mod 10; x:= x div 10
end;
end;
writeln(’Pocet prechodov bol:’,poc)

end.

Uloha: Napiste a dokézte program, ktory pre zadané P vypocita taky
vstup K, aby vysledny polet prechodov hlavnym cyklom poc bol rovny
zadanému P.

P-1l1-4

Na vstupe je slovo v tvare w; * ws, pricom (neprazdne) slovd wy, ws
obsahujt iba znaky ’a’ az ’z’ a dlzka slova w, je omnoho mensia nez
dlzka slova ws.

Uloha: Napiste a popiSte program vo Froscale, ktory vypoéita pocet
vyskytov slova w; v slove wy a vypise ho v dvojkovom tvare v obratenom
poradi cifier.

Napriklad pre vstup ’aba*abababababababababababiuababab’ by
mal vypisat postupnost znakov ’0011’, reprezentujiicu &islo 12 (dvojkovo
1100,).
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Reseni loh

P-1-1

Kazdt permuticiu P moéZeme rozloZif na niekolko navzdjom disjunkt-
nych cyklov, P = C,C;...C,,. Kazdy cyklus tvoria nejaké prvky mno-
ziny {1,...,N}, oznalme preto C; = (a;i1ai2 - .- a;iy;)- Cislo I; nazveme
dfzkou cyklu C;.

Samotna permuticia (zobrazenie P) vznikne zloZenim jednotlivych
cyklov. Podobne dvojité zloZenie permutécie vznikne zloZenim dvojitych
zlozeni jednotlivych cyklov; D = P? = C2C%...C2,. Stadi preto prejst
kazdym cyklom, ,preéislovat ho, tj. zabezpeéit aby P’'[i] = P[P[i]] (P’ je
stav pola P po skonleni programu, P’[i] = D[i]) a Gloha je vyrie§en4.

Cyklus Cj tvoreny prvkami a;,ai,2,...,a;;; méZeme precislovat po-
stupnostou priradeni

P'la; 1] := P[P[ai]]
P’[a,-,2] = P[P[a,-,g]]

Ale v okamihu vykonania prvého priradenia je hodnota P[a; ] prepisa-
n4 novou hodnotou P’[a;;], preto si treba pévodni hodnotu predcha-
dzajiceho prvku pamitat, aby sme vedeli uréit a; 2 (= Pla;;1]). Takisto
narazime na problém pri precislovavani posledného prvku cyklu. TotiZz

P'la;;] := P[Plaiy]] = Plaial,

ale tato hodnota je opit prepisand (paméitame si len jeden predchadzajici
prvok). Tento problém sa d4 odstranit uchovanim hodnoty prvého prvku
cyklu. .
Potrebujeme teda zabezpeéit dve veci: najst cyklus, ktory sme zatial
neprecdislovali, a precislovat ho.

Jeden spGsob, ako néjst eSte nepreislovany cyklus, je takyto:

Nech vSetky prvky, ktoré st uz precislované, maji zadporné znamienko;
teda nech P'[z] = —P[P[z]]. Potom sa zafiatok cyklu nijde lahko ako
prvy vyskyt kladného ¢&isla:

novy:=1;
repeat
while (novy<=N) and (p[novy]<0) do
begin
plnovyl :=-p[novyl;
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prvok p[novy]l uZ je pre&islovany;
mdéZeme mu obnovit kladné znamienko,
pretoZe ho uZ nebudeme testovat
inc(novy)
end;
if novy<=N then
precisluj(novy) precisluj musi siZasne
nastavovat znamienko
until novy>N;

Usek programu, ktory zabezpetuje preéislovanie jedného cyklu, moze
vyzerat napr. takto: )

procedure precisluj (zac:integer);
var i,j,pa:integer;

begin
i:=zac; zac je zatiatok cyklu
pa:=plzac]; do pa uchovame P[prvy prvok cyklul

while p[i]J<>zac do podmienka P[i]=zac je splnend, iba
ak uZz je spracovany posledny prvok

begin cyklu
j:=plil; uchovéame P[i]
plil:=-p[p[il]; ---> toto je vlastné priradenie;
sifasne nastavujeme znamienko
i:=j a posunieme sa na dal$i prvok cyklu
end;
plil:=-pa e3te nastav poslednyj, opat na zaporné

end;

Pretoze maximalna dfzka cyklu je N, je aj zlozitost predislovania
jedného cyklu O(N). Lenze pri precislovidvani cyklu sa pristupuje iba
k prvkom tohoto cyklu, teda pri precislovani vSetkych cyklov spolu sa
vykond O(N) operécii. Casova zlozitost celého preéislovania je teda li-
nearna vzhladom k N. Pri hladani zadiatku cyklu popisany algoritmus
testuje kazdy prvok prave raz (a prave raz sa mu oto¢i znamienko), preto
je celkovd Casova zlozitost tohoto riesenia ulohy O(N).

Otacanie znamienka je tu pouzité ako trochu necisty trik, pretoze
sa takto vlastne simuluje pole logickych hodndt, a pomocné polia st
zakdzané. Vychidzajic z minulého roénika MO-P, kde rozbor jedného
prikladu povazoval pomocné logické pole a ,znamienkovanie“ za rovno-
cenné metddy z hladiska pamitovej naro¢nosti, nemalo by to vlastne byt
korektné rieSenie. Faktom vSak ostéva, Ze predkladané rieSenie skutocne
pole v pravom slova zmysle nepouZiva, dosahuje vSak pomerne vyhodni
Casovt zlozitost. Pozor! Ak by sme hladali zaiatok cyklu vzdy znova od
prvého prvku, zvySuje sa tym &asovi zloZitost na O(N?).
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Predvedieme teraz rieSenie, ktoré sa dosledne snazi nepouzivat me-
tody stotoZnitelné s pouZitim pola (majme napr. obmedzenie, Ze vietky
prvky pola P mézu nadobudat iba hodnoty z intervalu (1..N)).

Na prvy pohlad sa zd4 byt sprévna takito metéda hladania zaiatku
cyklu: PovaZujme za zadiatky cyklov iba ich najlavejsie prvky. Pre kazdy
prvok permutacie teda najprv predpokladame, Ze v iom cyklus zaéina.
Prejdeme postupne cely cyklus, a ak sme pritom presli prvok s indexom
mensim ako predpokladany zaciatok, prave testovany prvok uz nemoze
byt zatiatkom cyklu a treba skisit dalsi prvok:

for a:=1 to n do skiSaj postupne v3etky prvky
begin

i:=a;

repeat
moze:=(i>=a); ak sme vpravo od a, e3te stdle mdZe byt
i:=p[i] posunieme sa po permutacii

until (a=i) or not moze; celj cyklus alebo a nie je za&.

if moze then ak sme nasli zac&iatok,

precisluj2(a) méZeme preZislovat
end;

(Pozn. precisluj2 je ekvivalent procediry precisluj s tym rozdie-
lom, Ze neotaca znamienka.)

Pri tomto spdsobe vyhladdvania zaliatku prechddzame pre kazdy pr-
vok jeho cyklus (nie nutne cely, pretoZe hladanie konéi hned pri prvom
zlom prvku v cykle, ale vo veobecnosti je poget prejdenych prvkov v jed-
nom cykle porovnatelny s N). KedZe prvkov je N, Gasova zlozitost je
O(N?).

Popisany sposob mé vSak vyrazny nedostatok — riesi ilohu chybne.
Ak totiz v permutécii P existuje cyklus parnej dlzky, tak po dvojna-
sobnom zloZeni sa rozpadne na dva cykly polovi¢nej dizky. Ak potom
pri hladani za¢iatku dal$ieho cyklu narazime na najlavejsi prvok patriaci
druhej Casti rozpadnutého cyklu (vSetky prvky tejto druhej Casti leZia
vpravo od uz ndjdeného zacdiatku povodného velkého cyklu), povazujeme
ho za zaciatok nového, dosial nepredislovaného cyklu a aplikujeme naiiho
precislovanie. Tym sa v8ak porusi povodné preéislovanie, ktorym tento
cyklus polovi¢nej dlzky vlastne vznikol, o v koneénom ddsledku porusi
celé rieSenie.

Cely postup teda zlyha na druhej ¢asti rozpadnutého velkého cyklu.
Stadi viak za za&iatok cyklu povazovat nie najlavejsi, ale najpravejsi pr-
vok cyklu. Tym sa zabezpe¢i, Ze Ziaden z prvkov, ktoré sa prave precisluju,
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sa uZ nebude testovat na to, & je zaiatkom cyklu. Teda ak sa aj cyklus
rozpadne, uz to nevadi. Upravend Cast programu:

for a:=1 to n do skiiSaj postupne v3etky prvky
begin
i:=a;
repeat
moze:=(i<=a); ak sme pred a, eSte stdle mbZe byt
i:=p[il posunieme sa po permutédcii
until (a=i) or not moze; celj cyklus alebo a nie je zat.
if moze then ak sme na3li zaliatok,
precisluj2(a) mdZeme pre&islovat
end;

(Rovnako spravne je hladat najlavejsi prvok, ale postupovat od konca
pola k zaéiatku.)

Pre takto upraveny program plati vSetko, ¢o sme povedali o predché-
dzajicom (zloZitost), ale riesi ulohu spravne a bez pomocného pola.

Kompletny vypis jedného z rieSeni:

program P.I_1;
var p : array [1..100] of integer;
n,a,i : integer;
moze : boolean;
procedure precisluj (a:integer);
var i,j,pa:integer;
begin
ir=a;
pa:=plal;
while p[il<>a do
begin
j:=plil;
plil:=plplill;
i:=j
end;
plil:=pa
end;
begin -
write(’N: ’); read(n);
write(’P: ?); }
for i:=1 to n do read(p[il);
for a:=1 to n do
begin
moze:=true;
i:=a;
repeat
moze:=(i<=a);
i:=p[i]
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until (a=i) or not moze;
if moze then
precisluj(a)
end;
write(’D: ’);
for i:=1 to n do write(p[il,’ ’);
writeln
end.

P-1-2

Nech A, B sa kédy dvoch typizovanych $tvorcov. Stvorec B lezi v $tvorci
A (je pokryty $tvorcom A) préve vtedy, ked 3k 2 0: A = B div 10¥, teda
kéd A je prefixom kédu B. Takuto situdciu oznaime A = otec(B).
Stvorec K sa da pokryt ($tvorcami K ...K,), ak sa kéd K vysky-
tuje medzi kddmi K; ... K,, alebo ak sa medzi tymito kédmi vyskytuja

stcasne 10- K +1,10- K +2,10- K +3,10- K + 4.

(1) Nech K, = otec(K,). Je zrejmé, Ze kéd K, neovplyvni, & vysledny
utvar bude typizovany Stvorec, alebo nie, lebo Stvorec K, je Gplne
pokryty $tvorcom K,. Kéd K, teda nemusime brat do avahy.

(2) Nech K, Ky, K., K, st 4 rézne kody, pre ktoré plati:

K = K, div 10 = K, div 10 = K, div 10 = K, div 10.

Potom tieto Stvorce tvoria spolu typizovany Stvorec K (o 1 ,rad“

VACST).

Pravidla (1) aj (2) redukuja poéet kédov, ktoré treba brat do tivahy.
Pravidlo (1) uréuje, ktoré kédy st zbytoéné a pravidlo (2) sklad4 4 stvor-
ce do jedného. Prakticky vSetky mozné rieSenia spocivaja v aplikovani
tychto pravidiel na vstupné kédy.

Tvrdenie: Ak K; ... Ky st kédy, ktoré ete treba spracovat, N > 1
a na kédy K, ...Ky sa nedd aplikovat ziadne z uvedenych pravidiel,
atvar nie je typizovany Stvorec.

DOKAZ sporom: Predpokladajme, Ze vysledny atvar bude typizovany
Stvorec, nech je jeho kéd T'. Nech K;...Ky st kddy, ktoré ostali po
aplikovani pravidiel (1) a (2) a nech sa uZ ziadne z tychto pravidiel ned4
pouzit.Potom vysledny ttvar je typizovany Stvorec prave vtedy, ked sa
T da pokryt Stvorcami K ... K,. To znamena, ze
a) 3,1 S¢S N: K; =T. Kedze ale T pokryva vietky Stvorce, plati

Vj: K; = otec(K;) (a = otec(a) plati). To znamena, Ze sa da pouzit

pravidlo (1), ¢o je spor s predpokladom.
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b) Iz,9,z,v: K, = 10-T+1, K, =10-T+2, K, =10-T + 3,
K, =10-T + 4. Z toho vyplyva, Ze sa d4 aplikovat pravidlo (2), ¢o
je spor s predpokladom.

Rozdiel v rieSeniach spo¢iva hlavne v rozdlelnom sposobe aplikacie
pravidiel. Najjednoduchsi algoritmus je nasledovny:

opakuj
skis aplikovat (1)
skiis aplikovat (2)
pokial sa eSte da aplikovat
ak ostal jediny kéd, tak Je typizovany 3tvorec
inak Nie je typizovany Stvorec

skis aplikovat (1) je zloZitosti N (prehlad4vanie dvojic ¢isel)
skiis aplikovat (2) je zloZitosti N* (prehlad4vanie $tvoric &isel)
Hlavny cyklus prebehne rddovo N-krét (pravidlo (1) zmensi N o 1

a pravidlo (2) o tri (jeden kdéd nahradi $tyri)). Celkova zloZitost takéhoto

algoritmu teda moze byt podla individuélnych vylepSeni O(N*) a viac.
Vyrazné zlepSenie zloZitosti sa d4 dosiahnut usporiadanim pola ké-

dov. Nech pre kédy Kj; ... K, plati:

a) Vr < y < z: K, = otec(K,) = K, = otec(K ), teda kody Stvor-
cov pokrytych Stvorcom K, tvoria stvisly tsek hned za kédom K,
a zaroven

b) Ve <y<z<v (aK: K,=10-K+1; K, =10- K +2;

K,=10-K+3;K,=10-K+4 =

Yw;z S w S v: (K, = otec(K;) V K, = otec(Ky) V
' V Ky = otec(K,) V Ky = otec(K,,)))

potom by sa operacie z predchadzajtceho programu skis aplikovat
(1), skias aplikovat (2) dali previest linedrne vzhladom na N aj
s upravou pola.
~ Usporiadanie méze vyzerat napriklad takto: Nech A= cQng,
B =b;...b,,. Potom

ap <bp = A<B

ay>bp = A>B

‘ay=b; = az<by = A<B
as>by = A>B
az=by = a3 <bs...
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priCom a, = 0 pre x > n4, podobne pre B. Toto usporiadanie vyhovuje
poziadavkam. i “

Vidime, ze sa jedna o normélne usporiadanie podla velkosti kddov
K; ... Ky, keby sme ich vSetky doplnili sprava nulami na rovnaky pocet
cifier. Nech maximélny pocet cifier je L. Potom zarovnanie na rovnaké
dfzky kédov je zlozitosti L - N. Triedenie mozno pouzit Quick-sort, Do-
bosiewics-sort (zloZitost N - log N) alebo takzvany Radix-sort zloZzitosti
L-N. '

Toto triedenie vyuziva skutocnost, Ze ¢isla K ... Ky vieme jednym
priechodom utriedit podla jednej z cifier. Ak pouZijeme pomocné pole, da
sa dokonca zabezpec€it, aby pri triedeni zachovaval poradie kdédov s rov-
nakou cifrou, podla ktorej sa triedi, tzn. ak K;, K; s kdédy, zhoduja sa
v cifre, podla ktorej sa triedi a ¢ < j, potom aj po roztriedeni bude K;
pred K;. Ak teda ¢isla roztriedime podla poslednej (L-tej), predposledne;
(L —1-vej), ... 2., 1. cifry, budd utriedené podla velkosti. Nech z-t4 cifra

- [wlfi,] mod 10,
A=ay...a,,,0,0... (L cifier),
B="b;...b,,,0,0... /(L cifier).

Nech(Hr:al =byANay=by A...Na,=b, N Qry <br+1) & A< B.

Po triedeni (r + 1)-vou cifrou musi byt A pred B; po triedeni r, r — 1,
r—2, ..., 1. cifrou sa poradie A, B musi zachovat, ¢ize skuto¢ne A < B,
takZe po pretriedeni bude A pred B.

Triedenie jednou cifrou je jeden priechod pola; triedenie podla L cifier
ma zlozitost L - N.

Opit existuje viac spésobov ako zistit, ¢i takto utriedené pole je ty-
pizovany Stvorec. Idedlne by bolo, keby zlozitost tejto opericie nebola
vicsia ako zlozitost triedenia.

Nech sa na K; ... Ky neda aplikovat (1) a d4 sa (2). MdZe nastat
situécia, Ze by po aplikovani (2) sa dalo aplikovat (1)? Nech 3z,y, z,v, K:
K,=10-K+1, K, =10-K+2, K, = 10-K+3, K, = 10- K +4. Teda K je
predchodca K, Ky, K., K. Je jasné, Ze K, také, Ze by K = otec(K}), ale
ani jeden z K, ... K, nie st predchodcom I mbdze existovat len vtedy,
ak Kj = K. Potom by sa ale dal aplikovat (1), lebo K = otec(K,) ...,
¢o je spor s predpokladom. To znamen4, Ze pravidlo (1) sta¢i aplikovat
iba raz.
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Majme utriedené pole K ... K, aplikujme nai pravidlo (1). Ak by
zvy$né kédy tvorili typizovany Stvorec, tak by sa dalo opakovane apliko-
vat pravidlo (2), kym by nezostal jediny Stvorec.

Vsimnime si prvok Kj:

a) bud K; je kddom vysledného typizovaného $tvorca, potom ale N musi

byt 1.

b) K; sa bude podla pravidla (2) skladat s dalsimi kédmi; potom ale

vdaka usporiadaniu sa musi K; mod 10 rovnat 1.

Algoritmus: opakovane, pokial N > 1 a K; mod 10 . 1 sktiame
poskladat kéd K; div 10.

Celé zistenie, ¢i mnozina koédov je typizovany Stvorec, alebo nie, je
zlozitosti L - N: kazdy kdéd sa pouZije na spdjanie do vicSieho Stvorca
prave raz; vdaka usporiadaniu sa $tvorce vyuzivaji porade.

.

P-1-3

Spravne rieSenie je, Ze PocVel = K — 1 a pocet priechodov malym a vel-
kym cyklom sa rovna vtedy, ked K = 2%, i € N.

Aby sme mohli dokazat toto tvrdenie, musime najprv dokazat niekol-
ko pomocnych tvrdeni:

Majme dany nasledovny algoritmus:

vstupnd hodnota: K[0]

for i:=1 to x do
K[i] :=2*K[i-1]+1;

vystupnd hodnota K [x]
Dokézme, ze K, = Ky - 2* + (2% — 1).

KJ—‘

Kj
oy
- ~

Ko
A
- ~

K1 E
Ko=((..((Ko-2+1)-2+1)2+1)..)-2+1),

¢o je v podstate princip Hornero{rej schémy na vypocet hodnoty polyné-
mup(y) =Ko -y*+1-y° ' +1-y°2+...+1-2+1 v bode 2. Hodnota
polynému bude

K.=Kp - 24+ (2° 142724+ . +2+1)=Ko-2° 4+ M,
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kde M =2°"1 42272+ +2+41. M je stiet geometrickej postupnosti:
a=2"Yn=gq=73,

g" -1 ‘
q—l % . 9z

]\’[200-

teda K, = K- 2% 4+ 2% — 1, ¢o bolo treba dokézat.

(1) Dokazme teraz, Ze hodnota K sa zmensi v kaZdom priechode vonkaj-
$im cyklom o jedna, z ¢oho vyplyva, Ze hodnota PocVel bude K — 1:

Program Mopi3;
Var K,X,PocVel,PocMal:Integer;

Begin
Write(’K:’); Readln(K);
PocVel:=0; PocMal:=0;
X:=0;
While K>1 Do
Begin
PocVel:=PocVel + 1; K:m-?j; mmod2 =1; taky
zapis musi existovat, lebo K >1
While (K Mod 2)=0 Do  bude splnené, aZ ked K =m,
lebo K sa jedine deli dvoma
Begin g
X:=X+1; K:=K Div 2 K =m-2/71, m.2972 ;.20
Kx =m- 2‘7_.X ‘
ak K =m- 29!, tak X =j—jl1

End; K=mX=j
K:=K-1; K=m-1
While X>0 Do opakuj X-krat

Begin

PocMal:=PocMal + 1; zva&si PocMal o 1 =
na konci PocMal = PocMal + X
- K:=K#2+1; X:=X-1
End vid hore: Kx = (m—1)-2"4+2-1=
=m-2"-1=K-1
Vo velkom cykle sa K zmenSi o 1.
K teda nadobida hodnoty
K,K—-1,K-2,...3,2.
Vo velkom cykle sa zaroveh PocVel
zvais3i o 1 = PocVel=K —1
End; :
Writeln(’Pocet velkych prechodov bol:’,PocVel);
Writeln(’Pocet malych prechodov bol:’,PocMal)
End.



(2) Hodnotu PocMal urlime nasledovne: Vieme, zZe velky cyklus prebeh-
ne K — 1 krat s hodnotami K: K,K — 1,K — 2,...,3,2,1. Dalej
vieme, ze PocMal sa v kazdom cykle zviési o i, kde K = m - 2¢,
mmod2 = 1. Teda pre K delitelné 2¢ sa inkrementuje o i, ak 2!
Jje maximdlna mocnina 2, ktord deli K. Medzi ¢islami od 1 po K je

AT PRl F 1 7 I A g ¢ )
delitelnych 2* prave [—-;], to znamena, ze pri prave [’_{] hodnotach

.....

L
e 019 2
PocMal =Y i- [—2-] ol <K <2141 (L = [log, K)).

=1
V tomto stéte sme ale niektoré hodnoty zaratali viackrat, lebo hod-
nota K, ktora je delitelna 2¢ (i > 1), je delitelnd aj 2¢~1,...,2!. Nech
1 £.j < i. Potom kazdé 2i—7-te &islo delitelné 27 je delitelné aj 2°.
Teda spravna hodnota PocMal bude

Tento vyraz lepsie pochopime nasledovne: Ak 2° je najvidsia moc-
nina 2, ktord deli K, tak Cislo ¢ je vlastne poCet ndl na konci éisla K
zapisaného v dvojkovej stistave.

Poslednou ¢astou dékazu je dokazat, ze [5] + [E] + [%] +...+

2 L4
Ky
+ [Z_L] < K —1 a 7e rovnost nastéva prave vtedy, ked K = 2F.

Nech

K =2% 4242 4 94 oA
A1=\LA1>A2>A3>...>AT
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Potom

[% =241l oAl g 9Asml 4 oAt (1)
[? =242 24" 2 p A2 g A2 | (2)
K A1—A Az—A, As—A ’
K A=A, _ Ax—A,_ As—A,_
[2A_1 =924 r=1 4 942 =1 4 9243 " 1+_'_'+0 (Ar—l)
K: ................. .‘
[s] =1+0+0+...+0 (A1)

Spolu 24t —14242 — 1424 14 424 _1=
= K —r,

ale r = 1 len pre K = 2L, &o bolo treba dokazat.

2. sposob.

L L L
K K : K
= —] < _—= . -l = it il
PocMal ,-§=1: 5] = ?:1: =K ;_1:2 K-,
L bolo ale definované tak, 7e 2 < K, teda PocMal < K — 1. Rovnost
nastava prave pre K = 2L, Vtedy

K K
YlFl=XF
i=1 =1
K. 7.2 . y it
a teda I —-2-L—=I\—§E—I\—-1,cobolotrebadokazat.
P-1-4

\
Nech A, B su disla, ktorym zodpovedaji dvojkové zapisy

A=an2™ +am-12™"1 +.. .+ 20,
B=b,2" 4+ b, 12" V... +8y2°
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a nech w;, ws su zapisy Cisel A, B v dvojkovej sustave v obratenom

poradi cifier, teda w; = agay ...am, wy = boby ... b,.

Stcet C Eisel A a B mozeme urdit nasledujicim postupom:
Vyhodnotenim vyrazu ao + by ziskame prvii cifru c¢g zdpisu saétu

v obratenom poradi cifier a prvy prenos pg do vysSieho radu, pretoze

ap + bo = co + 2pg. Podobne a; +b; + pg = ¢1 + 2p;. Takto mdZeme

vyjadrit vSetky cifry suc¢tu. Dolezité pritom je, Ze na ziskanie ¢; potrebu-
jeme poznat iba a;, b; a p;_1. Tieto tri vstupné hodnoty mozu byt uréené

znakom na zaciatku frontu (a;), na vstupe (b;) a stavom programu (p;_1).

Kedze vsetky tri moézu nadobudat iba hodnoty 0 alebo 1, potrebujeme na

spravne rozliSenie dva rozne stavy programu (stav s prenosom 0 a stav

s prenosom 1). Z toho uz priamo vyplyva navrh Struktary programu:

(1) Nagitame slovo w; reprezentujice &islo A do frontu.

(2) Vypocet zatneme v stave s prenosom 0.

(3) Preéitame a; (z frontu) a b; (zo vstupu). Vyhodnotime a; + b; + p;—1.
Parnost vysledku udava i-tu cifru vysledku c¢;. Podla toho, ¢i nastal
prenos, pokracujeme v prislu$nom stave.

(4) Krok 3 opakujeme, kym sme nepreéitali obe &isla, teda max(m,n)-

* -krét, pri¢om za ,chybajice cifry“ a; (b;), ak i > m (j > n), pouZije-
me 0.

Cifry ¢éisla A ¢itame dvakrat (prvykrat pri kopirovani vstupu na front,
druhykrat pri samotnom vypoéte), cifry ¢isla B iba raz; Casova zloZitost
popisaného algoritmu je teda lineérna vzhlfadom na dfzku vstupného slova
wy * wa. »

Jeden z moznych zapisov popisaného algoritmu v jazyku Froscal:

writeln; naitanie slova w; do frontu
while INP<>’*’ do begin PUT(INP); NEXT end;
NEXT preskolenie oddelovala *
0: stav bez prenosu
while INP<>’?’ do
case INP of
’0’: begin
NEXT;
if TOP="1’ then write(’1’) else write(’0’);
GET .
end;
’1’: begin
NEXT; -

if TOP=’1’ then begin write(’0’); GET; goto 1 end;
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write(’1’);
GET
end
end;
goto 3;
1: stav s prenosom
while INP<>’?’ do

case INP of
’0’: begin
NEXT;

if TOP=’1’ then write(’1’)
else begin write(’1’); GET; goto O end;
GET
end;
’1’: begin
NEXT; ,
if TOP=’1’ then write(’1’) else write(’0’);
GET i
end
; end;
while TOP=’1’ do
begin
write(’0’);
GET
end;
write(’1?);
GET;
3:
while TOP<>’?7’ do
begin
write(TOP);
GET
end;
end.

Zékladna myslienka poditania stcinu dvoch ¢isel zapisanych v dvoj-
kovej stistave spociva v spocitavani mocnin jedného z ¢initelov. Nech A,
B st &isla vyjadrené rovnako ako v Casti a), nech S je ich sG¢in. Plati

S=A-B=B-A=
= (52" 4+ b2 . 4+ 0e20) - A=
=b,(2"A) + b1 (2771 A) + ... + bo(2°4).
Cisla b; nadobtidaj hodnoty 1 alebo 0, uréujt teda, & prisludny ¢len 2¢A

do stéinu pripoc¢itame alebo nie. Staci teda postupne generovat ¢&isla A,
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24,224, ...,2" A, po kazdom kroku preéitat prislusna cifru &isla B, a ak
je nenulové, pripoéitat nasobok A k saéinu. Cislo B teda netreba nikde
uchovavat; kazda jeho cifra prislicha prave jednému nasobku ¢isla A. Ak
tieto ndsobky vieme generovat v potrebnom poradi (neskor ukdzeme, ze
4no), potom treba kazdé b; pouZzit prave raz, mozu sa preto &itat priamo
zo vstupu. Cislo A vSak treba uchovat na front. Spolu s tymto &islom je
potrebné pamaétat si vo fronte aj medzivysledok s¢itovania. Je vhodné
ukladat tieto dve Cisla tak, Ze pri sebe stoja vidy cifry rovnakého radu,
teda mat na fronte postupnost apspai8i ...amsm, kde s; s cifry me-
dzivysledku. Takyto tvar uloZenia ¢isel prindSa vyhodu, Ze pri séitovani
nasobku ¢isla A a medzivysledku staéi prejst frontom iba raz; takisto
zdvojnasobenie &isla A (¢o je vlastne posunutie cifier a; o jedno mies-
to vpravo) vyzaduje iba jeden priechod frontom. Na vypoéitanie celého
stfinu je preto potrebnych rddovo m - n zdkladnych frontovych operacii.
PopiSme teraz blizSie samotni implementaciu nasobenia vo Froscale:
Najskor nacitame ¢éislo A do frontu a inicializujeme medzisucet.

repeat —
PUT(INP); PUT(’0’); NEXT

until INP=’%*’;

NEXT;

Na fronte je teraz ap0a;0a20...a,0. Tu za¢ina samotné nasobenie.
Ak sa v Cisle B vyskytuje cifra 1, ktord zodpoveda prave sa vyskytuju-
cemu nésobku ¢isla A na fronte, treba tento nasobok pripoéitat k dosia-
hnutému medzistétu. Algoritmus s¢itania je totoZny s rieSenim tlohy a)
s tou vynimkou, Ze obe ¢isla st teraz uloZené na fronte.

repeat
if INP=’1’ then
begin
PUT(’*’);
0: if TOP=’#’ then goto 2;
PUT(TOP) ;
case TOP of
’0’: begin GET; PUT(TOP); GET; goto O end;
’1’: begin
GET;
case TOP of
’0’: begin PUT(’1’); GET; goto O end;
’1°: begin PUT(’0’); GET; goto 1 end
end
end
end;
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1: if TOP=’#%’ then begin PUT(’0’); PUT(’1’); goto 2 end;

PUT(TOP) ;
case TOP of
’0’: begin
GET;
case TOP of
’0’: begin PUT(’1’); GET; goto O end;
’1’: begin PUT(’0’); GET; goto 1 end
end
end;
’1’: begin GET; PUT(TOP); GET; goto 1 end
end;
2: GET
end;

Vytvorime dalsi ndsobok &isla A. Znamena to, Ze sti¢asny ndsobok po-
trebujeme prenésobit dvoma, ¢iZze posunit o jednu cifru vpravo vzhladom
na medzistéet. To je ale to isté, ako ked posunieme medzistiéet o jednu
cifru vlavo. Najniz$ia cifra medzisictu, ktord by takto zanikla, uZ patri
hladanému sGéinu, pretoZe vietky dalSie pripoditavané nasobky &isla A
maji v dvojkovom zépise na konci dostatocny pocet nil. MdZzeme preto
tuto cifru vypisat.

PUT(’*’);
case TOP of
’0’: begin GET; write(TOP); GET; goto 10 end;
’1’: begin GET; write(TOP); GET; goto 11 end
end;
10: if TOP=’#*’ then goto 20;
PUT(’0°);
goto 19;
11: if TOP=’#%’ then begin PUT(’1’); PUT(’0’); goto 20 end;
PUT(’1°);
19: case TOP of
’0’: begin GET; PUT(TOP); GET; goto 10 end;
’17: begin GET; PUT(TOP); GET; goto 11 end
end;
20: GET;

~

Z povodného stavu frontu aps;a18i4+1 - - - m—1Si+m—10mSi+m Sme te-
da ziskali @g$i+1@18i42 - - . @m—1Si+mam0 a mdézeme pokralovat v spraco-
vavani dalSej cifry &isla B.

NEXT
until INP=’7’;

Precitali sme obe ¢isla, spocitali sme ich sGéin a vypisali sme jeho
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menej vyznamné cifry. NajvySSie cifry eSte ostali na fronte; treba ich
vypisat. Ak je najvyznamnejsia cifra sii¢inu nula, nevypisujeme ju.

GET;
while TOP in [’0’,’1’] do
case TOP of
’0’: begin GET; if TOP<>’?’ then write(’0’); GET end;
’1’: begin GET; GET; write(’1’) end
end;
writeln

Ak by sme ¢isla na fronte neuchovavali ,pomie$ané“, teda cifry rovna-

kého radu pri sebe, ale najprv jedno ¢islo a potom druhé &islo — zloZitost

by vzrastla na m? - n.

Pri rieSeni Casti ¢) si treba uvedomit, ako sa zmenia pociato¢né pod-
mienky, ktoré sme polozili pre nase rieSenia a) a b).

Pre tlohu a) musime namiesto Styroch kombindcii vstupnych cifier
uvazovat o 100 kombinacidch. Znamena to, ze kazdy prikaz case bude
mat desat vetiev. Séitavame vZdy tri desiatkové éislice. Dve z nich patria
zadanym ¢islam, ich sacet je najviac 18. V prvom kroku mozeme dostat
prenos najviac 1, v druhom kroku teda max. stcéet 19, ¢iZe zase prenos 1.
Je zrejmé, Ze prenos 2 nenastane nikdy, stacia preto dva stavy na vyjad-
renie prenosu.

V dlohe b) sa rovnako rozsiri blok zabezpecujici sc¢itanie. VSetky
ostatné Casti programu sa zmenia do tej miery, Ze namiesto dvoch ci-
fier musime rozliSovat cifier desat. Predpoklady rieSenia zmena zdkladu
Ciselnej stistavy nemeni, preto myslienka rieSenia zostéva rovnaka.

P-1l1-1

Permutéciu P moéZeme rozlozit na niekolko navzdjom disjunktnych cyk-
lov, P = C1C5...C,,. Kazdy cyklus tvoria nejaké prvky mnozZiny
{1,...,N},oznaéme preto C; = (@;10iz2 - - - ai ;). Cislo l; nazveme dlzkou
cyklu Ci.

Cykly st navzajom disjunktné, takze kazdy prvok z € {1,...,N}
patri prave do jedného cyklu. Preto ak zoberieme Iubovolné &islo e; pre
kazdy cyklus Cj;, tak z patri prave do jedného zo zlozeni C;*.

Nie je tazké ukéazat, ze pre cyklus C; dlzky I; a pre kazdé = spomedzi
prvkov cyklu a;1,...,a;;; plati

Cila] = C?la] = Li | (u - v).
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Dalej ak P = C,C;...Cp, tak PX = CKCK ...CK. Pretoze K je
ovela vitsie ako N (a teda aj ako [;), je vyhodnejSie zapisat ako P =
=C{105*...Cem kde l; | (K —e;). Cim mengie budi &sla e;, tym menej
operécii budeme potrebovat na vypocet C;*, a tym bude na3 algoritmus
efektivnejsi. ’ R

Zoberme e; = K mod l;. Potom Cfi[z] = CX[z] pre kazdé zmys-
luplné z. Budeme preto poéitat e;-te zloZenia cyklov C; pre kazdé
i € {1,...,m}. Zjednotenie tychto ,Ciastoénych zlozeni* bude K-te zlo-
Zenie permutacie P.

"Na vypotitanie C;* si staéi uchovat pévodné hodnoty prvkov pola
P prislachajice danému cyklu C; v pomocnom poli (H) a potom ich
z tohoto pola spét ukladat do pola P ,posunuté o e;“, teda PX[z] =
= H|[(z +e; —1) mod [; + 1] (na ukladanie vysledku mézeme pouzit opit
pole P, lebo cykly sG navzdjom disjunktné).

Takéto rieSenie spracuje kazdy prvok kazdého cyklu préave raz, preto
je jeho Casova zlozitost linedrna vzhladom na N. Pamitova zloZitost je
taktiez linearna, pretoZe v pomocnom poli potrebujeme uchovivat naraz
vidy iba jeden cyklus s maximélnou dfzkou N. Na vyhladanie zadiatku
dalsieho cyklu je pouzitd ,znamienkovacia“ metdda, teda prvky uZ spra-
covénjfch cyklov dostanii doCasne zdporné znamienko, aby sa odlisili od
dosial nespracovanych.

program Permutacie; '
type pole = array [1..100] of integer;
var p : pole;

k,n : integer;

i,prvy : integer;

procedure cyklus (prvy:integer);
var h : pole;
i,dalsi,d,s : integer;
begin
i:=prvy;.
d:=0; '
repeat
inc(d);
h[d]:=p[il;
i:=p[i]
until i=prvy;
s:=k mod d;
i:=prvy;
repeat
dalsi:=p[i];
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plil:=-h[s];
i:=dalsi;
s:=(s mod d)+1
until i=prvy
end;

" begin ) ‘
write(’Zadaj N: ’); read(n);
write(’Zadaj P: ’); for i:=1 to n do read(p[il);
write(’Zadaj K: ’); read(k); .
for prvy:=1 to n do
if p[prvyl>0 then cyklus(prvy);
for i:=1 to n do pl[i]:=-p[il;
write(’P~? ,k,’:?);
for i:=1 to n do write(’ ’,p[i]); writeln
end.

P-11-2

Najvyznamnejsie cifry kédu budeme zrejme spracovavat ako prvé, preto
je vhodné obratit poradie cifier v kédoch sl aj s2. P6vodne prva cifra sa
potom lahko zisti ako kéd mod 10.

Kym sa kddy vo svojich cifrach (teraz uz od konca) zhodujt, lezia oba
zadané §tvorce v tom istom typizovanom $tvorci (nie je podstatné, v kto-
rom), a nemoZeme preto zacat rozhodovat o susedstve. Zhodné cifry preto
odstranime. Ak jeden zo zvysnych kédov je 0 (a ten pokryva najmensi
typizovany Stvorec, v ktorom sa oba zadané $tvorce nachddzaji), nemézu
sa uz dotykat zvonku; takisto je tomu v pripade, Ze leZia v protilahlych
kvadrantoch (1 a 4 alebo 2 a 3, vZdy teda stilet 5). Tieto trividlne pripady
preto vylacime. ’

Teraz mo6zu nastat dva pripady: Stvorce budi mat spoloént bud vo-
dorovni hranu (lezia v kvadrantoch 1 a 3, resp. 2 a 4), alebo zvisla hranu
(1 a2, resp. 3 a4). Navzadjomnom poradi §tvorcov pritom nezélezi, preto
bez ujmy na vSeobecnosti rieSenia nech kéd sl prislacha Stvorcu leziace-
mu v kvadrante s niz8im &islom (teda ,lavejSiemu, resp. ,vrchnej$iemu*
z oboch Stvorcov).

Spominané dva pripady rozli§ime vyhodnotenim rozdielu poslednych
cifier zostavajucich kédov. Pre kazd z oboch moznosti existuje odteraz
jednoznaény algoritmus na zistenie susedstva. Rozoberieme podrobnejsie
iba pripad susedstva zvislou hranou; druhy pripad je obdobny:

Stvorec s1 m4 poslednt cifru kédu 1 a Stvorec s2 dvojku (alebo 3
a 4) — pozor! tu uZ zalezi na poradi tychto cifier. Potom jediné pripustné
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kombin4cie cifier na dalSom mieste st 2 a 1 alebo 4 a 3, inak sa susedstvo -
porusi. (Kéd 0 je ekvivalentny vSetkym kédom, teda napr. aj kombinécia
2, 0 je pripustnd.) -

V programe je definované pole Test. Jeho prvym indexom je druh su-
sedstva (vodorovne/zvislo), druhy index je posledna cifra kddu s1 a treti
index posledna cifra kédu s2. Toto pole predstavuje tabulku stavov ne-
jakého koneéného automatu a je definované takto:

0 — oba kddy st celé spracované a nezistilo sa, Ze Stvorce nesusedia,
tedy Stvorce susedia.

1 - dosial spracované €asti kédov zodpovedali susediacim dvojiciam
Stvorcov. Tento fakt susedstvo nepopiera, ale ani nepotvrdzuje,
preto treba testovat dalSie cifry.

2 — $tvorce nesusedia

program Stvorce;

const Test : array [0..1,0..4,0..4] of 0..2 =
(((0,1,1,2,2),(2,2,2,2,2),(2,2,2,2,2),(1,1,2,2,2),(1,2,1,1,1)),
((0,1,2,1,2),(2,2,2,2,2),(1,1,2,2,2),(2,2,2,2,2),(1,2,2,1,2)));

var S1,S2,Sikon,S2kon,Pom,T : integer;

function Prevrat (S:integer) : integer;
var p : integer;
begin
p:=0;
while S>0 do
begin
p:=10*p+S mod 10;
S:=S5 div 10
end;
Prevrat:=p
end;

begin
write(’Zadaj S1: ’); readln(S1);
write(’Zadaj S2: ’); readln(S2);
S1:=Prevrat(S1);
S2:=Prevrat(S2);
while (S1 mod 10) = (S2 mod 10) do
begin
S1:=S1 div 10;
$2:=52 div 10
end;
Sikon:=S1 mod 10;
S2kon:=52 mod 10;
if (Sikon=0) or (S2kon=0) or (Sikon+S2kon = 5) then T:=2
{ Ked jeden lezi v druhom alebo si v uhloprie&nych Stvorcoch.}
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else
begin
if Sikon>S2kon then
begin Pom:=S1; S1:=52; S2:=Pom end;
Pom:=abs (Sikon-S2kon) mod 2;
repeat
S1:=S1 div 10;
S2:=S52 div 10;
T:=Test[Pom, S1 mod 10, S2 mod 10];
until T<>1
end;
if T=0 then writeln(’Lezia pri sebe!’)
else writeln(’Nelezia pri sebe!’)
end.

P-H-3

Pojmom lokdlny pocet inverzii znakov. Z; a Z; v retazci R rozumieme

pocet takych vyskytov dvojic Z; a Z, v retazci R, Ze medzi nimi sa

nenachédzaji iné znaky ako Z; a Z,. Lahko sa nahliadne, Ze hladané
znaky zo zadania st prave také dva znaky, ktoré maji maximélny lokalny
pocet inverzii.

Skiisme si teraz predstavit, e mame vytvorent tabulku (dvojrozmer-
na) lokalnych inverzii pre nejaky zadiatolny tsek retazca R. Pridanim
dalsieho znaku (inp) moéZu nastat tri pripady:

(1) Novy znak je zhodny s poslednym (posl2) a nech pred nim existuje
znak r6zny od neho (posl1). Vtedy stali opravit tabulku inverzii iba
na mieste [posll,inp] priéitanim poétu vyskytov znaku posli na
konci preruSovanych nanajvy$ vyskytmi znaku inp.

(2) Novy znak je zhodny s predposlednym znakom posli. Vtedy staéi na
mieste [pos12, inp] priitat pocet vyskytov pos12 (posledného znaku)
preruSovanych nanajvy$ znakom posli.

(3) Novy znak je rézny od posledného (posl2) aj od posli. Vtedy staci

* tabulku inverzii poopravit na mieste [pos12, inp] o velkost posledného
suvislého tseku znakov posl2:

Z uvedeného vidime, Ze by bolo vhodné si viest priebeZne hodnoty po-
slednych dvoch réznych znakov posl1l, posl2, ich poéty poslednych vy-
skytov preruSovanych len navzijom (pocl, poc2), a velkost posledného
suvislého tseku posledného znaku (poc2posl). Po prepisani do programu
dostavame linedrny algoritmus s polom konstantnej velkosti.
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Hladanie maximélnej hodnoty sa da robit priebezne. Osobitne treba
eSte vyriesit inicializiciu- a zaliatok, lebo v rozbore sa predpokladé, ze
uz mame aspon dva rozne znaky spracované.

program Znaky;

var inp,posli,posl2,maxl,max2 : char;
pocl,poc2,poc2posl,pom : integer;
inver : array[’A’..°J’,’A’..’J’] of integer;

begin
for max1i:=’A’ to ’J’ do
for max2:=’A’ to ’J’ do

inver [max1,max2] :=0; {inicializéacia}
maxl:=’A’; max2:=’A’;
read(posll); pocl:=0; {prvé natitanie}

repeat inc(pocl); read(posl2) until posl2<>posli;
poc2:=1; poc2posl:=1;

while not(eoln) do {hlavny cyklus}
begin
read(inp);
if inp=posl2 then {pripad (1)}
begin inc(poc2); inc(poc2posl) end
else if inp=posll then {pripad (2)}
begin

posli:=posl2; posl2:=inp;
pom:=poc2; poc2:=pocl+l; pocl:=pom;
poc2posl:=1;
end
else - {iny znak --- (3)}
begin
posli:=posl2; pocl:=poc2posl;

posl2:=inp; poc2:=1; poc2posl:=1;
end;

pom:=inver [posl1,posl2]+pocl; {zv§sime poZet }
inver[posl1,posl2] :=pom; { inverzii. }
if pom>inver[max1,max2] then {je maximilny 7}

begin max1:=posll; max2:=posl2 end;

end;
writeln(’Z1=’,max1,’ Z2=’,max2)

end.

P-1l-4

Dolné cela Cast dvojkového logaritmu ¢isla je rovna poctu cifier v zapise
tohoto ¢isla v dvojkovej ststave minus 1. Tento pocet cifier mdzeme zistit
tak, Ze Cislo celodiselne delime dvoma. Pocet deleni, potrebny na to, aby
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sme ziskali vysledok nula, sa rovna poétu cifier. Potrebujeme ale poc&et
cifier minus jedna, delenie preto skon¢ime, ak je vysledok mensi ako 2.

Pre zadany tvar vstupného slova, ked potet znakov ’a’ udéva hod-
notu ¢isla, sa delenie dvoma realizuje Tahko-tak, Ze pre kazda dvojicu
po sebe idicich znakov (’aa’) do medzivysledku priddme iba jeden znak
’a’; tym ziskame Cislo reprezentované poloviénym poctom znakov, te-
da v naSom zépise s polovi¢nou hodnotou. Stéasne zvysujeme pocitadlo,
ktoré udava pocet vykonanych deleni. Ak dosiahneme pri deleni vysledok
0 alebo 1, n&s vypodet konéi. Stav poéitadla potom udéva dolnii celt &ast
dvojkového logaritmu zadaného ¢isla.

program Logaritmus;

begin :
repeat PUT(INP); NEXT until INP=’7’;
PUT(’*’); PUT(’0°); PUT(’#’);

repeat {redukuj po&et ’a’ na polovicu a zv§3 &itai}
GET; .
if TOP<>’*’ then {aspofi 2 znaky}
begin
GET; PUT(’a’);
-while TOP<>’#’ do {kazdd celd}
begin {dvojicu ’aa’}
GET; {zmef na ’a’}
if TOP<>’#’ then begin GET; PUT(’a’) end
end; .

GET; PUT(’*’);
while TOP="1" do begin GET; PUT(’0’) end; {zvys &itac}
PUT(’1’); if TOP<>’%*’ then GET;
while TOP<>’*’ do begin PUT(TOP); GET end;
GET; PUT(’*’) {¢ita& zvySeny}
end
until TOP=’%’;
GET; repeat write(TOP); GET until TOP=’x%’
end.

Casova zlozitost tohoto riefenia je O(2N +log, N -log, log, N), pamii-
tova zlozitost (maximélna velkost frontu) je N + log, log, N; N je dlzka
slova w. :

P-1l-1

Pri rieSeni je doélezité si uvedomit, ¢o sa s permutéciou deje, ak ju umoc-
hujeme (teda vytvarame jej druhtt mocninu), konkrétne nas zaujima, ¢o
sa deje s jej jednotlivymi cyklami. Vieme, ze cyklus neparnej dfzky bude
po umocneni opit cyklom (s rovnakou dlzkou). Ale kazdy cyklus parnej
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dfzky sa po umocneni rozpadne na dva cykly polovi¢nej dlzky. Z toho
mozeme s uréitostou tvrdit, Ze ak sa v druhej mocnine vyskytuje cyklus
parnej dlzky, vznikol rozpadnutim cyklu dvojnéasobnej dizky v pévodnej
permutécii. Ak sa v druhej mocnine vyskytuje cyklus neparnej dizky,
mohol vzniknit z cyklu rovnakej dlzky, alebo rozpadom cyklu dfzky dvoj-
nasobne;j. -

Spoéitajme v druhej mocnine poéty cyklov jednotlivych dfzok. V dal-
$om texte budeme L oznacovat dlzku cyklu a K (L) pocet cyklov tejto
dlzky. Zrejme cyklom dvoch rozdielnych dizok mozeme prisadit nezavislé
sposoby vzniku, a teda pri stanovovani po¢tu druhych odmocnin, teda
poctu permutécii, z ktorych po ich umocneni vznikla zadana permutécia,
musime vy¢islit saéin poctov spésobov vzniku skupin cyklov jednotlivych
dlzok. Ak oznalime S(L) podet spdsobov, ktorymi mohli vzniknit cykly
dlzky L, mozeme pisat

pocet druhych odmocnin = H S(L),

pri¢om nasobime cez vSetky L, pre ktoré K (L) > 0.
NaSou tlohou ostéva stanovit S(L) pre jednotlivé L. Predchadzajice
uvahy vedua k rozdeleniu na dva pripady podla parnosti L:
(a) V pripade, ze L = 2m + 1, teda L je neparne, stanovime S(L) takto:
— jedna moznost je, Ze vSetky cykly vznikli zobrazenim z cyklov rov-
nakej dfzky (teda ani jeden nevznikol rozpadom dlhsieho cyklu) —
prispevok do S(L) je 1
- druhéd moZnost je, ze prave dva z K(L) cyklov vznikli rozpadom
cyklu dlzky 2L; tychto moznosti je (* gl’)). LenZe rozpadom ne-
jakého cyklu V (dlzky 2L) vzniknt rovnaké cykly W, a W,, ako
rozpadom cyklu V', ktory sa od V 1i&i tym, ze ma cyklicky posu-
nuté prvky na vsetkych parnych (alebo vietkych neparnych, ¢o je
to isté) miestach; napr. z cyklu V=1 — 2 -+ 3 - 4 — 1 vzniknt
cykly Wiy =153 —>1a Wy, =2 — 4 — 2 rovnako ako z cyklu
Vi=1—-4—3— 2— 1. Moznych vzadjomnych posunuti cyklov
Wy a Wy (teda moznych cyklov V) je L, teda celkovy prispevok
bude L(*{")
— podobne mohli prave dve dvojice cyklov vzniknit rozpadom cyk-

lov dlzky 2L; analogickym odvodenim ziskame prispevok L? -
() (), ata
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Séitanim tychto prispevkov dostdvame S(L):

() | (PG

2

1! 2!
s () (9 (P79

L S

priom s¢itame po prvy nulovy s¢itanec.

S(L)=1+1L

+

+...

(b) V pripade, e L = 2m, teda L je parne, museli vetky cykly vznik-
nit rozpadom cyklov dizky 2L (okrem iného to znamend, ze K (L)
je pérne, ale to je pre nés skoro nevyuzitelné). Potom S(L) je po-
Cet spdsobov, ktorymi moézeme ,poparovat‘ K (L) cyklov do dvo-
jic, krat L3K(L)) (kazds z LK (L) dvojic mohla vzniknat z L roz-
nych cyklov; pozri Gvahu v (a). Pocet spdsobov vytvorenia dvojic je
(K(L) - 1)(K(L) - 3)...1 (k prvému prvku mdzeme vybrat druhy
z K(L) — 1 prvkov, ostalo K (L) — 2 prvkov; k dalSiemu prvému je to
(K(L) —2) — 1= K(L) — 3 sposobov atd.). Teda

S(L) = (K(L)—1)(K(L) = 3) -...-1- L¥(©)

P~-Il1-2

Ak si uvedomime, Ze dva typizované stvorce s kédmi dlzky D a D+1 maji
dfzky svojich stran v pomere 2 : 1, je prirodzené uvazovat o reprezentécii
sturadnic $tvorca v dvojkovej ststave. Nech ké6d S mé D cifier. Potom
jemu zodpovedajuci Stvorec je reprezentovany dvoma siradnicami X a Y,
ktoré maju v zapise v dvojkovej sistave D cifier. Priradme tymto zédpisom
cifry nasledujicim spésobom (nech C; je i-ta cifra &isla C):
X;=1 & S; =2 alebo Si=4,
X;=0 & S;=1 alebo Si=3,
Yi=1 & S5;=3 alebo S; =4,
;=0 & S;=1 alebo S;=2, 15i<D
Je zrejmé, Zze ak rozdelime celt obrazovku na typizované Stvorce rov-
nakej velkosti zhodné so §tvorcom s kddom S, tak stiradnice X (resp. Y)
zodpovedajice tymto Stvorcom stiipaji v smere vpravo (resp. dolu). Po-

tom posunutie Stvorca s kédom S o K jeho dl70k vpravo znamena pri-
pocitanie ¢isla K k X-ovej stradnici tohoto Stvorca. Podobne posunutie
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o L dlzok hore znamena odéitanie ¢isla L od Y-ovej stradnice. Po tejto
uprave ziskame kéd nového Stvorca spitnym prevodom zo stradnic X
a Y na kéd S:

S;=1® X;=0a Y;=0,

Si=2 & X;=1aY;=0,
S;i=3 & X;=0aYi=1
S;i=4 & X;=1aVY,=1 1Zi<D,

¢o sa da prehladnejsie zapisat ako S; = 1+ X; + 2Y;.

x:=0;
y:=0;
rad:=1;
while s>0 do
begin’
last:=s mod 10;
:=s div 10;

if (last=3) or (last=4) then y:=y+rad;
if (last=2) or (last=4) then x:=x+rad;
rad:=rad*2
end;
x:=x+k;
y:=y-1;
if (x<0) or (y<0) or (x>=rad) or (y>=rad) then
writeln(’MIMO OBRAZOVKY’)
else
begin
write(’Po presunuti: ’);
repeat
rad:=rad div 2;
last:=1;
if x>=rad then begin last:=last+1l; x:=x-rad end;
if y>=rad then begin last:=last+2; y:=y-rad end;
write(last)
until rad=1;
writeln;
end

P-1ll1-3

Pozrime sa, ako vyzerd dekrementovanie ¢isla v minus-desiatkovej susta-
ve.

Nech A = (anan_l .o .a'la())_lo. ’ .

Ak ap > 0, potom A — 1 = a,@n-1...a1(ap — 1).
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Ak ay=0aa; <9, potom A —1=a,a,_1-...(a; +1)9.
Ak ap=0,a; =9aa; >0, potom A—~1=a,a,_;...(az—1)09.

Nech vSeobecny algoritmus vyzera nasledovne:

A) j:=0;
vhile a[j] = 9%(j mod 2) do j:=j+1;
B) if j mod 2 = 1 then inc(aljl)
else dec(al(jl)
C) for i:=j-1 downto O do al[il:=9-alil;

Ukéazme si, ze uvedeny algoritmus robi presne to isté, ¢iZze zmen3uje

¢islo v (—10)-ststave.

(1)

2)

Nech A = a,...a;9090...90, tzn. j mod 2 = 0. Potom A = a, -
(-10)"+...4+a; - 10 —=9-10°"1 = 9.1073 — ... — 90. Uvedeny
algoritmus transformuje A na A’ v tvare A’ = a,, ... (a; —1)09...09,
tzn. A' = @, - (=10)"+...+(a; —1)-107 +9-10/ "2 4+9-10°~* +... +9.
Tvrdime, ze A — A’ = 1:

(@n - (-10)" +...+a; 107 —=9-10/71 - 9.107"% — ... — 90)—
—(@n - (-10)"+...4a; - 10/ =107 +9-10°72 + 9. 104+
+...+9) =
=100 -9-100"1-9.10°"2 - ... -90-9=1
Nech A = a,...a;090...90, tzn. jmod2 = 1. Potom A = a, -
(-10)"+...—a; 109 =9-10°"2 —9.10* — ... — 90. Uvedeny
algoritmus transformuje A na A’ = a,, ... (a; + 1)909...09, tzn. A’ =
=ap-(-10)"+...—(a; +1)-10 +9-10°"1 +9-10 3 + ... +9.
Tvrdime, zZe A — A’ = 1:
(@n-(=10)"+...—a;-10° =9-1072 - 9.10°~* — ... - 90)—
—(@n - (-10)"+...—a; - 10 =107 +9-10°"1 +9.107 34+
+...49) = ,
=10/ —=9.10"1 -9.10/"2 - ... -90-9=1

Ukéazme si teraz, ze dany program vykond v jednom cykle presne tito

operaciu (zmensSenie ¢isla v (—10)-ststave o 1).

Cyklus A) zjavne vykonava ¢ast A) naSho algoritmu, pri¢om si este

vytvara pomocnd premennt X: X;_; = ag, Xj—2 = a1, ..., Xo = aj_1.
KedZe o¢akavame ag = 0, potom X;_; =0, tedy X ma j — 1 cifier.
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Premennd ¢ predstavuje vyraz 9 - (j mod 2). Ak teda po skonéeni
cyklu je ¢ = 9, ocakavali sme a; = 9, teda j mod 2 = 1, podobne ¢ = 0,
a teda j mod 2 = 0.

Ked po skonéeni cyklu plati:
g=9ak=0,a; =0; a;—1 =0; a;—2 =9; ...; znamend to, Ze A mé

zdporni hodnotu, nemézeme ho zmensovat, lebo by cyklus neskonéil.
g=9ak>0,9>a; 20.V tomto pripade sa vykonaji priradenia:

a; = a; + 1;a;—1 = 9 (treba si uvedomit, Ze v tomto pripade zo =

= 0), nésledne sa vykona cyklus B), ktory vykona priradenia: a;_» =

=g, @j—3 = %1, ..., Gp = Tj—2. Ak sa a;j_; sa rovnalo 0, teraz ma
hodnotu 9. Ak sa a;_2 rovnalo 9, teraz mé hodnotu 0 (zo). Ak sa ag

rovnalo 0, teraz mé hodnotu 9 (x;_2).

g =0 (jmod 2 = 0), plati zg = 9 (aj—1 =9, aj—2 =0, ...). V tomto
pripade sa vykonaji priradenia: a = a — 1; xj_; = Tj_2, Tj_2 =

= Zj-3, ..., T1 = To, To = 0 (teraz bude zo = 0, z; = 9,

Tj-1= 9) aj—-1 =20, @4j—2 =1y -+, A0 = Tj—-1-

Opit sa mozeme lahko presvedit, Ze cifry na pozicidch j — 1 az 0 sa
yzinvertovali“. Iste ste si vSimli, Ze predpokladame priechod aj cyklom A),
aj cyklom B). Vyjasnime si teda tieto krajné pripady: :

(1) Pocet priebehov prvym cyklom bol 0, tzn., Ze ag # 0. A =Y +ao, °
teda A—1 =Y + (ap — 1). Presne takéto priradenie sa vykon4 v pod-
mienkovej &asti, cyklus B) tiez neprebehne, vysledok je teda spravny.

(2) Nechag=0,a; #9. A=Y —a;-10+0,teda A-1=Y —(a; +
+ 1) - 10 + 9. Opét sa presne takéto priradenie vykond v podmlenkove_]
Casti, &ize aj v tomto pripade je vysledok spravny.

Z uvedeného vyplyva, Ze uvedeny program v cykle zmen3uje Cisla
v minus-desiatkovej ststave o 1. Cyklus sa vykonéva, pokiél’ K > 0; poc
uréuje pocet priechodov cyklu. Ak vstupné K je &islo v minus-desiatkovej
sustave, poc bude po skondeni cyklu hodnota K (&islo v desiatkovej stista-
ve). Ak chceme, aby vystup programu bol p (poc = p), musi byt vstupné
K &islo p v minus-desiatkovej stistave. Tazisko tilohy je teda napisat prog-
ram, ktory vstupné p prevedie do minus-desiatkovej sistavy.

RieSenie: Vytvorme polyném K K(—10), ktorého hodnota by bola p,
nasledovne (kko, kk1, ..., kkn, st koeficienty polynému KK):

Pre vSetky cifry p (v desiatkovej ststave):

Ak cifra p; by v (—10)-ststave zodpovedala kladnej mocnine —10,
tzn. ¢ mod 2 = 0, potom vykoname kk; = kk; + p;.

113



Ak cifra p; by v (—10)-ststave zodpovedala zipornej mocnine —10,
tzn. i mod 2 = 1, potom tato cifru rozpiSeme ako kk;y; = kkiy1 + 1,
kk; = kk; + 10 — p;, napr. (20)10 = (180)_10

Takto vytvoreny polyném mé hodnotu p. Ak by sme chceli z koefi-
cientov polynému zostavit ¢islo v minus-desiatkovej stistave, treba, aby
pre vietky 7 platilo 0 £ kk; £ 9.

Treba teda vymyshet prav1dlo ktoré by zmenilo koeﬁc1enty polynomu
tak, aby bola zabezpecena podmienka, ale nezmenilo by jeho hodnotu.
KedZe koeﬁcienty kk nemo6zu byt zadporné, sta¢i ndm uvazovat koeficienty

.....

.....

a; < 10). Potom sa hodnota polynému nezmeni, ak vykoname:

kkj+1 = kkjy1 — 1, kk; = kk; mod 10 (c- (—10)* = (¢—10)- (-10)* —
— (—10)**!). Ak je ale kk;j4; = 0, dostali by sme zaporny koeficient,
¢o predpokladdme, Ze sa nestane. Vtedy priradenia trochu obmenime:
kk; = kk; mod 10, kkjy1 = 9kkjio = kkji2 +1 (c- (—-10)j = (¢ —10) -
. (—10)1' +9 - (=10)9*t! + (=10)7*2) ((-10) - (=10)7+! + 9. (=10)7+! =

—(- 10)j+1 =10- (- 10)')
dostaneme polyném, ktorého koeficienty st nezdporné a mensie ako 10,
d4 sa jednoduchym pouZitim koeficientov ako cifier dostat &slo v mi-
nus-desiatkovej stistave, ktorého hodnota je p.

Je jasné, ze povodny polyném modze mat [ + 1 koeficientov, kde [ je
pocet cifier p v (10) sustave. Aplikovanie pravidla méZe pocet koeficien-
tov zvic¢sit maximalne o 2, teda maximdalny pocet cifier je [ + 3, teda
algoritmus je kone¢ny.

const MAXCIF = .15;
var kk:array[0..MAXCIF] of integer;
P,1i,j:integer;
begin
writeln;
write(’Zadaj P :’); readln(p);
for i:=0 to MAXCIF do kk[i]:=0;

i:=0;
while p>0 do
begin
if odd(i) then
begin
kk([i] :=kk[i]+10-(p mod 10);
kk[i+1]:=kk[i+1]+1
end
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else
kk[i]:=kk[i] + (p mod 10);
inc(i); p:=p div 10
end;
for j:= 0 to i do
if kk[j1>9 then

)

begin
if kk[j+1]1>0 then dec(kk[j+1])
else
begin
kk[j+1]:=9;

kk[j+2] :=kk[j+2]+1;
if j+2>i then i:=j+2;
end;
kk[j]:=kk[j]l-10
end;
k:=0;
for j:= i downto O do k:=10%k+kk[j];
writeln(’Vstupna hodnota musi byt ’,k)
end.

P-1ll-4

Zakladna myslienka rieSenia dlohy je zaloZzena na tom, Ze pocas Citania
slova wy si budeme v slove w; pamitat, pokial aZ sa dosial nalitana éast
wy zhoduje so zaciatkom w; .

Oznalme M dfzku slova w;, N dlzku slova wy. KedZe M je omnoho
menSie ako N, mdZeme ho povaZovat za konStantu.

‘Pre na$ algoritmus je potrebné uchovat slovo w; vo fronte. Zvolme
nasledujtci tvar: Slovo w; ulozime do fronty a za kazdy znak, ktory je
poslednym znakom dosial zhodnej ¢asti w;, a wq, uloZme Specidlny znak
’,?. Okrem toho budeme potrebovat mat ulozené poéitadlo vyskytov w;
vo wy. OdliSme toto poditadlo od dosial pouZitej abecedy ’a’..’z’, ?.’
pouzitim znakov ’0°, *1°.

Zavedme nasledujiice oznacenie: Z nech je lubovolny znak frontu
z abecedy ’a’..’z’ (potom postupnost Z. oznaluje znak frontu, ktory
je zatial poslednym zhodnym znakom medzi w; a ¢astou w,), Q nech je
préave spractivany znak slova ws, C nech je symbolické oznacenie poéitad-
la vyskytov, D nech je oznacenie pocitadla reprezentujiceho hodnotu o 1
vacsiu ako C.

Vykondvanie algoritmu moézeme zapisat nasledujicimi pravidlami:
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(0) Z = z., ak Z=Q a Z je prvy znak frontu (potencidlny zatiatok vy-
skytu w; vo ws)

(1) .2 — Z., ak Z=Q (zhoduje sa aj dal3i znak)

(2) .2z - 2, ak Z#Q (dal3i znak sa nezhoduje = nenasli sme podslovo)

(3) .C — D (celé w; sa vyskytovalo vo wp = zardtame vyskyt)

Po prepisani do Froscalu mame rieenie:

repeat okopirujeme w; do frontu
PUT(INP);
NEXT

until INP=’#’;

NEXT; .

PUT(0°); zatial bolo O vyskytov

NaSmu oznaleniu zodpovedaji Q=INP, Z=TOP (lebo k inému znaku
frontu ako k TOP nemdame pristup).

repeat
PUT(’*’); zarédzka proti zacykleniu
PUT(TOP) ;
if INP=TOP-then PUT(’.’); pravidlo (0)
GET;

while TOP<>’*’ do
‘begin :
if TOP=’.’ then pravidla (1,2) - zaZiatok
begin
GET;
if TOP<>INP then begin PUT(TOP); GET end (2)
else
begin
PUT(TOP); GET;
if (TOP=’0’) or (TOP=’1’) or -(TOP=’*’) then
begin (2,3)
while TOP=’1’ do begin PUT(’0’); GET end;
PUT(’1°); /
if TOP<>’#*’ then GET;
while TOP<>’#’ do begin PUT(TOP); GET end;
end
else PUT(’.?) (2)
end
end
else begin PUT(TOP); GET end; ak sa neda aplikovat
end; ani jedno pravidlo, zober dal3i znak
GET;
NEXT; dalsie Q
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until INP=’7’;
Nakoniec vypiSeme vysledok v pozadovanom tvare:

repeat
if (TOP=’0’) or (TOP=’1’) then write(TOP);
GET

until TOP=’7’

Stanovenie zlozitosti rieSenia:

Vo fronte je uchovanych max. L = 2M +1+logV znakov (V je pocet
vyskytov, V < N). KedZe M mdzeme povazovat za konStantu, priestoro-
v4 néro¢nost navrhovaného algoritmu je logaritmicka vzhlfadom k dlzke
vstupného slova. Pre kazdy znak slova ws spracujeme kazdy znak frontu,
celkova asova zlozitost je teda O(NL) = O(NlogV) = O(NlogN).
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