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Korespondenéni seminai UV MO 1991/92

Korespondenéni seminaf je jednou z forem péfe o talentované Zzéaky.
Vznikl ve 24. ro¢niku MO proto, aby bylo mozno vénovat individualni
pécCii tém zaktm, ktefi neméli moznost navstévovat specialni Skoly a pra-
covat v tamnich seminéarich. Nyni, kdy existuji i krajské korespondenéni
seminafe a kdy specidlni Skoly s tfidami zaméfenymi na matematiku
najdeme v kazdém kraji, je cilem tohoto seminafe zlepsit individudlni
pripravu vSech studenti, ktefi prokazali své schopnosti a matematicky
talent v predchozich ro¢nicich matematické olympiady. Korespondenéni
semindf tak nadale zistava duleZitou soucésti pfipravy na mezinarodni
matematickou olympiadu.

K dcasti v korespondenénim seminafi jsme pozvali vSechny Spickové
Fesitele kategorie A spolu s témi studenty, ktefi n&jak vynikli v krajskych
kolech kategorii B a C pfedchoziho roéniku MO. V pribéhu 41. roéniku
MO jim bylo postupné zasldno 5 sérii pomérné naroénych tloh, jejichz
texty najdete na nasledujicich stranach. Dosla feSeni pak byla opravena,
ohodnocena a s rozmnoZzenym komentafem vracena ucastnikiim semina-
fe. NejlepSimi v celkovém hodnoceni byli:

1. Pavel RuZicka, 4. rotnik G, kpt. JaroSe, Brno
2. Pavel Vrbacky, 4. roénik G, kpt. JaroSe, Brno
3. Josef Mensik, 4. ro¢nik G, kpt. JaroSe, Brno
4. Richard K. Kollar, 4. roénik GAM, Bratislava
5. Filip Sajddk, 3. ro¢nik G, V. Okruzn4, Zilina

Korespondenéni seminéf byl fizen tajemnikem UV MO RNDr. Kar-
lem Hordkem, CSc., ktery se staral o vybér Gloh a provadél i redakci ko-
ment4fd. Opravu pak zajistovalo n&kolik pracovniktt MU CSAV a n&kolik
studentd a aspiranti MFF UK Praha (vSichni jsou byvali olympionici).
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Ulohy korespondenéniho seminare

1.1 V roviné je ddna mnozina E 1991 bodd, z nichz nékteré dvojice jsou
spojeny ¢arou. Pfedpokladejme, Ze pro kazdy bod z E existuje v E aspon
1953 dalsich bodt, s kterymi je uvedeny bod spojen ¢arou. Dokazte, ze
v E existuje Sest bodi, z nichz kazdé dva jsou spojeny ¢arou.

1.2 V ostrothlém trojahelniku ABC postupné oznaéme M stfed stra-
= |BM|, H patu
kolmice spusténé z bodu P na stranu BC, @ prusecik strany AB s prim-
kou prochézejici bodem H, kterad je kolma na PB, a R prusecik strany
AC s pfimkou prochézejici bodem H, kterd je kolma na PC. Dokazte,
ze strana BC daného trojuhelniku se dotykd kruznice opsané trojihel-
niku HQR.

1.3 Dokazte, Ze

%E (=% (1991—k\ 1
1991 -k k 1991

1.4 Je déano prirozené ¢islo n a celd ¢isla a1, as, . . ., @n, z nichz Z4dné neni
délitelno n, dokonce ani jejich soucet neni n délitelny. Dokazte, ze existuje
aspon n ruznych posloupnosti (e, ez, ..., e,) nul a jedniéek takovych, ze
n déli soulet eja; + ezas + ... + epan.

1.5 Oznacme « kladny kofen rovnice 22 = 1991z + 1 a pro kladna celd
¢isla m, n oznacme
m*n =mn + [am][an],

kde [z] je cela Cast Cisla . Dokazte, Ze pro libovolna pfirozena &isla p, g,
r plati

(prg)xr=px(gxr).

1.6 Dva studenti A a B hraji nasledujici hru: KaZdy z nich napiSe na
listek papiru kladné celé ¢islo a d4 listek rozhodéimu. Ten napiSe na tabuli
dvé Cisla, z nichz jedno je rovno souctu ¢isel napsanych obéma hradi.
Poté se rozhod¢i zepta studenta A: ,,Muzes rici ¢islo napsané souperem?“
Je-li jeho odpovéd ,ne“, rozhodéi se zepta na totéz hrace B. Jestlize i B
odpovi zdporné, zepta se rozhod¢i opét hrace A, atd. Predpokladejme, Ze
oba studenti jsou inteligentni a pravdomluvni. DokaZte, Ze po kone&ném
poctu otazek jeden z nich odpovi ,ano“.
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1.7 Najdéte maximalni hodnotu souétu

Z T;%; (d?i + :Ej)
i<j
n
kde n-tice (1, %3, ...,%,) spliiuji podminky z; 20(1<i<n)a ) z; =
=1.

i=1
2.1 Uvnitf trojihelniku ABC je din bod P. Ozna¢me P;, P, paty kolmic
spusténych z bodu P na pfimky AC a BC a @1, Q2 necht jsou paty kolmic
spusténych z bodu C na pfimky AP a BP. Dokazte, Ze priseéik pfimek
Q1P; a Q2P lezi na piimce AB.

2.2 Predpokladejme, Ze a, b, ¢ jsou celd &isla a p liché prvoéislo. JestliZze
f(z) = ax? + bz + ¢ je druhou mocninou celého &isla pro 2p — 1 po sobé&
jdoucich celych &isel z, pak p déli b2 — 4ac. Dokazte.

2.3 Necht a je racionélni éislo, 0 < a < 1, a necht
' cos 3na + 2 cos 2na = 0.
Dokazte, ze a = 2.

2.4 Oznaéme O stred kulové plochy opsané danému étyfsténu ABCD,
stfedy jeho stran BC, CA, AB oznafme po fadé L, M, N a predpokla-
dejme, ze |AB| + |BC| = |AD| + |DC|, |BC| + |CA| = |BD| + |DA|
a |CA| + |AB| = |CD| + |DB|. Dokazte, ze | LOM| = |XMON| =
= |INOL|.

" 2.5 Je dén trojthelnik ABC s Ghlem o = 60°. Sestrojme rovnob&zku
V' F se stranou AC, kde V je stied kruZnice vepsané a F' bod leZici na
strané AB. Jestlize pro bod P na strané BC plati 3|BP| = |BC|, pak
|XBFP|=18. :

2.6 Jsou déana realna éisla a, b, ¢ takova, Ze existuje praveé jeden Ctverec,
jehoz viechny vrcholy lezi na kubické kiivce y = z3 +ax?+bx+c. Zjistéte
velikost strany takového ¢tverce.

2.7 Jsou déany dvé celo¢iselné funkce f a g, jez jsou definovéany pro
vSechna cela ¢isla a spliuji nasledujici dvé podminky:
(a) f(m+ f(f(n))) = =f(f(m+1)) —n pro viechna cela &isla m a n;
(b) g je mnohotlen s celoiselnymi koeficienty a g(n) = g(f(n)) pro
- vSechna cela n.
Uréete f(1991) a tvar mnoho¢lenu g.
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3.1 Uvazujme mnozinu S v roviné, ktera obsahuje n bodd, z nichZ zZ4dné
tfi nelezi v pfimce. DokaZte, Ze existuje mnoZina P obsahujici 2n—5 bodt
s touto vlastnosti: Uvniti kazdého trojahelniku, jehoZ vrcholy patii do
S, lezi bod mnoziny P.

3.2 Ozname a,, posledni nenulovou é&islici dekadického rozvoje ¢isla n!.
Zjistéte, zda je posloupnost (a,) od jistého €lenu podinaje periodicka.

3.3 Je dan mnohoélen f(z) = z'% + a;2'%% 4 ... s celoéiselnymi
koeficienty. Ukazte, Ze pofet ruznych celoéiselnych kofenti mnohoélenu
g(z) = f(z) — 9 nemtize byt vétsi nez 1995.

3.4 V roviné je dan ostrothly trojihelnik ABC. Predpoklddejme, Ze
kruZnice s primérem AB protind pfimku CC’ v bodech M, N a pfim-
ku BB’ v bodech P, Q, kde CC’ a BB’ jsou vyiky trojihelniku ABC.
Dokaite, ze body M, N, P, Q lezi na jedné kruznici.

3.5 Nahrdelnik A obsahuje 14 kordlkt a nahrdelnik B 19 koralkid. Do-
kazte, Ze pro kazdé liché prirozené Cislo n existuje zptlisob, jak vSech 33
koralkl ocislovat ¢isly z mnoziny

{n,n+1,n+2,...,n+ 32}

tak, Ze kazdé Cislo pouzijeme jen jednou a sousedni kordlky budou ozna-
Ceny nesoudélnymi ¢isly. (Na néhrdelnik se divdme jako na kruZnici s ko-
rélky, z nichZ kazdy ma pravé dva sousedni.)

3.6 Pravouhelnikovy list papiru o rozmérech a X b je rozfezan na obdél-
nikové kousky, z nichZ kazdy ma jednu stranu délky 1. Dokazte, Ze aspon
jedno z Cisel a, b je celé.

3.7 V roviné je ddno n bodd. Vyzna¢me stiedy vSech tiselek s krajnimi
body v danych bodech. Jaky je nejmensi mozny pocet takto oznafenych
boda?

4.1 V daném trojihelniku ABC ozna¢me A;, B;, C; stfedy stran BC,
CA, AB. Jaky je nejmensi mozny obsah priniku trojihelnikd A4, B;C;
a KLM, jestlize body K, L, M lezi na useckach AB;, BCy, resp. CA;?

4.2 Uvazujme konvexni mnohothelnik s nasledujici vlastnosti: jestlize
vSechny jeho strany posuneme vné o jednotkovou vzdélenost, vytvoii od-
povidajici pfimky mnohothelnik podobny danému mnohothelniku. Do-
kazte, ze takovému mnohothelniku lze vepsat kruZnici.
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4.3 Soucet stovky pfirozenych ¢isel, z nichZ Z4dné neni vétsi nez 100, je
roven 200. Dokazte, Ze z nich lze vybrat nékolik Eisel, jejichZ soucet je
roven 100.
4.4 Uvazujme n zéavazi s celoCiselnou hmotnosti, jeZ jsou rozdélena do
k skupin stejné hmotnosti (k 2 2). DokaZte, Ze lze nejméné k réiznymi
zpusoby odstranit jedno ze zavaZzi tak, aby zbyvajicich n — 1 zévaZi uz
neslo rozloZit na k skupin stejné hmotnosti.
4.5 V roviné je dano 2n bodd — n modrych a n ¢ervenych, pfi¢emz zadné
tfi body nelezi v pfimce. DokaZte, Ze je mozno sestrojit n tsecek tak, Ze
kazda z nich m4 jeden krajni bod modry a jeden erveny, pfi¢emz Zadné
dvé tsecky nemaji spoleény bod.
4.6 DokazZte, Ze na mnoziné Z, celych nezapornych Cisel existuje pravé
jedna bindrni operace o s nasledujicimi vlastnostmi: )
(1) aob=1boag;
(2) jestliZeaob=rc, jeboc=a;
(3) jestlize aob > ¢, pak boc < aneboaoc<b.

Najdéte pravidlo umoziujici pro dana ¢isla a, b € Z vypocitat aob.

4.7 Do rovnobézniku P; je vepsan rovnobé&znik P,, do kterého je vepsin
dalsi rovnobéznik ‘Ps, jehoz strany jsou rovnobézné se stranami P;. Do-

Yy

kazte, Ze alespon jedna ze stran rovnobéZniku P; je rovna nejméné jedné
poloviné strany P;, ktera je s ni rovnobézna.

5.1 Je dano pfirozené Cislo n. Jestlize pro libovolné realné z plati
a; COST + az cos2x + ...+ a,cosnx = —1,
spliuji ¢éisla a4, as, ..., a, nerovnost
a1 +azx+...+a, Sn.

Dokazte. ;
5.2 Na tétivich AB a A’B’ dané kruZnice jsou zvoleny body C, C' tak,
ze piimky AA', BB' a CC' maji spoletny bod P. Oznatime-li
t=|AP|-|A'P|,
s =|AC|-|CB],
s =|A'C'|-|C'B,
¢=|CP|, ¢ =|C'P

122



‘pak plati

s q t s+q
Dokazte.

5.3 V roviné je dan rovnostranny trojahelnik ABC o strané 1. Prvni hraé¢
vybere bod X na strané AB, druhy bod Y na strané BC a nakonec zas
prvni hra¢ zvoli bod Z na strané C' A.

a) Cilem prvniho hrace je dostat trojihelniku byl co nejmensi. Jakého
nejvétsiho obsahu mize prvni hra¢ dosdhnout pii optimélni hie dru-
hého?

b) Reste tutéz Glohu pro obvod misto obsahu.

5.4 Je dan mnohoclen p s celoiselnymi koeficienty. Pro libovolné pii-
rozené €islo n ozname a, soucet &islic v dekadickém zépisu Eisla p(n).
Dokazte, Ze existuje Cislo, které se v posloupnosti a1, as, as, . .. vyskytuje
nekone¢nékrat.

5.5 V roviné je dan obrazec, ktery je pranikem n kruhti a obsahuje aspon
dva body. DokazZte, Ze hranici takového obrazce 1ze vyjadrit jako sjedno-
ceni nejvyse 2n — 2 kruhovych obloukd.

5.6 V roviné je dana kruznice k a uvnitf ni bod P. Uvazujme ¢tyfstény
ABCD, jejichz stény jsou shodné trojuhelniky a sténa ABC je vepsana
do kruznice k tak, ze bod P je jejim tézZistém. Pro které body P uvnitf
kruznice k takovy Ctyrstén existuje? Dokazte, ze vrcholy D takovych
Ctytstént lezi vzdy v jednom ze dvou bodi prostoru, jez jsou soumérné
podle dané roviny.

5.7 Mezi n-mistnymi Cisly, jejichz zapis v desitkové soustavé neobsahuje
zéddnou nulu, najdéte takové, jehoZ rozdil od soucinu jeho ¢&islic je

a) nejmensi;

b) nejvétsi.
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