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33. mezindrodni matematicka olympiada

ATHE),
%
se konala 10.-21. ¢ervence 1992 v Moskvé, hlavnim gy Q%_
mésté Ruska. Olympiddy se zGéastnilo 322 zakd ,:? .
z 56 zemi a mimo vlastni soutéZ jesté dalsich ) \ ’9
2
29 studenti z osmi zemi byvalého SSSR. Vysledky .1 \Moscow - 93 Dg
jednotlivych zemi, jejichZ studenti méli v souhrnu % X 5 69
nejvice bodi, ukazuje nasledujici tabulka: s
ceny body
1. CLR 6 240
2. USA 3 3 181
3.  Rumunsko 2 2 2 177
4. Spolcenstvi nezdv. stat 2 3 176
5. Velkd Britanie 2 2 2 168
6. Rusko 2 2 2 158
7.  Némecko 0 4 2 149
8.-9. Madarsko 1 3 1 142
8.-9. Japonsko 1 3 1 142
10.-11.  Vietnam 1 2 3 139
10.-11. Francie 1 3 1 139
12.  Jugoslavie 2 4 136
13.  Ceskoslovensko 2 3 134

I. cenu ziskalo celkem 26 soutéZicich, ktefi méli 32-42 bodi, II. cena
se udélovala za 24-31 bodi a dostalo ji 55 soutézicich, o III. cenu se
s 14-23 body podélili 74 studenti. Celkem tedy bylo rozdéleno 155 ,me-
daili“.

Celkové byl z naSich nejlepsi Michal Stehlik nasledovan Michalem Ku-
beckem, Martinem Niepelem, Lubosem Motlem, Pavlem Ruzickou a Da-
nielem Stefankovicem. Jejich podrobnéjsi vysledky vidite v pfipojené ta-
bulce.
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NasSe druzstvo vedli doc. Leo Bocek z MFF UK Praha a prof. Jozef
Moravéik z Vysoké skoly dopravni v Ziling.

Umisténi Body za ulohu Body Cena
1234586
27.-31. Michal Stehlik, 737275 31 1L

3. ro¢. gymnazia
Brno, tf. kpt. Jarose

47.-50. Michal Kubecek, 777106 28 IL.
3. ro€. gymnézium
Praha, Korunni

86.-92. Martin Niepel, 731506 22 IIL
2. ro¢. gymnézia
A. Markusa, Bratislava

93.-99. Lubo§ Motl, 521706 21 III.
4. ro¢. gymnazia -
Plzen, Opavska

108.-114. Pavel Ruzicka, 501274 19 III.
4. ro€. gymnazia -
Brno, tf. kpt. Jarose

156.-169. Daniel Stefankovi¢, 540004 13

3. ro¢. gymnéazia
A. Markusa, Bratislava,

Celkem 36 19 17 1714 31 134

Texty soutéZnich loh
(v zavorce je uvedena zemé, ktera tlohu navrhla)

1. Najdéte vSechna celé ¢isla a, b, ¢, pro kterd je 1 < a < b < ¢ a ¢&islo
(a=1)(b—1)(c—1) je délitelem &isla abc — 1.

(Novy Zéland )
2. Necht R znali mnoZinu vSech redlnych &isel. Najdéte vSechny funkce
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f: R = R, pro které plati
f@+ £) =y + (f(2))*

pro vSechna z,y € R.
(Indie )

3. V prostoru je dano 9 bodd, z nichZ zZadné Ctyfi nelezi v roviné. Kazda
dvojice téchto bodl je spojena tsetkou a kazdd tato Gsecka mize byt
obarvena modfie, nebo Cervené, nebo mize zlstat neobarvena. Najdéte
nejmensi hodnotu n tak, aby pfi libovolném obarveni pravé n tsefek
obsahovala mnoZina obarvenych asecek nutné trojiahelnik, jehoZ vSechny
strany maji stejnou barvu.

(CLR)

4. V roviné je dana kruznice ¥, pfimka .# dotykajici se ¥ a bod M
na pfimce .¢. Najdéte mnozinu vSech bodid P nésledujici vlastnosti: Na
pfimce .Z existuji body @, R tak, Ze M je stfedem tseCky QR a kruz-
nice % je trojihelniku PQR vepsana.

(Francie )

5. Necht (O, z,y, z) je pravothlé soustava soufadnic v prostoru a S ko-
ne¢nd mnozina bodi tohoto prostoru. Necht S, Sy, S: jsou po fadé mno-
ziny kolmych primétd vSech bodd mnoziny S do rovin Oyz, Ozz, Ozy.
Dokazte, Ze .

kde |A| znali pocet prvki koneéné mnoziny A.
Pozndmka: Kolmym prumétem bodu do roviny rozumime patu kolmice
vedené timto bodem na rovinu. )

(Itdlie )

6. Pro kazdé celé ¢islo n ozna¢me S(n) nejvétsi celé &islo, pro které plati:
Pro kazdé kladné celé &islo k, 1 < k £ S(n), Ize &islo n? napsat jako soucet
" k druhych mocnin kladnych celych &sel.
a) Dokaite, ze S(n) £ n? — 14 pro kazdé n = 4.
b) Najdéte celé &islo n, pro které je S(n) = n? — 14.
c) Dokazte, ze existuje nekonecné mnoho celych &isel n, pro kterd je
S(n) =n? - 14.
(Velkd Britdnie )
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Reseni tloh

1. (Podle M. Niepela z gymnézia A. Marku3a v Bratislavé.) Zfejmé plati
implikace

n
2 1= < .
ms=n> m—-1~"n-1
Jelikoz a2 2,b=23ac24,je
@ <g b 3 e (4
a-1="7 b=-1T2" ¢-1%3
a tedy
‘ abc -1 » abc < 4l
(a=1)(b-1)(c—1) " (a—1)(b—-1)(c-1)
Pro pomér
abc —1

P=G@=)0b-1)(c-1
tedy pfichazeji v ivahu pouze hodnoty p=1,p=2ap=3.Prop=1
by ale muselo platit ab+ bc+ca =a+b+c, tj. a(b—1) + b(c—1) +
+ ¢(a = 1) = 0, coz odporuje danym predpokladim. Budeme tedy fesit
- v oboru prirozenych ¢isel rovnice
abc —1 abc — 1

@-DG-DE-D > @-Do-De=D "

Nejdiive prvni rovnici. Je-lia 2 4, je b2 5, ¢ 2 6, a tedy

ol abc—1 &
T (a=1)(b=1)(c-1)
¢ e b e 456

a—1 b-1 ¢c—1

coz nejde. Je proto a < 4. Protoze abc —1 = 2(a — 1)(b — 1)(c — 1),

musi byt abc ¢islo liché, je tedy nutné a = 3. Pro b, ¢ pak mame rovnici

2 3bc—1=4(b—1)(c—1) a po tpravé (b—4)(c—4) = 11, takZe vzhledem
k pfedpokladu b < c je a = 3, b= 5, ¢ = 15 jediné FeSeni pfi p = 2.

Piejdéme k rovnici abc—1 = 3(a—1)(b—1)(c—1). Kdyby bylo a 2 3,

a c

byloby b2 4,c25a3< =1 P-1 -1

a = 2, pro b, ¢ pak mame rovnici 3(b — 1)(c — 1) = 2bc — 1, po Gpravé

(b—3)(c—3) =5 s jedinym FeSenim b = 4, ¢ = 8.

< 2,5. Je proto nutné
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Uloha mé pravé dvé fedeni:

(a,b,¢) = (3,5,15) a (a,b,c) =(2,4,8).
2. Ozna¢me f(0) = a. Polozime-li y = 0, dostaneme f(z?+a) = (f(:c))2,
poloZzime-li x = 0, dostaneme

fF(fW) =y+a”. (1)

Z druhé rovnice vidime, Ze f je funkce prosta a zobrazuje R na R. Kromé
toho je f(a) = a2, f(f(—a?)) = 0. Je tedy f(z%+a) = (f(ar:))2 +
+ f(f(—a?)). Aplikujeme-li na ob& strany funkci f, dostaneme uZitim
daného vztahu pro f a (1) rovnost g

22 +a+a® = f(—a?) + (z + a?)?,

neboli
2a’r = a+ a? - a* - f(—a?).

JelikoZ uvedend rovnost plati pro kazdé z € R, je nutné a = 0, f(0) =0,
a tedy

f@@?) = (f(z))?, f(f(z)) ==z pro viechna z € R.

Zvolime-li pro dané x hodnotu y tak, aby bylo f(y) = —22, dostaneme
z daného vztahu rovnost f(—z?) = —f(z?). Funkce f je tedy lich4, zob-
razuje kladna ¢isla na kladné a zaporna €isla na zaporné.

Piedpoklddejme, Ze existuje kladné &islo z tak, Ze f(z) # x. PoloZme
= = z? a piedpokladejme, Ze je napiiklad 22 — f(2?) > 0. Pak je f(z% —
- f(z%) = f(2® + f(=2?)) = =22 + f(2®) < 0. To je spor s tim, Ze
obrazem kladného ¢isla je ¢islo kladné, podobné dojdeme ke sporu pro
2?2 — f(2%) < 0. To znamen4, %e pro vSechna kladni z je f(z) = z,
a protoze f je lich4, plati to i pro z zadporna.

Dané funkciondalni rovnici vyhovuje pouze funkce f(z) = z.

Jiné FeSeni (M. Kubecek z gymnézia v Praze 2, Korunni). Kdyby pro

nékteré y € R platilo y > f(y), dostali bychom pro z = 4/y — f(y)
rovnost ‘ )

F@+f®) =y+ (f@)°, tedy f@) =y+ (f()°
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coz vede ke sporu. Dile uvazujme nezépornou funkci g(z) = f(z) — =z,
ktera jak snadno ovéfime, spliiuje funkcionélni rovnici

9(z* + 9(y) +y) + 9(y) = 9(z) (22 + g(z)).

Kdyby byla funkce g kladnd, platila by pro vSechna redlnd z nerovnost
g(z) > —2z, g by tedy nemohla byt omezena. Na druhé stranépro z =0
dostaneme rovnost g(y)+¢(g9(y)+y) = 92(0), coZ znamena, Ze nezéporna
funkce g musi byt omezena. Proto existuje zo tak, Ze g(zo) = 0. Pak je
ale pro kazdé y € R splnéna rovnost

9(9(v) +y +3) +9(y) =0,

coz znamena, ze g(y) = 0 pro vSechna y, tedy f(z) = z pro kazdé z € R.

3. (Podle M. Stehlika z gymnézia v Brng, tf. kpt. JaroSe.) Predeviim
je zfejmé, Ze existence obarvenych tiseek nijak nezavisi na poloze bodi
v prostoru a vSechny tvahy budou stejné i pro body v jedné roviné.
Na pfikladé ukdZeme, Ze lze obarvit 32 Gsecky tak, aby nevznikl jedno-
barevny trojihelnik. Dané body ozna¢me
1, 2, 3, ..., 9, pfiCemZ neobarvené zista-
nou tsetky 15, 26, 37, 48, fervené obarvime
usecky 91, 93, 95, 97, 24, 46, 68, 82, 12, 25,
56, 61 a 34, 47, 78, 83, ostatni obarvime
modfe (obr. 17, kde 12345678 je pravidelny
osmithelnik a bod 9 je jeho stfedem).

Obarvime-li 33 asecky, existuje jiz nut-
né jednobarevny trojahelnik. Pak jsou totiz
pouze 3 GseCky neobarvené, tedy nejvyse
ze 6 bodl vychézi aspon jedna neobarvena

Obr. 17 GseCka. Jinymi slovy existuji 3 body tak,

ze v8ech 8 useCek spojujicich libovolny z téchto bodi s kaZdym jinym
bodem, je obarvenych. Oznalme tyto body 1, 2, 3 a pfedpoklddejme, Ze
trojuhelnik 123 neni jednobarevny, jinak bychom byli hotovi. Pak mi-
Zeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze Gsecky 12, 13 jsou modré
a useCka 23 Cervend. Daéle rozlisime dva pripady:

a) Z bodu 1 vede dal$i modra tsecka do bodu 4 ¢ {2,3}. Pak je bud
trojuhelnik 423 Cerveny, anebo trojihelnik 413 je modry.

b) VSechny usecky vychazejici z bodu-1 (kromé tseéek 12, 13) jsou
Cervené. Mezi Gseckami spojujicimi libovolné dva z bodi 4,5,...,9 jsou
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pravé tfi neobarvené, ostatni museji byt obarveny modfe, jinak by kazda

Cervend tseCka spolu s bodem 1 dala ¢erveny trojihelnik. Nyni mohou

nastat pouze tyto tfi pfipady:

1. VSechny tfi neobarvené usetky vychazeji z jednoho bodu, pak ale
jejich koncové body vytvori modry trojihelnik.

2. Dvé neobarvené tsecky vychazeji z téhoZz bodu, oznaleni zvolime tak,
Ze to jsou tusecky 45, 46, dalsi neobarvena tsecka je bud tsecka 56,
nebo tsecka obsahujici jeden z bodl riznych od bodi 4, 5, 6, napf. 7.
Pak bude ale trojihelnik 589 modry.

3. Z4dné dvé neobarvené tisetky nemaji spoleény bod — oznaleni zvo-
lime tak, Ze to jsou Gsecky 45, 67 a 89, pak vSak bude trojihelnik 468
modry.

Tim jsme dokazali, Ze nejmensi hledané &islo s poZzadovanou vlastnosti
jen =33.

4. Pfedpokladejme, Ze PQR je trojuhelnik opsany kruznici € (obr. 18),
pfifemZ pfimka QR je totozna s pfimkou .Z. Oznalme T bod dotyku
pfimky & a kruznice ¥, S stied
kruznice € a D bod soumérny
s bodem T podle stiedu S. Prise-
¢iky tecny kruznice ¥ v bodé D
s pfimkami PQ, PR oznafme U,
V. Stejnolehlost se stfedem P
zobrazujici bod U na bod @ zob-
razuje trojahelnik PUV na troj-
thelnik PQR "a kruZnici ¥ na
kruznici &, ktera se dotyka pfim-
ky £ v bodé F, ktery je obrazem
bodu D. V uvedené stejnolehlosti
se body K, L zobrazi na body X,
Y, kde K, L jsou body dotyku
" kruznice ¥ a piimek PQ, PR
a body X, Y jsou body dotyku
téchto pfimek a kruZnice &. Je
tedy |KX| = |LY|, tedy |KQ| + &
+1QX| = |RY|+|RL], 4. |QT|+ e

+|QF| = |RF|+ |RT)|. Ptitom je ’

|QF| = |QT| + |TF|, |RT| = |RF| + |TF)|, takze |QT| = |RF|. Proto je
bod M st¥edem tseky QR, pravé kdyZ je sttedem usecky T'F', tedy pravé
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kdyz SM || DF, tj. SM || PD. Hledanou mnoZinou je tedy polopiimka
s potateénim bodem D rovnobéina s SM a leZici v poloroviné opaéné
k poloroving UV M (polopfimku bereme oviem bez bodu D).

5. (Podle P. RiZicky z gymnazia v Brné, tf. kpt. Jarofe.) Rozdélme mno-
zinu S na disjunktni podmnoziny Z;, Z,, ..., Z, tak, Ze do kazdé mnoziny
Z; ddme pravé ty body mnoziny S, které maji stejnou soufadnici z. Pro
kazdou mnoZinu Z; ozna¢me z; poclet té€ch bodd, které jsou primétem
asponi jednoho bodu mnoziny Z; do roviny Oyz, podobné y; pocet téch
bodd, které jsou primétem aspon jednoho bodu mnoziny Z; do roviny
Ozz, a a; oznalme pocet bodi mnozZiny Z;. Je pak

= n n
|S:L‘| = ina Isyl = _Zlyi) Isl = .z:laia
i=1 1= 1=

z;¥; 2 ai, |Sz| 2 max(ay,as,...,a,). Proto je

n n
[Sz] - |Sz] - ISyl 2 12%Xnak in Zyi 2

=1 i=1

v
~~
NgE
1[2}8
||=/\§
o
Ed
B
~
[V
1\Y

(ia,)z =|S|%.

i=1

6. (Upraveno podle Lubose Motla z gymnézia v Plzni.)

a) K dikazu prvni &asti tlohy stali dokézat, Ze pfirozené &islo n?
se ned4 napsat jako soudet n? — 13 druhych mocnin pfirozenych &isel.
Predpokladejme, Ze tomu tak je, tj. n? = a®? + b2 + 2 + d® + ... + 22,
kde na pravé strané je n? — 13 s&itanct. NejvySe &tyfi z nich mohou
byt vétsi nez 1, protoZe jinak by byl soucet na pravé strané roven aspon
5-4+4 (n? —13 —5) =n? +2 > n? Méame tedy n? = a®? + b + ¢ + d? +
+(n?—17)-12, takze a®+b?+c% +d? = 17. Tato rovnice viak nem4 Feseni
v oboru pfirozenych éisel, coz lehce ovéfime pfimym dosazenim &isel 1,
2,3, 4.

b) UkéZeme, Ze &islo 13 spliuje podminky tlohy. Je totiz 132 = 122 +
+52=122+42432 =82 +82+52+42 = 82 +82+42 +42 4+ 3% = 82 4+ 62 +
+62+52+22+22 = 82+ 82 +4% +4% +22 +22 412, tak¥e 132 je soutem
jednoho, dvou, tii, ¢tyr, péti, Sesti i sedmi druhych mocnin pfirozenych
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&isel. Rozklad 132 = 82+824+4%+3?+32+22+1%+12+12 ukazuje, ze 13
je také souctem deviti druhych mocnin pfirozenych ¢isel. Dale vyuZijeme
toho, ze kazdou druhou mocninu (2b)? sudého é&isla mizeme nahradit
sou¢tem b? + b% + b% + b? &yt druhych mocnin, &mZ se poéet druhych
mocnin v souétu zvysi o t¥i. Naptiklad &islo 82 miizeme nahradit sou¢tem
4% +4% 1+ 42 + 42 3 kazdy s¢itanec 42> miZeme postupné nahradit souétem
22 + 22 4 2% 4 22 kone¢né miizeme kazdy séitanec 22 nahradit souétem
12 + 12 + 12 4+ 12. Timto zptsobem jsme ukazali, 7e dovedeme &islo 82
napsat postupné jako soucet 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, ..., 64 druhych
mocnin pfirozenych &sel. Podobné 42 dovedeme napsat jako soucet 4, 7,
10, 13 a 16 druhych mocnin, &slo 22 jako soudet &tyi druhych mocnin
pfirozenych &isel. Vyjdeme-li tedy z rozkladu 132 = 82 482 442 442 4 32
na pét druhych mocnin, dostaneme tak rozklady na soucet 8, 11, 14, ...
aZ na 64 + 64 + 16 + 16 + 1 = 161 druhych mocnin pfirozenych isel.
Vyjdeme-li z rozkladu 132 = 82 4 8% + 42 + 42 + 22 4+ 22 1+ 12, tedy ze
souétu sedmi druhych mocnin, mizeme tak dostat rozklad na 10, 13,
16, ... az64+64+16+16+4+4+1 = 169 druhych mocnin. Rozkladem
souttu 82 + 82 +42 432432422 +12 412 + 12 dostaneme postupné &islo
169 jako soulet 12, 15,18, ... az64+64+16+1+1+4+1+1+1 =153
druhych mocnin pfirozenych ¢isel. Posledni rozklad obsahuje 151 jedni¢ek
a dvé devitky.
c) UkdZeme, Ze plati implikace

n>28 A S(n)=n%?-14 = S(2n) =4n? - 14.

Predpokladejme tedy, ze se &islo n? d4 napsat jako k druhych mocnin
piirozenych &isel pro kazdé k, 1 £ k < n? — 14. Pak se d4 také &islo (2n)?
napsat jako k druhych mocnin pfirozenych ¢isel, kterd budou nyni vesmés
suda. Je-li totiz n? = a2 + b2 + ..., je (2n)? = (2a)? + (2b)? +.... Na-
hradime-li postupné &islo (2a)? souttem a? + a® + a? + a2, &islo (2b)2
souctem b% + b2 + b% + b2, vidime, ze se &islo (2n)? d4 nejen napsat jako
soucet k, ale i jako souet k+ 3, k+6,k+9, ..., k+ 3k = 4k druhych
mocnin pfirozenych &isel. JelikoZz & mohlo nabyt vSech hodnot 1, 2, ...,
n? — 14, dostavame tak rozklad &isla (2n)? na soudet r druhych mocnin
pfirozenych ¢&isel, kde r nabyva hodnot 1, 2, ..., 4n? — 62, 4n? — 60,
4n? — 59 a 4n? — 56. Kromé& toho miizeme ale psat (2n)? = 3n? + n?
a n? dovedeme napsat jako k druhych mocnin, 1 £ k < n? — 14, takze
se d& (2n)? napsat jako soucet 3n? jedni&ek a k dalsich druhych mocnin,
tedy celkem jako 3n2+2, ..., 4n? — 14 druhych mocnin pfirozenjch &isel.

132 N



Jelikoz 3n% + 1 £ 4n? — 62 pro n > 8, je tim dokazéano, Ze se d4 &islo
(2n)? napsat jako souet m druhjych mocnin pfirozenych &isel, kde m je
libovolné pfirozené ¢&islo spliujici podminku m < 4n? — 14. Tim jsme
dokézali, Ze existuje nekonefné mnoho pfirozenych ¢isel n s vlastnosti
S(n) = n? — 14. Jsou to naptiklad viechna &isla tvaru 2™ - 13, kde m je
pfirozené {islo. '
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