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Kategorie C

Texty tuloh

C-1-1

Dokazte, ze pro prirozena ¢isla m, n (m > n) je ¢islo 4™ — 4™ délitelné
deviti, pravé kdyz je ¢islo m — n délitelné tfemi.

C=1=2

Kazd4 ze stran AB a DC konvexniho ¢tyfthelniku ABCD je rozdé-
lena na 5 shodnych tsecek. Spojenim odpovidajicich si bodid (obr. 1) je
Ctyrthelnik rozdélen na pét ¢tyrthelnikd, z nichz prvni ma obsah 10
a posledni 22 cm?. Uréete obsah &tytihelniku ABCD.
C
D

Obr. 1

C-1-3

Rovnostranny trojuholnik je rozdeleny na dve casti priamkou, ktora pre-
chédza jeho taziskom. Dokazte, Ze pre pomer p obsahov tychto ¢asti plati

4 5
—_<p< =
5:p:4'
C-1-4

V matematické soutézi resil kazdy zak 30 uloh. Za spravné vyreSenou
tlohu obdrzel 4 body, Spatné vyreSend tloha znamenala —1 bod, 0 bodi
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bylo za tlohu, kterou nefesil. Kolik muselo byt a¢astniki, abychom mohli
s jistotou tvrdit, Ze dva Zéci skoncili se stejnym poctem bodua?

C-1-5

Dany je lichobeznik ABCD, v ktorom |AB| = 8cm, |CD| = 4cm,
|<<DAB| = 53°, |<xCBA| = 37°. Vypocitajte vzdialenost stredov za-
kladni AB, DC.

C-1-6

Ze siti na obr. 2 mizeme slozit tfi kostky. Pokud je postavime do sloupec-
ku, na jeho bocich si miizeme shora dolt pfecist trojmistnd éisla (nékteré
Cislice budou lezet na boku nebo budou vzhiiru nohama). Tato ¢tyfi ¢isla
sefteme. Kolik takovych soucti mizeme dostat?

- GE -
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a) b) c)
Obr. 2
C-S-1

DokaZte, Ze pro pfirozena ¢isla m, n (m > n) je ¢islo 4™ — 4™ dé&litelné
éislem 27, pravé kdyz je rozdil m — n délitelny deviti.

C-=S-2

Tri kruhy s polomerom 7 st umiestnené do kruhu
s polomerom R tak, Ze ich stredy tvoria vrcholy
rovnostranného trojuholnika s faziskom v strede
velkého kruhu (obr.3). Dalej plati, Zze vzdiale-
nost d kazdych dvoch mensich kruhov sa rovna
vzdialenosti kazdého z tychto kruhov od hranié-
nej kruznice velkého kruhu. Vyjadrite d pomo-
cou Rar.

Obr. 3
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C-S§-3

Uvnitf ¢tverce o strané 2 je dano 61 ruznych bodu. Dokazte, ze existuje
kruh o poloméru ‘/75, uvnitt¥ kterého lezi aspon 16 téchto bodu.

cC-1-1

Ak je patciferné ¢islo 6 A B73 delitelné 99, tak je tiez delitelné 19. Dokézte.

C-1n-2

Kazda zo stran AB, DC konvexného Stvoruholnika ABCD je rozdelend
na 9 zhodnych useciek. Spojenim odpovedajicich si deliacich bodov sa
Stvoruholnik rozdeli na 9 §tvoruholnikov (obr.4), z ktorych prostredny
mé obsah 7 cm?. Aky je obsah §tvoruholnika ABCD ?

C

Obr. 4

C-1-3
V kruhu o poloméru 1 je ddno 77 ruznych bodi. Dokazte, ze existuje

3
kruh o poloméru —\g—_ , ve kterém lezi aspon 13 téchto bodu.

C-1-4

Ve fotbalovém turnaji hralo kazdé muzstvo s kazdym pravé jednou. Za
vyhru ziskéva 2 body, za nerozhodny vysledek 1 bod, za prohru zadny
bod neziska. Vitézné muzstvo ziskalo celkem 7 bodu, tfeti v poradi 5 bodu
a &tvrté 3 body. Kolik bylo muzstev?
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Reseni tloh

C-1-1

Oznaéme m — n = d; potom 4™ — 4" = 4"(4% — 1). Kedze &isla 9 a 4™ st
nestdelitelné (pre lubovolné n prirodzené), je 4™ — 4™ delitelné deviatimi
prave vtedy, ked je deviatimi delitelné &islo 4 — 1.

Plati vSak

44 —1=(4-1)(4%1 44724 44244 +41)=3M,

kde pre kazdé prirodzené ¢islo d volime vhodné celé M. Z toho vyplyva, ze
pre kazdé d je ¢islo 4% — 1 delitelné troma, ¢o taktiez znamen4, ze &islo 4¢
mé pri deleni ¢islom 3 zvySok 1. Ak v poslednej rovnosti dosadime za
4k = 3M; + 1, kde M) st vhodné prirodzené ¢isla a 1 < k < d -1,
dostaneme

4% —1=3((3Mg—1 + 1)+ (3My—a + 1) +... +
+(BM2+ 1)+ (BMy+1)+1) =
= Q(Md_1 + Mg+ ...+ Ml) + 3d.
Z toho je vSak zrejmé, ze ¢islo 4¢ — 1 je delitelné deviatimi prave vtedy,
ked d je delitelné troma, ako bolo treba dokézat.
Iné rieSenie (zaloZené na binomickej vete). Nech d = 3k, kde k je
prirodzené. Potom
44 —1=4% _1=64F-1=
=(64—1)(64""1+64* 24+ . +64+1)=
=9-7(64"1 464" 2 4 ... +6441),
¢o znamena, ze 4% — 1 je delitelné deviatimi.

Nech naopak 4¢ — 1 = 9K pre K prirodzené, ¢o viak moze platit len
pre d 2 3. Kedze 4¢ = (3 + 1)¢, podla binomickej vety dostaneme

44-1=(B+1)%-1) =

d d
_ d—1 d—2
Cofsmn (1) (Boa),

z ¢oho vyplyva, ze ¢islo d musi byt delitelné troma, ako bolo treba doké-
zat.
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C-1-2

Ozna¢me deliace body podla obr.5. Nech pre i = 0, 1, 2, 3, 4 je
|AiAiy1] = a a |D;Diy1| = b. Pre i = 1, 2, 3, 4, 5 ozname O; obsah
stvoruholnika A;_;1 A;D;D;_,. Vieme, ze O; = 10cm?, O = 22 cm?.

A= Ao A1 A2 AS Ay A5

Il
sy}

Obr. 5

Zrejme je AB }f CD. Ak by totiz bolo AB || CD, vsetky $tvoruholniky
A;_1A;D;D;_;1 (pre 1 £ 1 < 5) by boli lichobeZniky s rovnako velkymi
zdkladhami i zhodnou vyskou v a tiez ich obsahy by museli byt rovnako
velké (totiz $v(a + b)), ¢o viak nemdze nastat (Os # Oy).

Ozna¢me teraz T; plo$ny obsah trojuholnika 4; 1A4;D; 1 (1 <i<5)
a v; jeho vysku z vrchola D;_; na stranu A;_; A;. Plati teda T; = fav;.
Nech P; je péta kolmice z bodu D;_; na vysku v;4;, kde vg oznacuje
vzdialenost bodu C od priamky AB (obr.6). Trojuholniky D;_1P;D;
(1 = 1,2,3,4,5) st zrejme zhodné, pretoze maji zhodné vnttorné uhly
a dlzku jednej strany. Z toho vyplyva, Ze rozdiel v;;; — v; je rovnaky
pre vSetky hodnoty ¢ = 1, 2, 3, 4, 5; ozna¢me ho k. Teda ani rozdiel
Tiy1—T; = %ak nezavisi na 7; ak ho oznacime ako ¢, bude To = T} + ¢,
Ts=To+c,Ty=T3+c¢,T5 =Ty +c.

Ds Dy C
D2 P5
D, Py Vg
D jo Py
P 7 Us
V1 U3 &
V2
A Ay Ay A3z Ay B
Obr. 6
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Ak oznacime S; plosny obsah trojuholnika D; _1A;D; (i = 1,2,3,4,5),
analogickou Gvahou nahliadneme, ze rozdiel S;y1 — S; nie je zavisly na 1,
¢ize pre vhodné d plati So = S; +d, S3 = Sa+d, Sy = S +d, S5 =
= Sy +d. Zrejme je O; = T; + S;, i =1, 2, 3, 4, 5, aritmetickd postupnost
s diferenciou ¢ + d. Kedze je O; = 10cm?, Os = 22 cm?, bude hladany
obsah O = 01 + 02+ O3+ 04+ 05 = 3(01 + Os) = 5-16 cm? = 80 cm?.

C-1-3

Bez ujmy na v8eobecnosti mézme predpokladat, ze obsah daného troju-
holnika ABC' sa rovna 1. Nech ¢ je priamka prechddzajica taziskom T
tohto trojuholnika. Ak prechddza niektorym z vrcholov trojuholnika
ABC, rozdeli ho na dva trojuholniky rovnakého obsahu. V tomto pripade
je teda p=1.

Ak g neprechddza ziadnym z vrcholov trojuholnika ABC, potom
pretina dve jeho strany, napr. (ako na obr. 7) stranu AC v bode P a stranu
BC v bode Q.

C

Obr. 7

Ked je priamka ¢ rovnobezna s priamkou AB, s trojuholniky ABC
a PQC rovnolahlé, a teda podobné. Z podobnosti tychto trojuholnikov
vyplyva, ze |PQ| = %|AB| a |CT| = %v, kde v je vyska trojuholnika
ABC. Preto obsah trojuholnika PQC je %, obsah Stvoruholnika ABQ P
je 2. Teda p = £ alebo p = 2. (Krajii sposob, ako to zistit, je viak rozdelit
trojuholnik na devit rovnakych rovnostrannych trojuholnikov.)

Nech ¢ }f AB. Oznalme K, resp. L priese¢niky stran AC, resp. BC
s rovnobezkou so stranou AB prechadzajicou taziskom 7' (obr. 7). Nech
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P je vnutornym bodom tsecky AK. Potom @ lezi vo vnutri tsecky CL.
Oznacme S stred strany BC. Bodom K vedme rovnobezku so stranou BC
a jej priesecniky s useckami PT, resp. AT ozna¢me R, resp. U. Pretoze
T je stred Gsecky K L, st trojuholniky TK R a TLQ, ako aj TRU a TQS
zhodné. Preto pre obsah Opgc trojuholnika PQC' plati

Opgc = Okrc + Oprk — Orrg =
% +Oprk — Orkr =
=3+ OkpPr> §;

na druhej strane vSak

Opqc = Oasc — Oarp + Orqgs =

1

=35 —0arp +OrpU =
1 1

=35 —Oaurp < 3.

Z toho vyplyva, ze 3 < Opgc < 3, odkial dostaneme, ze 1 <
< OaBgr < g‘ Pre pomer p obsahov oboch ¢asti teda v tomto pripade
musi platit % <p< %. V oboch pripadoch sme tuspesne dokéazali dant
nerovnost.

Poznamenajme, Ze tvrdenie tlohy plati pre lubovolny trojuholnik,

nielen pre rovnostranny. Dékaz mozno urobit tym istym sposobom.

cC-1-4

Kazdy ziak mohol v stitazi dosiahnut celkovy bodovy stcet od —30 bodov
(ak riesil v8etkych 30 tloh nesprévne) az do 120 bodov (pri sprdvnom
vyrieSeni vSetkych 30 tloh) s vynimkou saétov 119, 118, 117, 114, 113
a 109 bodov, ktoré sa pri danom bodovacom systéme nedaji Ziadnym
sposobom dosiahnut. Moznych vysledkov v stitazi je teda 151 — 6 = 145.
PodTa Dirichletovho principu to znamend, ze ak sa stitaze ziucastni aspon
146 ziakov, mdézme s istotou tvrdit, ze aspon dvaja Ziaci skonéili s rov-
nakym poc¢tom bodov.

C-1-5

Prisecik pfimek AD a BC oznatme V. Protoze |<cAVB| = 180° —
— (53° 4+ 37°) = 90°, je trojuhelnik ABV pravothly. Ozna¢me S; stfed
strany AB a Sy stfed strany CD daného lichobé&zniku (obr.8). Ziejmé
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je |ASi1| = 4cm, |DS2] = 2cm. V pravouthlém trojuhelniku ABV je
S stfedem kruznice opsané a plati |S;V| = |S1A|. Trojtuhelniky SoV D

Obr. 8

a S1V A jsou podobné, protoze maji vSechny thly shodné. Z rovnosti
|S2D| : |S14] =2 :4 =1:2 proto plyne |SoV|: |S;1V| =1:2 a odtud
pak, ze ISngl = ‘51V| = |SQV| = 2cm.

C-1-6

Ozna¢me A kocku, ktorej siet je na obr.2a. Na tejto kocke bude stena
s ¢islom 1 proti stene s ¢islom 3, stena s ¢islom 2 proti stene s ¢islom 4
a stena s Cislom 5 proti stene s ¢islom 6.

Ak B bude kocka so sietou na obr. 2b, bude na tejto kocke proti stene
s ¢islom 1 stena s ¢islom 6, proti stene s ¢islom 2 stena s ¢islom 4 a proti
stene s ¢islom 3 stena s ¢islom 5.

Na kocke C' — so sietou na obr. 2c — je proti stene s ¢islom 1 stena
s ¢islom 5, proti stene s ¢islom 2 stena s ¢islom 3 a proti stene s ¢islom 4
stena s Cislom 6.

Z toho vyplyva, Ze vSetky tri kocky st navzdjom rdzne. Skor, nez
zafneme uvazovat o moznom pocte suctov Styroch trojmiestnych ¢isel na
stenach stipéeka, musime si uvedomit, Ze tento pocet nezavisi od umiest-
nenia ¢islic na viditelnych stenéach jednotlivych kociek, ale len od usporia-
dania kociek v stipéeku a od toho, ktoré &islice st na ,skrytych stenach“
(hornej a dolnej) jednotlivych kociek. Pritom stcet éislic na viditelnych
boénych stendch hornej kocky predstavuje pocet stoviek, na strednej po-
Cet desiatok a na dolnej pocet jednotiek v sicte. Mozné polohy kociek
v stlpéeku, ktoré majt vplyv na pocet sii¢tov, st zapisané v nasledujice;
tabulke (indexmi oznac¢ujeme mozné rézne polohy prislusnej kocky):
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Poloha kocky Cislice na hornej, Cislice viditeIné na bo¢-
resp. dolnej stene nych stenach a ich stacet
Ay 1; 3 24+5+44+6=17
As 2; 4 1+54+3+6=15
As 5; 6 1+2+3+4=10
By 1,6 24+3+44+5=14
B, 2, 4 I1+3+6+5=15
B3 35 1+24+6+4=13
Cy 1;5 24+4+34+6=15
Cs 2;3 1+44+5+6=16
Cs 4; 6 1+243+5=11
Pre usporiadanie kociek do stlpéeka mame A B A C B C
celkom 6 r6znych moZnosti, ktoré moézme zné- g é g g g ﬁ

zornit touto schémou:

Z toho, ze vSetky tri kocky s vzajomne rozne a ze rozdiel medzi naj-
ako desat, vyplyva, Ze v8etkym polohdm jednotlivych kociek pri uspo-
riadani ABC (zhora nadol) zodpovedad celkom 3 -3 -3 = 27 roznych
stactov.

Vzhladom na to, Ze pre kazda kocku existuje jedna poloha s rovna-
kym stétom ¢éislic na viditelnych boénych stendch (totiz 15), pri ostat-
nych usporiadaniach kociek v stipéeku dostaneme uz mensi pocet novych
stctov.

Pri usporiadani BAC to bude 3-3-3 —3 = 24, pretoze sucet v polohe
By A5 C; je rovnaky ako v polohe A; BoC; (pre i = 1, 2, 3). Pri usporia-
dani AC B to bude opit 3-3-3 — 3 = 24, lebo stcet v polohe A;C; By
je rovnaky ako v polohe A;B>Cy, @ = 1, 2, 3. Pri usporiadani C AB
pribudne uz len 3 -3 -3 — 5 = 22 novych stctov, pretoze sucet v polohe
Cj Ay B; je rovnaky ako v polohe A3 C1 B; (i = 1, 2, 3) a st¢et v polohe
C1 A; Bs je rovnaky ako sucet v polohe Bs A;Cy, prei =1 ai = 3. Pri
usporiadani BC A bude novych staétov opit len 3-3-3 — 5 = 22, pretoze
stlet v polohe B, C; Az je rovnaky ako stcet v polohe A5 C; By (prei = 1,
2, 3) a sucet v polohe B;C As je rovnaky ako stucet v polohe B; AsCy,
i = 1,3. Konecne pri usporiadani C'B A pribudne uz iba 3-3-3 -7 = 20
novych stctov, lebo sucet v polohe C; B2 A; je rovnaky ako v polohe
By,C1 A; (i =1, 2, 3), stfet v polohe C; B; Az je rovnaky ako v polohe
A2 B;Cy (i = 1, 3) a stéet v polohe C; By A2 je rovnaky ako v polohe
C,'Ang (2 = 2, 3)
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Celkom teda mozeme dostat 27 + 2 - 24 + 2 - 22 + 20 = 139 rdéznych
suctov.

C-S-1

Polozme d = m —n > 0. KedZze je 4™ — 4™ = 4"(4% — 1) a &islo 4™ je pre
kazdé n nestdelitelné s ¢islom 27, je 4™ —4™ delitelné 27 prave vtedy, ked
maé thto vlastnost ¢islo 44 — 1. Je zrejmé, Ze ak &islo 4™ — 4™ je delitelné
¢islom 27, musi byt delitelné deviatimi. Z tlohy C-I-1 v8ak vieme, Ze to
plati prave vtedy, ked d je delitelné troma. Nech preto d = 3k, kde k je
prirodzené ¢islo. Potom je

44 _1=43%_1=64"-1=
=(64—-1)(64""1 464" 24 . . +64+1)=
=7-9-(64*1 464" 24+ .. +64+1).
Kazdé z ¢isel 64°, s =1,...,k — 1, vSak pri deleni troma déava zvySok 1,

pretoze
64° =(3-21+1)°=3M,;+1,

kde M, 1 £ s £ k-1, st vhodné prirodzené ¢isla. Preto bude
6471 4+ 64" 24 4+644+1=3(My_1+Mp_o+...4 M) +k,
z ¢oho vyplyva, Ze
44— 1=7-27-(My_1+ My_o+ ...+ M) +7-9-k.

To vSak znamena, ze Cislo 4¢ — 1 je délitelné 27, prave vtedy, ked k je
delitelné troma, a kedZe je d = 3k, plati to prave vtedy, ked je d delitelné
deviatimi, ako bolo treba dokézat.

C-S§-2

Oznalme S stred velkého kruhu a Sy, Sa, S3 stredy jednotlivych do neho
umiestnenych mensich kruhov. Pre polomer R velkého kruhu zrejme plati
R =d+r+ %v, kde v je vyska rovnostranného trojuholnika S; S5 S3. Kedze
|S1S2| =d+2r, jev=(d+2r) - %\/5 Preto plati

R:d+r+§(d+2r)_‘é_§: (3+\/§)d-;(3+2\/§)7‘,
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z ¢oho vyplyva, ze

d_3R—(3+2\/§)r _ (3=V3)R-(1+3)r
- 3+3 B 2 '

C-§-3

Dany ¢tverec mizeme rozdélit na ¢tyfi ¢tverce o strané 1; kazdému
z téchto ¢tverci opiSme kruznici s polomérem ‘/75 Kruhy ohranicené té-
mito kruznicemi zcela pokryji vnitiek daného ¢tverce. Kdyby v kazdém
z téchto kruht lezelo nejvyse 15 bodl, nemohlo by v celém ¢tverci byt
dohromady vice nez 4-15 = 60 < 61 bodt. Proto aspon v jednom z kruht
musi lezet aspon 16 bodi.

C-1n-1

Vime, Ze ¢islo 6A B73 = 60073+1000 A+100 B = 606-99+ 794990 A+
+10A+99B+ B =99(606 + 104 + B) + 79+ 10 A + B. Aby bylo toto
&islo délitelné &fslem 99, musi byt 10 A + B = 20. Cislo 64 B73 se tedy
rovna Cislu 62 073, které je délitelné Cislem 19, coz se mélo dokézat.

Jiné feSeni. Nasobek k - 99 konci dvojcislim, které se rovna rozdilu
100 — koncové dvojcisli ¢isla k. Odtud vidime, ze 6A B73 = k- 99, kde k
koné&i dvojéislim 27. V Gvahu pfipada k = 627 a k = 727. Uloze vyhovuje
jen k = 627.

C-1-2

Z rieSenia druhej tlohy doméceho kola vyplyva, ze plosné obsahy $tvoru-
holnikov, na ktoré sme rozdelili $tvoruholnik ABCD, tvoria aritmeticka
postupnost: Py, Po +d, ..., Py +4d, ..., Py + 8d. PloSny obsah P Stvor-
uholnika ABCD dostaneme ako stcet ¢lenov tejto postupnosti:

.P1+(P1+8d) _9.
R

P=9 (P +4d).

Zo zadania tlohy vieme, 7e P; + 4d = 7cm?. Preto je P = 9-7cm? =
= 63 cm?.
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cC-n-3

Do kruhu s polomerom 1 méZzme vpisat pravidelny konvexny Sestuhol-
nik so stranou 1, ktory rozdelime na 6 rovnostrannych trojuholnikov
so stranou 1 a spolo¢nym vrcholom v strede daného kruhu. Kazdému
z tychto rovnostrannych trojuholnikov opiSeme

kruznicu s polomerom r = 1v/3. Tym vznikne

6 zhodnych kruhov s polomerom %\/3_), ktoré cel-

kom pokryvaji dany jednotkovy kruh (obr.9).

KedZe 6 - 12 = 72 < 77, musi podla Dirichletovho

principu aspon v jednom z tychto kruhov lezat

aspon 13 z danych bodov.

C-l-4 Obr.9

Ozna¢me n hledany pocet muzstev. Celkem bylo sehrano %n(n —1) z4-
past a viechna muzstva ziskala dohromady n(n — 1) bodd. Ptitom druhé
ziskalo nejvyse 7 bodi, paté a vSechna dalsi nejvyse tfi body. Dohromady
ziskala vSechna muZstva nejvySe 7+ 7+5+3+ (n—4)-3 = 3n+10 bodt,
takze n(n — 1) < 3n + 10, tedy (n — 2)? £ 14, odtud vychazi n = 5.
Muzstva ziskala celkem 20 bodi, druhé a paté dohromady 5, takze druhé
ziskalo 5 bodd a paté neziskalo ani bod. (Hodnota n = 4 nevyhovuje,
protoze pocet pridélenych bodd 7 + 5 + 3 tfem muZstvam je jiz vétsi
nez 4-3.)

K Gplnému reseni musime jesté ukazat, ze tato situace mohla skuteéné
nastat. Priklad turnaje, ktery dané podminky spliuje, je

»

|A B C D E|body
Alx 1 2 2 2] 7
B|1 x 0 2 2| 5
clo 2 x 1 2| 5
D|0o 0 1 x 2| 3
E|0 0 0 0 x| 0
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