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Kategorie B

Texty tloh

B-1-1
Necht a, b, ¢ (a £ b £ ¢) jsou délky stran trojihelniku, jehoz obsah je
10 cm?. Jakou nejmensi délku miize mit strana b?

B-1-2

Pre ktoré redlne ¢isla ¢ existuja prave dve rozne redlne ¢isla, ktoré st
rieSenim rovnice

B+ (c-Dr+c=0?

B-1-3
Jakou délku mize mit Sestd hrana ctyrsténu, jestlize délky zbyvajicich
péti hran jsou 2cm, 2cm, 2cm, 3cm a 4cm?

B-1-4

Honza si zapomnél poznacit kvadratickou rovnici, kterou mél doma fesit.
Pamatoval si vSak, ze koeficient u kvadratického ¢lenu byl 3 a u linedrniho
¢lenu 25. U absolutniho ¢lenu se spletl pouze ve znaménku. Obé rovnice
(ta, kterou mél Fesit, i ta, kterou Fesil) mély celoCiselny kofen. Zjistéte,
které to byly rovnice.

B-1-5

Dané st body A, B. Zostrojte dve navzajom kolmé priamky prechidza-
juce bodom B tak, aby ich vzdialenosti od bodu A boli v pomere 1 : 2.
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B-1-6

Jsou dany dva shodné kruhy o poloméru 1 cm. Mezi v8emi ¢tyrahelniky,
které se daji pokryt premisténim téchto dvou kruhi, najdéte takovy, ktery
ma nejvetsi obsah.

B-S-1

Najdéte nejvétsi trojciferné prirozené cislo z, pro které existuje prvo-
&islo p takové, Ze Cislo /22 — p3 je celé.

B-S-2
Pre ktoré realne ¢isla p mé stistava rovnic

3 -2+ 3p=6,
P +24+4p=10
aspon jedno rieSenie v obore redlnych ¢isel?
B-S-3

Uvnitf daného pravého thlu AM B sestrojte body K a L tak, aby K LM
byl rovnostranny trojuhelnik o strané 5cm a aby vzdalenost bodu K od
ramene M A byla dvojnasobkem vzdalenosti bodu L od ramene M B.

B-1l-1

Zistite, pre ktoré realne ¢isla a ma ststava rovnic

T+y=z+2,
I2+y2222+4,

o3+ y3 =2z3+a
rieSenie v obore redlnych ¢isel, a rieSte ju.

B-11-2

Rozhodnéte, zda existuje pravothly trojahelnik, jehoZz obé odvésny maji
délky vyjadrené celymi ¢isly a jehoz vyska na preponu je vyjadrena pr-
vocislem.
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B-1l-3
Ak pre reélne &isla p, g, r plati, Ze obe Cisla dp+2g+ 71, —p+ q — r st
kladné, potom je ¢> > 4pr. Dokézte.

B-1l-4

Zahon tvaru rovnostranného trojahelniku je pokryt péti navzdjem shod-
nymi plachtami tvaru rovnostranného trojihelniku. (Céasti plachet se
mohou prekryvat i pfeséhnout zédhon.) DokaZte, Ze na pokryti zdhonu
stadi ¢tyfi tyto plachty.
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Reseni tloh

B-1-1
Je-li v velikost hlu, ktery sviraji strany délek a, b, je obsah trojihelniku
S = Labsiny. Protoze 0 < siny £ 1, a £ b, plati 20 < absiny < ab £ b,
neboli b = /20 = 2v/5. Odtud p¥imo vyplyva, Ze b bude nejmensi, pravé
kdyz siny = 1 a zaroven b = a. Odpovidajici trojihelnik mé strany
a = b= 2v5cm, jez sviraji Gthel v = 90°, takZe ¢ = 2v/10cm.

B-1-2
Rovnicu upravime nasledujicim spésobom:

B —z4clx+1)=0,
z(z—1)(z+1)+c(x+1)=0,
(x+1)(z> -z +c)=0.

Odtial je zrejmé, Ze rovnica mé pre kazdé realne ¢islo ¢ korenn 3 = —1.
Ak méa mat celkom dva rézne realne korene, musi byt alebo x5 = z3,
alebo zo = —1, prifom z3 je reélne {islo rézne od ¢isla —1. Vzhladom

na to, Ze x2, 3 su korene rovnice xo — x 4+ ¢ = 0, prvy pripad nastane
prave vtedy, ak je jej diskriminant 1 — 4c¢ nulovy, Cize pre ¢ = % (bude

1
T2 = T3 = 5)

V druhom pripade vyuzijeme vztahy medzi korefiimi a koeficientami
kvadratickej rovnice. Pre zo = —1 dostdvame —1+ 23 = 1, —x3 = ¢, CiZe
rz3=2ac=-2.

Dand rovnica mé teda prave dve rozne rieSenia, prave ked ¢ = % alebo
c=-2.

Iné rieSenie. Vyuzijeme Vietové vztahy. Ozna¢me u, v rézne redlne
korene rovnice z3 + (¢ — 1)z + ¢ = 0, pri¢om predpokladame, ze koren v
je dvojnasobny. Potom plati

B +(c-Dr+c=(z-u)(z—v)
Po roznasobeni a porovnani koeficientov u rovnakych mocnin premen-
nej x dospejeme k vztahom
u = —2v,
c—1=1v?+ 2uv,

U’U2 = —C.
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Dosadenim z prvej rovnice do druhych dvoch dostaneme

c—1=-30%

c= 203 (1)
Vylacenim premennej ¢ dostaneme rovnicu
208 + 302 -1 =0,
ktord mé zrejme koreh v; = —1 a je teda mozné ju upravit na tvar

(v+1)(2v2 +v—-1)=0.

Odtial obdrzime vy = v; = —1, v3 = 3. Dosadenim do (1) dospejeme
k tomu istému zaveru ako v prvom rieSeni: prec = -2 jeu=2av = —1,
prec=1jeu=-1,v=1.

B-1-3

Vsimnéme si dvou stén, jejichz hrany maji uvedené délky (¢ili téch dvou,
které neobsahuji Sestou hranu nezndmé délky). Jejich spoleénd hrana
(necht je oznacena AB) nemiZze mit délku 4 cm — pak by totiZ nebyla
pro nékterou z téchto stén splnéna trojihelnikovd nerovnost. Rozlisime
proto zbylé dvé mozZnosti.

Nejprve vytesime pripad, kdy spolecnd hrana téchto stén mé délku
2cm. Pak délka z hrany CD (mimobézné s AB) je omezena situacemi,
kdy stény ABC, ABD lezi v téze roviné (obr. 10).

Obr. 10
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Jinak Feceno: thel stén ABC, ABD ma velikost 0° < ¢ < 180°.
Omezujici hodnoty pro délku z hrany CD jsou xz; = |CyD;| pro ¢ = 0°
a xo = |CyDy| pro ¢ = 180°.

Z obr.10 uréime pomoci kosinové véty pro trojuhelniky ABD;
a ABD,, ze

4+16-9 11 V135
= = — 1 . —_ 2 = —_—
cos a 5 5.4 6 sina = y/1 — cos 16
Odtud
1
cos(60° + a) = cos60° cos a F sin 60° sina = 32 (11 9\/5)
Z trojuhelniki C1 D1 A a Co Dy A obdrzime opét pomoci kosinové véty:

T1,2 = \/4 + 16 — 16 cos(60° F a) =

i 2,107 cm,
=4/5(29F 9V5) = <
2 4,956 cm.

Sest4 hrana ¢tyrsténu méa délku = vétsi nez x; a mensi nez xs.

Ma4-li ve ¢tyfsténu ABCD hrana AB spoletné sténdm, jejichz délky
hran zndme, délku 3cm (obr.11), zjistime analogickym postupem jako
v predchozim pripadé, ze cos f = %, sin 3 = ‘/Ti, cosy = %, siny = 3@.
Je tedy

cos(BFv) = 31—2(21 +/105),

2,092 cm,

1
T12 =1/=(19F V105) =
b 2( ) <3,824cm.

V tomto pripadé muize mit Sestd hrana ¢tyrsténu délku z; 21 < z < 5.

Cy

T2

D,
Obr. 11
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B-1-4

Rovnice maji tvar
322+ 252 +¢c=0; ¢>0.

Jejich diskriminanty jsou

Dy, =625F12c (2)
a koreny
-25+vD; .
$1,2=—————6 , 1=1,2.

Odtud ++/D; = 25+6x; 2. Je-li néktery z kofent celé &islo, musi byt také
++/D; celé a dale néktery z vyrazti —25 + /D; je délitelny Sesti. Cislo
v/D; = /625 — 12¢ < 25 budeme tedy hledat ve tvaru v/D; = 6k £ 1,
k € No. Ze vztahu (2) vyplyva, ze D; + Dy = 1250. /Dy = /1250 — D,
musi byt celé. Postupné volime za +/D; &isla 1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23
a uréujeme /D,. Zjistime, Ze vyhovuje pouze v/D; = 5 nebo v/D; = 17.

V prvém pripadé je ¢ = 11—2(625 — Dy) = 50 a jedna se o rovnice
3224252450 = 0, ve druhém p¥ipadé to budou rovnice 322 +252+28 = 0.
VyfeSenim rovnic se presvéd¢ime, ze vyhovuji podminkam tlohy. Existuji
tedy dvé rtzné dvojice rovnic, které jsou resenim dané ulohy.

B-1-5

Ozname p, ¢ priamky, ktoré mame zostrojit, tak, aby vzdialenost bodu A
od priamky ¢ bola dvakrat vicsia ako od priamky g (obr.12). Nech K je

Obr. 12

pita kolmice z A na p, teda AK || ¢ a priamka BK je totozné s p. Priamky
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p, q st teda rovnobezky s odvesnami pravouhleho trojuholnika ABK
a tieto odvesny s rovnobezkami s odvesnami lubovolného trojuholnika,
ktory je s trojuholnikom ABK rovnolahly.

Odtial vyplyva konstrukcia. Zostrojime pravouhly trojuholnik RST
tak, aby odvesna RS mala akiikolvek zvolent dlzku a odvesna ST bola
dvakrat dlhSia. Tento trojuholnik oto¢ime napriklad podla stredu R
o taky uhol, aby oto¢eny trojuholnik RS’T”" mal preponu RT" rovnobeznii
so stranou AB. Priamky p, ¢ dostaneme ako rovnobezky s priamkami
RS', S'T".

Uloha mé dve rieSenia, lebo okrem takto zostrojenych priamok p, g
vyhovujt aj ich obrazy v osovej simernosti podla priamky AB.

B-1-6

Ctyithelnik maximélniho obsahu musi obsahovat celou spole¢nou tétivu
kruhti, které jej pokryvaji. Jinak bychom mohli jeho obsah zvétsit pii
zachovéani podminek tlohy — mohli bychom posunout kruhy dal od sebe.

Rozeberme moznosti, které mohou nastat:

Ctytthelnik (ozna¢me jej ABCD) se sklada ze dvou &tyfthelnikii
vepsanych do kruhid — obr. 13. Tyto ¢tyfthelniky AKLD, K BCL maji
maximalni obsah, pravé kdyz to jsou ¢tverce.

A Y
Obr. 13 Obr. 14

Dtikaz tvrzeni, Ze ze v8ech ¢tyftahelnika vepsanych do téhoz kruhu mé
nejvétsi obsah &tverec, provedeme pomoci obr. 14. Ctyfthelnik TXY Z je
slozen z trojuhelniki ZXY, ZXT. Jeho obsah je

Orxyz = %|XZ1 - v+ %lXZl cVUy = -;—|XZ|(’U1 +112),
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ale |[XZ| £ 2r awv; + vy £ 2r. Odtud
Orxyz < %~27‘~27‘=21‘2.

Rovnost nastane pouze pro ¢tverec vepsany do daného kruhu.
Ctytthelnik ABCD ze zadéni tilohy méa v tomto p¥ipadé maximalni
obsah 4r2.

Ctytthelnik se skldda z trojthelnika vepsaného do prvniho kruhu
a pétithelniku vepsaného do druhého kruhu (obr.15), nebo se skladd
ze dvou trojihelnik vepsanych do kruht (obr.16). V obou situacich
odhadneme obsah ¢tyfihelniku shora nésledujicim vyrazem

%lACI -v + %|AC| cUg = %|A0| . (’01 +’02)

Podle obrazka plati |[AC| < 4r, v1 + vo £ |BD| < 2r. V tomto piipadé
je tedy obsah mensi nez 4r2.

D
’ L —
A :
K
B
Obr. 15
D L C
A B

Obr. 17

Ctyrahelnik maximalniho obsahu je obdélnik se stranami délky v/2 cm
a 2v/2 cm; je zndzornén na obr. 17.
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B-S-1

Je-li y hodnota dané odmocniny, je 2% —y? = p?, takze (z—y)(z + y) = p*.
ProtoZe p je prvodislo a ¢isla x — y <  + y jsou prirozend, musi nastat
jedna ze dvou moznosti

I‘—yzl, r—yYy=p,
5 nebo 5
r+y=p°, T+y=p°.

Snadny vypocet v obou pripadech dava

x:1+p3 x:p2+p
32 resp. 22

. il
y=—= 2

(Tato &isla jsou pfirozend pro kazdé liché p 2 3.) Pro funkci f(p) =
= 3(p* +1) plati

f(11) =666 a f(13)=1099 > 10°,
a pro funkci g(p) = 3(p* + p)
g(43) =946 a g(47) = 1128 > 10°.
Hledané nejvétsi trojciferné ¢islo = je proto rovno 946.
B-S-2
Je-li u spoletny koren obou rovnic, pak
0=(u®—-u+3p—6)— (ud+u+4p—10) = —2u—p+4,

odkud u = —%p + 2. Dosazenim zpét do libovolné z obou rovnic do-
staneme podminku na &islo p, ktera je po tpravé tvaru kubické rovnice
p(p? —12p+20) = 0 s kofeny p; = 0, po = 2 a p3 = 10. Snadno se
presvédéime, ze dana dvojice rovnic pak ma skutecné spole¢ny koren u
rovny 2, 1 resp. —3.

B—58-3

V thlu AM B sestrojime nejdfive pomocny trojuhelnik K'L'M, ktery
je stejnolehly s hledanym trojuhelnikem K LM v nékteré stejnolehlosti
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se stfedem M a kladnym koeficientem, a pfitom bod K’ méa od ramene
M A vzdélenost 2 cm. Konstrukce bodt K’ a L' je snadné: protoze bod L’
musi mit od ramene M B vzdélenost 1cm, lezi body K’ a L' po fadé na
polopfimkach PQ a RS, kde PQ dostaneme posunutim MA o 2cm ve
sméru M B a RS posunutim MB o 1cm ve sméru M A. Protoze bod
L' je obrazem bodu K' pii otoleni se stiedem M o 60°, uréime L’ jako
pruseéik polopfimky RS s polopfimkou P'Q’, kterd je obrazem PQ ve
zminéném otoceni. (Bod K’ je pak obrazem L’ pfi opa¢ném otoceni.)
Zobrazime-li nakonec body K’ a L' ve stejnolehlosti se stfedem M a ko-
eficientem 5/|M K|, dostaneme hledané body K a L. Diikaz spravnosti
je ziejmy, tloha m4 jediné Fedeni (i kdyZ existuji dvé riizna otoleni kol M
0 60°, jen pii jedné z nich protne obraz poloptimky PQ polopfimku RS).

B-1Il-1

Umocnime-li prvni rovnici na druhou a od vysledku odecteme rovnici
druhou, dostaneme 2xy = 4z. Z dvojice rovnic zy = 2z az+y = z + 2
vyplyva, ze {z,y} = {2,2}. Proto 23 + y® = 23 + 8, takZe a = 8 je jedina
hodnota, kdy ma soustava feSeni. VSechna feSeni pro a = 8 jsou trojice
(z,y, z) tvaru (2,p,p) nebo (p,2,p), kde p je libovolny parametr.

B-1l-2

Pro vysku v na pieponu a odvésny a, b plati vv/a? + b2 = ab, neboli
v2(a? + b%) = a®b?. Protoze v je prvoéislo, plyne odtud v | a nebo v | b.
Necht a = mv pro vhodné celé m > 1 (bez Gjmy na obecnosti). Po
dosazeni do rovnice a kraceni ¢islem v? dostaneme m?v? 4 b2 = m?2b?,
neboli m?v? = b*(m? — 1). Z posledni rovnice plyne, Ze (kladné) &islo
m? — 1 je druhou mocninou celého &isla, a to je spor, nebot

2

(m—1)2 <m? —1<m? prokazdé m > 1.

Zadny takovy trojihelnik proto neexistuje.

Jiné feSeni. Podle Eukleidovy véty vyska v na preponu a odvésny a,
b spliwji rovnost v? = Va2 — v2v/b% — vZ, neboli v* = (a? — v?)(b* — v?).
ProtoZe v je prvodislo a ¢initelé (a? — v?), (b — v?) jsou dvé cel4 &isla
vétsi nez 1, je bud jedno z nich v a druhé v3, nebo jsou obé& rovna v2.
Druh4 moznost vede k a = b = vy/2, a to je spor, nebot ¢&slo vv/2 je
iracionélni. Zkoumejme prvni moznost: predpokladdejme a? — v? = v bez
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(jmy na obecnosti. Z rovnosti a®> = v? + v plyne v < a < v + 1, coz pro
celd a, v nemiZe nastat. Zadny takovy trojihelnik proto neexistuje.

B-11-3

Nerovnost ¢ > 4pr jisté plati, pokud pr < 0. Pokud pr 2 0, rozligime
dva pfipady: jsou-li obé ¢isla p a r nezdpornd, pak muzZeme umocnit
nerovnost ¢ > p + r a dostat tak

@ >@p+r)?=(p—r)’+4pr 2 dpr;

jsou-li obé &isla p a r nekladné, pak umocnénim nerovnosti 2¢ 2 —4p—r
(2 0) dostaneme

4¢* > (4p+1)* = (4p — 1) + 16pr > 16pr.

V obou ptipadech tedy plati ¢> > 4pr.

Jiné FeSeni. Ozna¢ime-li f(z) = pa? + gz + r, bude podle zadani
f(=1) < 0 a f(2) > 0. To je mozné, jen kdyZ diskriminant ¢? — 4pr
kvadratického trojclenu f je kladny.

B-1l-4

Jednou z péti plachet museji byt prikryty aspon dva body z mno-
ziny, ktera je tvorena tfemi vrcholy trojuhelniku
a tfemi stfedy jeho stran. To ale znamena, Ze
strana plachty je pfinejmens$im rovna aspon polo-
viné strany celého zdhonu. Ten se pak da pokryt
¢tyrmi plachtami podle obr. 18.

Obr. 18
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