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Kategorie A

Texty tuloh

A-1-1

Uvazujme n jednotkovych kruZnic se stfedy ve vrcholech konvexniho
mnohothelniku. DokaZte, Ze na nékteré z téchto kruznic existuje oblouk
délky 2n/n, ktery nemd spole¢ny bod s zZadnou jinou z uvazovanych kruz-
nic.

A-1-2

Najdéte vSechny hodnoty parametru p, pro ktery existuji redlna ¢isla z,
y, z takova, ze

r+y+z=4,

Ty +yz + 2z =4,

TYz = p.
A-1-3

Jsou dany dvé rekurentni posloupnosti

an+1 - 5an + 2bn7
bn+1 = —2an + bn,
ay = 12, bl = -3

Najdéte n-ty ¢len obou posloupnosti.

A-1-4

Oznaéme S obsah trojihelniku ABC' a ¢ polomér jeho kruznice vepsané,
v vysku ¢tyfsténu ABC D na sténu ABC'. Pro povrch P ¢tyisténu ABC D
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pak plati

2
P>s|1+ 1+(g>

Dokazte a zjistéte, kdy nastane rovnost.

A-1-5

Ve &tvercovém schématu je zapsano 1000 x 1000 celych ¢isel. Pritom
kazda dvé sousedni ¢isla v fadku nebo ve sloupci se lisi nejvyse o 100.
DokaZte, Ze mezi zapsanymi Cisly je jedno, jez se ve schématu vyskytuje
aspon Sestkrat.

A-1-6
. : 3n+1 NP :
Dokazte, ze pron 2 1 mé zlomek m nekoneény periodicky rozvoj.
A-S-1

Pre ktoré hodnoty redlneho parametra p ma sustava rovnic

r+y+z=1,
1 1 1
—+-+-=1,
T Yy =z

];2 2 ’
rieSenie v obore reé.lnych Cisel?

A-S-2

Pro kazdé prirozené ¢islo n jsou pfirozena ¢isla a,, b, urc¢ena podminkou

n v ~ v 12 e s ws . v
an +b,V/5 = (3+/5)". Dokaite, Ze pro kazdé p¥irozené &slo n jsou obé
&isla an + by, an — b, délitelné Cislem 2™.

A-S-3

V pravidelném ¢tyisténu ABCD ozna¢me P patu vysky vedené bodem D
na rovinu ABC a M stied Gsecky DP. Rovina rovnobézna s pfimkou BC
a obsahujici pfimku AM rozdéli ¢tyrstén na dvé ¢asti. Urcete pomér jejich
objemi.
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A-1l-1

Uréte dvaciaty ¢len postupnosti prirodzenych ¢&isel (a), ak je ¢len aq ggo
rovny prvocislu 1993 a pre kazdé k € N plati

ap4+1 = ak + n(ag, ax+1) — D(ak, ak+1),

kde n(z,y), resp. D(z,y) oznafuje najmensi spolo¢ny nasobok, resp. naj-

.....

A-1l1-2

Je dana kruznice k a na ni dva riizné body A, B. UvaZujme kruznice kq,
ko takové, ze k; se dotyka k zevnitf v bodé A, ko se dotykd k zevnit¥
v bodé B a obé kruznice k1, ky se navzdjem dotykaji v bodé C. Najdéte
mnozinu vSech takto vzniklych bodd C.

A-11-3
Ak pre realne nenulové &isla z, y, z plati
1 1 1
(:c+y+z)(—+—+—) =1,
T Yy =z
potom zy + yz + zz < 0. Dokézte.

A-1l1-4

Uvazujme &tyistén ABCD, jehoz sténa ABC m4 obsah 60 cm? a 7adna
z jejich stran a, b, ¢ neni del3i nez 13 cm. Pfitom zvolime-li jejich oznaceni
tak, Ze a 2 b 2 ¢, maji asponn dvé z hran DA, DB, DC &tyisténu délku
b. UrCete nejvétsi mozny objem takového ¢tyfsténu.

A-1l-1
Pre ktoré prirodzené ¢islo n je ¢islo 7* — 1 ndsobkom ¢isla 6™ — 17
A-1ll1-2
V tabulce 19x 19 jsou zapséna celd ¢isla tak, ze ¢isla zapsand v sousednich
polickach se lisi nejvyse o 2. Jaky je nejvySsi mozny pocet riznych cisel
v takovéto tabulce? (Dvé policka tabulky povazujeme za sousedni, maji-li
spole¢nou stranu.)
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A-1lI1-3

V roviné je dan trojuhelnik AKL takovy, ze |XALK| > 90° + | LAK]|.
Sestrojte rovnoramenny lichob&znik ABCD, AB || CD, tak, aby bod K
lezel na strané BC, bod L lezel na thlopficce AC a prisecik S tsecek
AK a BL byl stfedem kruznice opsané lichobézniku ABCD.

A-1ll1-4

Dané je postupnost (a,)32; prirodzenych ¢isel uréena rekurentne takto:
a; = 2, pre kazdé n 2 1 je any1 rovné suétu desiatych mocnin cifier
&isla a,. Rozhodnite, & sa moéZe v postupnosti (a,)52; vyskytnat nejaka
hodnota dvakrat.

A-1ll-5
Néajdite vSetky funkcie f: Z — Z také, ze
f(@) + f(y) = f(z + 2zy) + f(y — 22y) 1)
plati pre kazdé z, y celé a naviac f(—1) = f(1).

A-11-6

Dokazte, ze existuje CtyTstén, ktery lze rozdélit na osm shodnych ¢ty¥s-
tént podobnych ptvodnimu.

53



Regeni tloh

A-1-1

Uvazujme nejprve konvexni thel ABC' a jeho vnitini bod M # B a déle
dvé kruznice se stejnymi poloméry a se stfedy v bodech M a B (obr. 19).

Obr. 19

Priiseéiky téchto kruznic (existuji-li) lezi v poloroviné uréené bodem M
a primkou prochézejici bodem B kolmo k BM . Tyto pruseciky tedy nelezi
uvnit¥ Ghlu s vrcholem B, jehoz ramena jsou kolmé k BA, BC' a nelezi
v thlu ABC.

Budte nyni A, B, C sousedni vrcholy konvexniho mnohothelniku.
Pruseciky jednotkové kruznice, kterd ma stied ve vrcholu B, s jednotko-
vymi kruznicemi, které maji stfedy v ostatnich vrcholech, nelezi uvnitr
thlu w, nebot tyto vrcholy lezi v thlu ABC. Zbyva uvazit, Ze nejmensi
z vnitinich (hlt n-thelniku neni vétsi nez w, takze nejvétsi z prislusnych
(hld neni mensi nez 2r/n.
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A-1-2

Podle znamych vztaht mezi kofeny a koeficienty mnohoélenu mé dana
soustava rovnic feSeni v oboru redlnych ¢&isel, pravé kdyz mnohoclen

fO)=t3 4> +4t—p
ma tii redlné kofeny. VySetiime pribéh této funkce. Zrejmé
im f(t) = —oo,  lim f(t) = oo.

Protoze f ma derivaci

') = 342 — _ U A N P AN
f'(t) = 3t 8t+4_3<t2 3t+3)—3<t 3>(t 2),

funkce f(t) v intervalech (—o0, ) a (2, 00) roste a v intervalu (,2) kles4.
Funkce ma tedy v bodé t; = % lokéalni maximum a v bodé to = 2 lokalni
minimum. Mnoho¢len bude mit tii redlné koreny (pocitany i s nasob-
nosti), pravé kdyz f(t1) = 0 a zdrovenr f(t2) < 0. Snadno zjistime, Ze to
nastane, pravé kdyz p € (0, 32).

A-1-3
Uvazujme posloupnost ¢, definovanou vztahem

Cpn = Ay + by
Protoze

Cn41 = Qn41 + bn+1 = dan, + 2bn - 2an + bn =
= 3a, + 3b, = 3c,,
C1 = 12-3= 9,

je ¢, = 3™ pro viechna n € N. Odtud

bp = Cn — an = 3" —ay,,

Ant1 = 5an +2(3"! = a,) = 3a, + 23" (%)

Z tohoto rekurentniho vztahu mizeme posloupnost a, uréit napt. takto:
Vsimneme si, ze 3" | a,, pro kazdé n € N, a polozime

an = 3"x,.
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Dosadime-li do (x), dostaneme
Tnil = Tn + 2,
a protoze x; = 4, mame

Tn =2(n+1), an =2-3"(n+1),
b, = 3" —q, = -3"(2n - 1).

Snadno se presvédéime, Ze tyto posloupnosti an, b, spliuji pozadavky
ulohy.
A-1-4

Oznaéme @ patu vysky CEtyfsténu na sténu ABC, a, b, ¢ délky stran
trojahelniku ABC a z, y, z vzdélenosti bodu @ od stran BC, CA, AB.
Pro obsah S(BCD) trojuhelniku BC'D plati

1 2
S(BCD) = % oV +22 2 a1 EE

2 /v2 + 92

(podle Cauchyovy nerovnosti

\/xf +a3 \/yf +93 2 |z1y1 + 2292,

v niZ nastane rovnost, pravé kdyz z;ys = x2y;), analogicky

1, v2+ oy 1 02 +op02
S(ACD) 2 - b —=, S(ABD) 2 - ¢ ———.
(40D) 2 30T B, S(4BD) 2 5o

Je tedy
P =S+ S(BCD)+ S(ACD) + S(ABD) 2

> [a(v?® + oz) + b(v? + gy) + c(v® + 02)] =

+—_
2¢/v? + 02

1
=S+ ————(ap+bo+co) +

N

—Q——(ax + by + cz).
V2 + g2
Pfitom

—;—(aa: +by + cz) = S(BCD) + S(ACD) + S(ABD) S,
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protoze trojihelnik ABC je vidy obsaZen ve sjednoceni trojiahelnikid
BCQ, ACQ, ABQ. (Rovnost zde nastane, pravé kdyz bod @ lezi v troj-
thelniku ABC'.) Je tedy

Prs+ Y 512 s_s(14 1+(3)2
= 0/v? + p? /02 + p? 0 ’

Rovnost nastane, pravé kdyz ¢ = x = y = z, tj. pravé kdyz bod @ splyne
se stfedem kruznice vepsané trojihelniku ABC.

Pozndmka. Ze vSech Etyrstént daného objemu a s danou podstavou
mé nejmensi povrch ten, ktery ma shodné odchylky vSech tii poboc-
nych stén od podstavy. Ze vSech Ctyrstént daného objemu s podstavou
daného obsahu mé nejmensi povrch pravé ten, jehoz podstava je navic
rovnostranny trojuhelnik.

A-1-5

Zvolme libovolna dvé ¢isla ve schématu. Od jednoho k druhému se mi-
zeme dostat nanejvys 999 + 999 = 1998 kroky tak, Ze postupné procha-
zime pies sousedni ¢isla. Zadna dvé &isla ve schématu se tedy nelisi vice
nez o 199 800, proto ¢isla ve schématu nabyvaji nanejvys 199 801 rtiznych
hodnot. Kdyby tam byla kazda hodnota zastoupena nejvyse pétkrat, ne-
bylo by ve schématu vice nez 5 - 199801 < 106 &isel, je jich tam viak
milién. Musi tam tedy byt aspon jedno ¢islo nejméné Sestkrat.

A-1-6

Nejprve prozkouméame soudélnost &itatele a jmenovatele. Cisla 3n +1, n
jsou ziejmé nesoudélnd a ¢isla 3n + 1, 2n — 1 mohou mit jako spole¢ného
délitele jediné ¢islo 5: je-li d jejich spole¢ny délitel, 3n+1 = da, 2n—1 =
= db, je

d(2a —3b) =2(3n+1) —3(2n—1) — 5.

VSechna uvazovand ¢isla jsou racionalni a jejich desetinné rozvoje
mohou tedy byt, jak zndmo, bud kone¢né, nebo nekoneéné periodické (ke
zdivodnéni je potfeba védét néco mélo o nekoneénych radéch).

Vylouéime prvni ptipad: Koneény rozvoj maji pravé ty zlomky v za-
kladnim tvaru, které maji jmenovatele tvaru 2"5° (to vidime hned, uvédo-
mime-li si, Ze vynasobenim takového zlomku vhodnou mocninou deseti
dostaneme celé ¢islo). Dejme tomu, Ze jmenovatel naSeho zlomku mé
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tento tvar (o to, zda je v zdkladnim tvaru, se starat nemusime, zkrétit
by $el, jak uz vime, leda &islem 5). Cisla n, 2n — 1 jsou nesoudélné, 2n — 1
je liché, musi tedy byt n = 27, 2n — 1 = 5°. Potom je

2Pt =55 4 1=(4+1)°+1.

Toto ¢islo dava pri déleni ¢ty¥mi zbytek 2 (binomicka véta), je tedy r = 0,
s = 0amn = 1. Pron > 1 tento pifipad nemiize nastat a rozvoj je
nekonecny.

A-S-1
Protoze

(x+y+2)? =22 +9y%+ 22 + 2(zy + yz + 23),
1 1+1_:cy+yz+zx

T Yy =z TYZ

je uvedend soustava t¥i rovnic pro xyz # 0 ekvivalentni soustavé

T+y+z=1,
1-p
acy+yz+zx=—2—,
zz—l_p
Yz = 5

Déle postupujeme jako pii feSeni tlohy A-I-2: Cisla z, y, z jsou FeSenim
této soustavy, pravé kdyz jsou reSenim rovnice
1—-p 1-p

t——= =0,

3 — 2
Tt 2

neboli 1
(t— 1)(t2 + —p) ~0.
2
Je zfejmé, Ze posledni rovnice ma tfi nenulové realné koteny, pravé kdyz
pro parametr p plati p > 1.

Jiné feSeni dostaneme, jestlize dosadime z z prvni rovnice do druhé;
po apravé dostaneme (z + y)(1 — z)(1 —y) = 0. Odtud plyne, Ze aspon
jedno z éisel z, y, z je rovno 1. Dale postupujeme stejné jako v predeslém
feSeni.

58



A-S-2

VyuZijeme toho, ze dvé ¢isla a+bV5, c+dv5,kde a, b, c, d jsou cela cisla,
se rovnaji, pravé kdyz a = ¢ a b = d (to plyne z iracionality &isla v/5).
Po roznasobeni pravé strany rovnosti

a’n+1 + bn-{—l\/g = (an + bn\/g) (3 =1 \/—5)
tak dostaneme dva rekurentni vztahy

An41 = 3an + 5bn,
bn+1 =a, + 3bn

Tvrzeni tlohy dokdzeme matematickou indukci. Pron = 1 je a; = 3,
by =1, takZe a; + by = 4, a; — by = 2, tj. obé cisla jsou délitelna dvéma.
Predpokladejme, ze a, + by, a, — by jsou délitelnd cislem 2™. Potom je
Ant1 + bpt1 = dan + 8b, = 6(an + by) — 2(an, — by), takze aniy + bpt1 je
délitelné &islem 2"+, Podobné je i any1 — bny1 = 2an +2b, = 2(an +by,)
délitelné &islem 27*!. Tim je dfikaz hotov.

A-S-3

Oznaéme K pruseCik piimky AM s rovinou BCD, L stied tselky BC
a B’, C' prusec¢iky dané roviny s hranami DB, DC (obr. 20).

D

Obr. 21
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Bodem D vedme piimku rovnob&znou s pfimkou AL a jeji prisecik
s pfimkou AK oznalme X (obr. 21 ukazuje situaci v roviné AK D). Troj-
thelniky ALK a XDK jsou soumérné sdruzené podle stfedu M, takze
|DX| = |AP)|. Ze stejnolehlosti trojuhelniktt ALK ~ XDK vychézi

|DK| |DX| |AP| 2

KL = JAL| ~ JAL| 3’

nebot P je t&zisté trojuhelniku ABC. Je tedy
|DK| |DK]| B 1 _2
|IDL| ~ |DK|+|KL| . |KL| 5
|DK]|

Objemy ¢&tytsténti AB'C'D a ABCD jsou ve stejném poméru jako obsahy
trojuhelniktt B'C'D a BCD, tj. 4 : 25. Hledany pomér je tedy 4 : 21.

A-1l-1

Nejmensi spoleény ndsobek n = n(a,b) dvou ptirozenych ¢éisel a > b
a jejich nejvétsi spolecny délitel d = D(a,b) zfejmé spliiuji nerovnost
n 2 a > b 2 d, pfitemZ znaménko rovnosti v obou krajnich nerovnostech
nastane, pravé kdyz b | a. To ale znamend, 7e n — d 2 a — b s rovnosti,
pravé kdyz b | a.

Pro danou posloupnost (ax) odtud tedy plyne, Ze a; | az, az | as, ...,
a1 990 | aj 991, 1991 I a1 992. Protoze 1993 je prvocislo, vyskytuji se v po-
sloupnosti (ax)1%%? jen ¢isla 1 a 1993. Proto je bud asp = 1, nebo
azo = 1993.

Jiné feSeni. Oznaéme D = D(ak, ak+1), potom je ar+1 = cD, ar =
= dD, kde ¢, d jsou nesoudélnd ¢isla. Podle predpokladu pro dané k
plati
¢D =dD + cdD - D,

tj.
(c+1)(d-1)D =0,

takze d = 1. Je tedy ar41 pfirozenym nasobkem ¢isla ay. Déle postupu-
jeme stejné.
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A-11-2

Uvazujme spole¢nou teénu kruznic ki, k2 v bodé C. Pro tsekové uhly
prislusné tétivam AC a BC plati (obr. 22)

| XCA| = %|<):A51C|, |<XCB| = %|<T.CSQB|,
takze
| ACB| = 1(|<AS:C| + |<CS,B|) =
=1(2n— (n - |<ASB|)) =
= K_-l_‘j;_@ = konst_

Bod C tedy lezi na oblouku prislusné kruznice nad tétivou AB. Je-li
oviem |<xASB| = 180° (body A, B jsou krajnimi body priméru dané
kruznice k), vychézi |<xACB| = 180°, takze hledanou mnozinu bodi C
tvor{ vnitiek tsecky AB.

Naopak pro libovolny bod tohoto oblouku (resp. tsetky AB) rtzny
od bodti A, B sestrojme kruZnice ki, resp. k4 tak, aby se dotykaly kruz-
nice k v bodé A, resp. B a prochazely bodem C. Obracenim predchoziho
postupu je vidét, Ze ob& kruznice maji v bodé C spole¢nou teénu.
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A-11-3
Podle predpokladu pro dana nenulova realna &isla z, y, z plati
(x+y+2)(zy +yz + 2z) = 2y2,
coz po upravé dava
(z+y)y+2)(z+z)=0.

Protoze dana rovnost je invariantni vii¢i permutacim éisel z, y, z, miZzeme
bez Ujmy na obecnosti predpokladat, ze je napt. y = —z, a tudiz i zy +
+yz+ 22 = —2% < 0. Tim je dikaz hotov.

A-11-4

Predpokladejme, Ze pro hrany a, b, ¢ plati 13 2 a 2 b 2 ¢. Jednu ze stén
uvazovaného Ctyrsténu pii vrcholu D tvofi rovnoramenny trojuhelnik
s rameny délky b, pro jehoz vysku na zdkladnu z, a tedy i pro vysku v
Ctyrsténu pri vrcholu D plati

v < \/b2——i12 < \/132—%02.

Odtud je zfejmé, ze objem V = %v - 60 ctyrsténu ABCD bude nejvétsi,
bude-li délka strany ¢ co nejmensi (a uvazované sténa bude zaroven kolm4
na sténu ABC).

Obr. 23
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Pro vysku v, trojihelniku ABC podobné plati v, < (/132 — L¢2

(obr.23), a protoze 60 = %cvc, spliiuje ¢ nerovnici

60 < 2c4/13% — 1¢2.

VyfeSenim této nerovnice dostaneme pro délku strany c nerovnost
10 £ ¢ £ 24. Pro ¢ = 10 pak vyjde v = 12, takZe maximalni objem
uvazovaného Ctyisténu je V = 1 - 6012 = 240 cm®.

A-1-1

Je jasné, ze kazdé &islo tvaru 6" —1 = (6—1)(6""1+...41) pro n pfirozené
je délitelné péti. Probereme-li zbytky mocnin 7¢, 1 < i < 5, zjistime, Ze
7" — 1 je délitelné péti pravé jen pro ¢isla n tvaru n = 4k (tomu, kdo
zna malou Fermatovu vétu, staéi probrat mocniny 7, 7% a 7%). Pro takova
&isla n viak plati, ze 6" — 1 = 6% —1 =362 —1 = (7-5+1)** =1 je
délitelné sedmi. Cislo 7" — 1 tedy nemiize byt n4sobkem &isla 6™ — 1 pro
z4dné prirozené n, protoze neni délitelné sedmi.

A-1l1-2

Uvazujme tabulku n x n, n 2 3, a ozna¢me m nejmensi a M nejvétsi
z Cisel tabulky.

Cestou mezi poli¢ky tabulky o soutadnicich (4, j) a (k, ) nazveme kaz-
dou posloupnost sousednich policek tabulky, kterd za¢ind v (i, ) a konéi
v (k,1). Vzdélenost dvou poli¢ek tabulky o soufadnicich (i,j) a (k,I)
definujeme jako |¢ — k| + |7 — {|. Je jasné, Ze pro takovouto vzdalenost
libovolnych dvou poli¢ek tabulky plati, Ze je nejvySe rovna 2n — 2.

Pokud je vzdélenost policek s ¢isly m a M mensi, tedy nejvyse 2n — 3,
dostaneme pro rozdil M —m odhad M —m £ 2(2n — 3) = 4n — 6, takZe
tabulka muze obsahovat nejvySe 4n — 5 raznych éisel (vic se jich do
intervalu (m, M) nevejde).

Je-li vzdélenost policek s ¢isly m a M pravé 2n — 2 (maximdlni
moznd), musi prislu$na poli¢ka lezet v protéjsich rozich tabulky. V ta-
kovém pripadé oznacme k pocet riznych ¢isel v dané tabulce a necht
by =m < by < ... < b1 < b, = M jsou vSechna ¢isla v ni zapsana.
Vzdalenost mezi policky obsahujicimi ¢isla by a by—1 je nejvyse 2n — 4,
a proto by_1 — by < 2(2n —4) = 4n — 8. Pro rozdil ¢isel M a m tak méme

M —m= (M —bg_1) + (bg—1 — b2) + (bg —m) =
S (M —bg—1)+4n -8+ (by — m).
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Podle toho, zda nékteré z ¢isel M — by_; a by — m je 1 nebo 2, odtud
plyne, Ze muze nastat jedna z nasledujicich t¥i moznosti:

)M —-—m < 4n—6,

2) M —m £ 4n -5, pfi¢emz tabulka neobsahuje bud ¢islo m + 1, nebo
Cislo M — 1,

3) M —m £ 4n — 4, pfi¢emz tabulka neobsahuje ani jedno z &sel
m+1laM-1.

V kazdém pripadé vychazi, ze tabulka obsahuje nejvyse 4n—5 riznych
celych ¢isel intervalu (m, M).

Nyni stac¢i ukézat, ze do tabulky n x n lze zapsat ¢isla 1,2,3,...,4n—>5
tak, aby byly splnény podminky tlohy. To miZeme udélat napriklad tak,
Ze rozmistime ¢isla podle schématu

1 3 5 2n—3 2n —1
4 6 2n — 2 2n
4 6 8 2n 2n +1
2n — 4 2n — 2 2n 4n — 8 4n -7
2n — 2 2n 2n + 2 4n — 6 4n -5
A-1lIl-3

Predpokladejme, ze hledany lichobéznik ABCD existuje. Protoze obvo-
dovému thlu ABC v kruznici opsané trojihelniku ABC prislusi stfedovy
uhel ASC (obr.24), jehoz velikost je 180° — 2|<cLAK]|, znadme velikost
thlu 8 = |<xABC| = 90° — | < LAK | hledaného lichobézniku. Jeho vrchol
B tedy lezi na oblouku ! kruznice k o stfedu O, kterému nad tétivou AK
v poloroviné opa¢né k poloroviné AKL odpovida obvodovy thel 3. Pro-
toze |<xALK| > 180° — f3, je bod L vnitinim bodem kruhu vymezeného
kruznici k.

Uvazujme prusecik P kruznice k s ramenem AD lichobézniku ABCD.
Ze soumérnosti podle osy SO tusecky AB plyne, ze bod P je v této
soumérnosti obrazem bodu K, bod L lezi uvniti Gsecky BP a plati
|AK| = |BP|. Odtud plyne konstrukce tétivy BP: Danym bodem L
je nutno vést takovou pfimku, kterd by na jiz sestrojené kruznici k vy-
tala tétivu BP dané délky |AK|. Takovou pfimku sestrojime jako tecnu
vedenou bodem L ke kruZnici k; soustfedné s kruznici k, jejiz polomér je
roven |OM]|, kde M je stfed AK . Protoze |AS| = |CS| > |SK|, vybereme
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Obr. 24 Obr. 25

ze dvou takovych teden tu, kterd protind usetku MK (a ne M A, obr. 25).
Bod C pak najdeme jako prisecik polopfimek AL a BK.

Diikaz spravnosti konstrukce. Staci ovérit, ze prusecik S sestrojené
tétivy BP s iseCkou M K je stfed kruznice opsané trojihelniku ABC a ze
|<<CAB| < |<ABC]| (pak je totiz mozné doplnit ABC na lichob&znik
ABCD). Ptedné ze shodnosti tétiv AK a BP ihned plyne, ze |AS| =
= |BS|. Oznalme § = |XLAK| a ¢ = |<SAB| = |<SBA|. Podle
konstrukce je |<cCBA| = 8 = 90° — ¢ a z jednotlivych trojihelnikd plyne

BSA: |<BSA| =180° — |<XSAB| — |xSBA| = 180° — 2¢,
BAL: |<xBLA| =180° — |<<LBA| — |<xLAB| =180° —¢ — (¢ +4) =
= 180° — 2¢ — 4,
BCL: |<xBCL| =180° — |<xCBL| — |<«CLB| =
=180°—(90° -6 —¢) — (2 + 6) = 90° — €.
Plati tedy |<cBSA| = 2|<cBCA|, a to podle véty o stfedovém a obvo-

dovém thlu znamen4, Ze bod C lezi na kruznici o stfedu S prochazejici
body A a B. Koneéné plati

|<CAB| = |<LAB| < |<PAB| = |<KBA| = |<CBA],

Diskuse. Protoze pfimky LA a LK kruznici k; neprotinaji a p¥fim-
ka LM je jeji seCna, lze bodem L prolozit pravé jednu teénu ke kruznici
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k1, kterd protne tiseCku M K (druhé te¢na protne tsecku M A). Existence
bodu C: Polopfimky AL a BK se protnou (v jediném bodé&), pokud
|<<LAB| + |<xABK| < 180°. Protoze plati |<cLAB| < |<<PAB| =
= |<ABK| = B < 90°, je také |XLAB| + |<ABK| < 28 < 180°.
Uloha mé proto jediné feSen.

A-1ll1-4

Ukazeme, Ze dana posloupnost je shora omezen4 &islem 10'2. Z &isel men-
§ich nez 10'2 m4 ziejmé nejvétsi soucet desatych mocnin svych é&islic éislo
10'2 — 1, pfitemz je 12 - 90 < 12-10'° < 10'2. V omezené (nekoneéné)
posloupnosti se aspon jedna hodnota vyskytuje dokonce nekone¢nékréat.

A-11-5
Polozime-li v (1) z := —y a y := z, dostaneme
f(=y) + f(2) = f(=y — 2zy) + f(z + 22y). (2)

Odettenim (2) a (1) vyjde rovnost
f@) = f(=y) = f(y(1 - 22)) — f(y(-1 - 22)).

Protoze 1—2z a —1—2x jsou libovolna dvé sousedni liché ¢isla, usoudime,
ze f je linedrni na mnoziné vSech lichych nasobkt pevného ¢isla y. Tedy

f(x)=arz+b (z€Tk £=0,1,2,...),

kde T} zna¢i mnozinu viech lichjch nasobki &isla 2.
Abychom zjistili ¢isla ay, by, dosadime do (1): je-liz € T ay € Ty,
je ovSem
z(142y) € Tk a y(1—2z) €Ty,

takze rovnost (1) bude mit tvar
arT + by + ay + b = ak(ac + 2zy) + b + lll(y —2zy) + by,

neboli zy(ax — a;) = 0. Protoze zy # 0, dostdvdme nutnou i postacujici
podminku: vSechna ¢isla ax jsou rovna témuz Cislu a. Protoze rovnost
(1) je trivialné splnéna, je-li jedno z €isel x, y rovno nule, maji vSechny
funkce, jez vyhovuji podmince (1), tvar

az + by, z € Ty,

c, =0,

@) = {
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kde a, ¢ a by, jsou libovolné konstanty. V nasi tloze

:@__2)(_(—,1_)=0, atedy by = f(2) a c=f(0).

A-1l1-6

Uk4zeme, ze takovy Ctyfstén existuje. Uvazujme Ctyrstén ABCD
(obr. 26), jehoz dvé protéjsi hrany AB a CD délky 2 jsou shodné a na-
vzajem kolmé a ktery je osové soumérny podle stfedni pricky téchto
dvou hran. Stény tohoto Ctyfsténu jsou navzajem shodné trojuhelniky
o stranach 2, v/3 a V/3.

Obr. 26

Rozdélme kazdou sténu uvazovaného ctyrsténu ABCD stfednimi pric-
kami na ¢tyfi shodné trojahelniky. Kazda z rovin uréenych stiedy t¥{ hran
se spolenym vrcholem je rovnobézna s protéjsi sténou a ze Ctyfsténu
oddéli étyistén podobny pivodnimu (stejnolehly s koeficientem %) Od-
F{znutim téchto ¢tyr ¢tyrsténtt dostaneme osmistén My Mo M3 My MsMe,
ktery lze rozlozit na ¢tyri shodné ¢tyrstény, jez maji spoleénou hranu
M; Mg (stfedni pficku hran AB a CD). Bude-li velikost této spole¢né
hrany rovna velikosti k ni kolmych hran osmisténu, budou uvedené ¢tyi-
stény podobné puvodnimu Ctyfsténu s koeficientem %

Pocetné se uvedend tvrzeni snadno ovéri, zvolime-li vrcholy A, B, C,
D v mfizovych bodech krychlové sité:

A=(1,0,0), B=(~1,0,0), C =(0,1,1), D = (0,-1,1).
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