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Korespondenéni seminai UV MO 1992/93

Korespondenéni seminaf je jednou z forem péce o talentované zaky.
Vznikl ve 24. roéniku MO proto, aby bylo mozno vénovat individualni
pé¢iitém zaktm, ktefi neméli moznost navstévovat specidlni skoly a pra-
covat v tamnich seminarich. V tomto ro¢niku matematické olympiddy
se vSak poprvé nepodafilo rozb&hnout korespondenéni seminai UV MO
zpusobem obvyklym v diivéjsich letech. Po roce 1990 bohuzel ubylo ¢asu
i ochotnych spolupracovniki, a tak se podarilo rozeslat jen dvé sedmice
aloh, které uvadime dale (vétSina tloh byla vybréna z materidlu jury
33. MMO). K prvnim sedmi Glohdm zde najdete i jejich reSeni.

Ulohy korespondenéniho seminaie

1.1 Ozna¢me Ry mnozinu vSech nezdpornych redlnych ¢isel a pro dana
kladné ¢isla a, b uvazujme funkci f: Ry — R4, kterd spliuje funkcionalni
rovnici
f(f(2)) +af(z) =bla+b)z.

Dokazte, Ze tato rovnice mé jediné reseni.

1.2 Je dan konvexni ¢tyifuhelnik ABCD, jehoz thlopticky AC, BD jsou
na sebe kolmé, AC L BD. Vné daného ¢tyifuhelniku sestrojme nad jeho
stranami ¢tverce AEFB, BGHC, CIJD, DKLA (jejich vrcholy jsou
znaleny proti sméru hodinovych rucicek). Dokazte, Ze ¢tyrahelniky Qq,
Q2 ohranic¢ené primkami AG, BI, CK, DE, resp. AJ, BL, CF, DH jsou
shodné.

1.3 Je-li f mnohoclen s racionalnimi koeficienty a a realné ¢islo, pro které
plati s
o ~a = (f(@)° - fla) =331,

pak pro kazdé n = 1 plati
(f™(@)® = £ (a) = 33192,

kde f(™(z) = f(f(... f(z)...)) pro kazdé pfirozené n. Dokazte.
N’

n
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1.4 V daném trojihelniku ABC ozna¢me D a E pruseéiky os thli ABC
a ACB s odpovidajicimi stranami AC, AB. Najdéte velikosti thli troj-
thelniku ABC, jestlize |<scBDE| = 24°, |<<CED| = 18°.
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1.5 Dokazte, ze N = m 1 je slozené cislo.

1.6 Pro libovolné kladné celé ¢islo z oznaéme

g(z) = nejvétsi lichy délitel ¢isla z,

= + — je-li z sudé
f@)=42" g() ’
23(=+) jeli z liché.

Ukazte, ze se v posloupnosti z1 = 1, 2,41 = f(z,) vyskytne &islo 1992,
a zjistéte nejmensi n, pro které x,, = 1992. Vyskytne se ¢islo 1992 v dané
posloupnosti vickrat?

1.7 V roviné jsou dany tfi kruznice k, k1, k2, jeZ se navzajem dotykaji tak,
Ze kruznice k;, ko se dotykaji vné v bodé W lezicim uvnitf kruZnice k.
Navic jsou na kruZnici k£ dany tfi body A, B, C tak, ze primka BC se
dotyka v riuznych bodech obou kruznic k;, ko a spojnice W A je zaroven
jejich spole¢nou te¢nou, pricemz body A a W lezi v téze poloroviné urcené
pfimkou BC. Dokazte, ze W je stfedem kruZnice vepsané trojuhelni-
ku ABC.

2.1 Reste soustavu rovnic
tgz1 + 3cotgx; = 2tgxs,
tgxo + 3cotg e = 2tg 3,
tgz, + 3cotgx, = 2tgz;.

2.2 Zjistéte, pro jaka prirozend cisla n existuje konvexni n-thelnik, kte-
rému lze vepsat kruZnici a jehoZz strany maji (v néjakém poradi) veli-
kosti1,2,...,n

2.3 Jestlize f a g jsou mnohocleny s redlnymi koeficienty a pro libovolna
redlnd ¢isla z, y plati

f@) = f(y) = a(z,y) (9(z) - 9(v)),

pak existuje mnoho¢len h takovy, ze f(z) = h(g(z)) pro libovolné reél-
né z. Dokazte.
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2.4 Rozhodnéte, zda existuje mnozina M s nasledujicimi vlastnostmi:

(1) Mnozina M obsahuje 1992 pfirozenych ¢isel.

(2) Kazdy prvek mnoziny M a soucet libovolného poétu jejich prvki méa
tvar m* (m, k jsou pfirozend &isla, k > 2)?

2.5 Jestlize

f@E) =z +a12™ 1 +az™ 2 + ...+ am-1Z + G,

g@) =z"+a1z" +az" i + ...+ a1z + an

jsou dva mnoho¢leny s redlnymi koeficienty takové, ze pro kazdé realné
¢islo z je f(z) druhou mocninou celého éisla, pravé kdyz je druhou moc-
ninou celého ¢isla i g(x), potom pro m + n > 0 existuje mnohoclen h
s realnymi koeficienty takovy, ze f(z)-g(z) = (h(ac))2 pro kazdé z. Do-
kazte.

2.6 Necht |z] oznaduje nejvétsi celé ¢islo nejvyse rovné &islu z. Zvolme li-
bovolné &islo z; v intervalu (0, 1) a definujme posloupnost (zx);>; vztahy

0, je-li z,, =0,
+ {—J jinak.
Tn

Tn
Dokazte, ze pro libovolné n prirozené plati

SIS L U . SASE .
1 2 n F2 F Fn+1,

kde i =F,=1a F,49=F,41 + F, pron 2 1.

2.7 Jestlize a(n) oznacuje polet jedni¢ek ve dvojkovém zdpisu éisla n,

potom

a) a(n)? £ fa(n)(a(n) +1);

b) v predchozi nerovnosti nastava rovnost pro nekone¢né mnoho klad-
nych cisel n;

¢) existuje posloupnost (n;)$2,, pro kterou podil a(n?)/a(n;) konverguje
pro n — oo k nule.
Dokazte.
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Reseni tiloh korespondenéniho semindie
1.1 Nebylo zvlast obtizné uhodnout, ze f(z) = bz je feSenim dané rovni-
ce; problém byl ukédzat, Ze jina neexistuji. Uvedené feseni je podle M. Hla-
wiczkové.
Uvazujme libovolné ¢islo y € Ry a definujme rekurentné posloupnost

{a,} vztahy

a =y,  an= f(an-1),
tj. a1 = f(y), a2 = f(f(y)), ..., atd. Dana funkcionalni rovnice pro
T = a, pak rika, Ze

Anto + atnt1 = bla+b)ay,. (1)

Charakteristickd rovnice tohoto rekurentniho vztahu (tj. rovnice, kterou
dostaneme, hledame-li feSeni rekurentniho vztahu mezi geometrickymi
posloupnostmi (g™))

¢® +aq = bla+0)

ma kofeny ¢; = b, g2 = —(a + b). Existuji tedy realna ¢isla A, B tak, zZe
an = Ab™ + B(—=1)"(a + b)", n=0,1,2,..., (2)

a tedy o wan
= :A+B(—1)"(1+ E) .

Protoze a/b > 0, vyplyva z binomické véty, ze
a\m a

1+2) 21+ 5n

(1+3) z1+gn

Je-li B < 0, je pro n sudé

a a\™ a a

= - -) < —) = —

= A+B(1+ b) :A+B(1+nb) nBY +(A+B),
coz v8ak bude (v rozporu se zadanim) mensi nez nula pro dostate¢né
velkd n. Obdobné pro B > 0 a n liché

%:A-B(1+%>R§A—B(l+n%)=—HB%+(A_B)a

coz je mensi nez nula pro dostatecné velké n. Musi tedy byt B = 0,
tj. a, = Ab™. Tim padem

y=ag=A, fly) = a; = Ab,

takze f(y) = by, coz jsme chtéli dokazat.
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1.2 Uvazujme nejprve dva étverce AB'CD' a BC'DA’ s hlopfitkami
AC a BD (obr. 30). Protoze BD L CD, jsou oba uvedené ¢tverce stejno-
lehlé. To znamena, ze pfimky AA’, BB', CC" a DD’ prochézeji spole¢nym

bodem O (stfedem stejnolehlosti).

Otoceni kolem vrcholu A o +90° zfejmé zobrazi trojihelnik AED na
trojahelnik ABL (obr. 31), takze pfimky BL a ED jsou navzajem kol-
mé. Pfitom mnozina vSech takovych bodi X, Ze otoceni kolem stfedu X
0 +90° zobrazi pfimku BL na DE, je zfejmé osa thlu BT D, kde T
oznacuje prisecik pfimek BL na DE. Na této ose tedy lezi i vrchol A.
Bod T lezi na Thaletové kruznici nad primérem BD stejné jako bod A’.
Navic osa thlu BT D prochazi stifedem oblouku BD, coZ je pravé bod A’,
prochazi tedy i stfedem O uvaZované stejnolehlosti. Odtud plyne, Ze oto-

¢eni kolem stfedu O o +90° zobrazi pfimku BL na
DE, a analogicky zjistime, Ze stejné otoceni zob-
razii pfimku AJ na CK, DH na BI a CF na AG.
Ctyfthelnik Q; je tedy v uvedeném otodeni obra-
zem Ctyrahelniku Qo. Oba ¢tyithelniky jsou proto
shodné.

1.3 Kubicky mnoho¢len z3 — z — 33! 992 m4 pouze
jeden redlny kofen. Staci si uvédomit, jak vypada
funkce g(z) = 2® —z (obr. 32), uvedeny mnohoclen
z ni vznikne posunutim o konstantu 33'°°2 mno-
hem vétsi, ne je lokalni extrém pro z = 1/+/3: pro

A

Obr. 32
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z < 1jeurdité 23 —z — 33192 < 0 a pro z 2 1 je funkce 23 — x — 331992
ostie rostouci. Protoze i f(«a) jsou dle pfedpokladu tlohy redlné kofeny
uvazovaného kubického mnohoclenu, je f(a) = a a matematickou indukci
pak odtud plyne rovnost f(™(a) = a. Tim je tvrzeni Glohy dokézano.

1.4 Oznalme S prisetik obou os BD a CE (obr.33), 8 = |<<ABC|,

Obr. 33

v =|<xBCA|, a =|<xCAB|, 6 = |<SDE| = 24°, ¢ = |<<SED| = 18°.
Podle vztahu pro vnéjsi thly trojihelniku je

|<BDA| =y + g |<CEA| =3+ %
Podle sinové véty v trojihelniku SDE plati
|DS| _ sine
|[ES| ~ siné’

Podle sinové véty v trojahelnicich DSA a ESA mame (vime, ze SA je
osou thlu BAC)

IDS| _|DS||AS|  sing sin(B+ %)
|ES|  |AS||ES|  sin(y + g) sing

Srovnanim obou vztaht vidime, ze
sind - sin(ﬂ -4 %) =sine - sin(’y + g)

Zaroven plati

B

5+

N |2

=n—|<XCSB|=n—|<DSE|=6+¢e =42° (1)

108



A7 do tohoto bodu dospéli viceméné vSichni FeSitelé; korektné vak tuto
soustavu rovnic nevyresil zadny.
Oznacime-li -
,3 + '2' —48° = Z,
bude
B+ % = +48°,
B_4B+7

T+5 =

04880 (54 ) m ot - o) =7

a potfebujeme tedy fesit rovnici
sind - sin(z + 48°) = sine - sin(78° — ),

tj.
sin 24° sin(z + 48°) = sin 18° sin(78° — ), (2)

neboli

sin 24°(sin 48° cos z + cos 48° sinz) =

= sin 18°(sin 78° cos & — cos 78° sin z). (3)

Ozna¢me na okamzik cos 36° = a. Podle vzorci pro cos2a a cos3a pak
bude

cos 72° = 2a% — 1,

cos 108° = 4a® — 3a.
Zaroven cos 108° = cos(180° — 72°) = — cos 72°, takze
4a® +3a*> - 3a—-1=0,

¢ili
2(a+1)(2a®* —a—1) =0.
Z¥ejmé cos36° # —1, takze a + 1 # 0, a tedy

€08 72° = cos 36° — cos 60°.
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. sin B_Ta, dosté-

.«
Protoze cos72° = sin18° a cosa — cos B = 2sin +
vame
sin 18° = 2sin 12° sin 48°

a po vynasobeni obou stran ¢islem sin 78° = cos 12° vyjde
sin 18° sin 78° = sin 24° sin 48°.

Dosazenim tohoto vztahu do (3) obdrzime rovnici

sin 24° cos 48° sinz = — sin 18° cos 78° sin x.
Pokud by platilo sin 24° cos48° = — sin 18° sin 78°, byla by rovnice (3),
a tedy i (2) splnéna identicky pro vSechna z; to vSak neni pravda (napt.
pro x = 78° je prava strana (2) nulova, zatimco leva ne). Musi tedy byt
sinz = 0, to znamena, Ze

z=k-180°, k celé.

Aviak z +48° = B + 17 lezi v intervalu (0°,180°), takze k = 0, a tedy

ﬂ+%=48°.

Odtud pomoci (1) plyne
,6 — 120, v¥= 720,

a konecéné
a=180° - — v =96°.

Tim je priklad vyfeSen.

1.5 Oznaéme x = 5%°, pak

N=z*4+224+224+2+1=(2>+3x+1)? -5x(z+1)° =
=((@® +3z+1) = 5%z +1))((2* + 3z + 1) + 5'%(z + 1)).

Odtud je ziejmé, zZe N je slozené piirozené ¢islo.
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1.6 Je-li (pro néjaké a) x, =1 -2*, kde I je liché a k > 1, pak
Za k k-1
$a+1=—2—+2 =({+2)-2"".

Specialné, pokud z, = 2*, dostdvdme postupné

Ty = Zk) )

— k-1

Tat+1 = 3-2 )
Ta42 = 5- 2k_2,

Tatj = (2.7 + 1) : 2k_j’

Tat+k = (2k + 1) . 20,

nacez
_ ok+1
Tat(kt1) =277 .

Protoze 21 =1 =2% a 2o = 2 = 2!, bude
1 2 _ o3
Ti+1 =27,  Tipi42 =27, T3 =20, L,
¢ili
k
xmk=2, k:0,1,2,...,

kde jsme oznatilimy =1+ (1+2+...+k) =1+ $k(k +1). Z (*) pak
vyplyva, ze

zmk+j=(2j+l).2k—j, j=0,1,2,... k.

Protoze my + (k + 1) = mg41, jsou timto vzorcem urdeny viechny ¢leny
posloupnosti (tj. kazdé prirozené ¢islo n se da, a pfitom ziejmé jedinym
zpusobem, napsat ve tvaru n = my + j, kde £k € {0,1,2,...} a j €
€{0,1,...,k}).

Nyni 1992 = 23 - 249, takZe

Tt = 1992 <= j =124,
127128
k=127 <= mk+j=1+-T+124=8253.
Cislo 1992 se tedy vyskytne v posloupnosti {z,} pravé jednou, a to pro
n = 8253.
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1.7 Oznalme Q@ resp. P body dotyku kruZnice k; s kruznici k resp. s pfim-
kou BC, D stied toho oblouku BC kruZnice k, ktery neobsahuje bod A,
a budiz DLy, L1 € kq, ta teéna z bodu D ke kruznici ki, kterd lezi na
opacné strané piimky @D nez bod B (obr.34). Uvazujme stejnolehlost

D
Obr. 34

se stfedem @, kterd zobrazuje kruznici k1 na kruznici k. ProtozZe te¢na
ke k v bodé D je rovnobéznd s ptimkou BC, zobrazi se pfi této stejnoleh-
losti bod P do bodu D. Odtud vyplyva, ze Q, P a D lezi v pfimce. Déle
|BD| = |CD|, takze |<cCBD| = |<<BQD| (obvodové thly), trojihelniky
BQD a PBD jsou tedy podobné. Tim padem

|DB|* = |DP|-|DQ| = |DL,|?

(posledni rovnost plyne z mocnosti bodu D ke kruZznici k1 ), takze |[DL;| =
= |DB|. Podobn4 uvaha pro k, misto k; (jestlize definujeme Lo pro ks
analogicky jako L; pro ki) ukazuje, Ze i |DLy| = |DC| = |DB]. Plati
tedy

|DLy| = |DLs|.

Protoze se vSak k; a ko dotykaji, plyne odtud, ze Ly = Lo =W a
|DW| = |DB| = |DC|. (*)

Protoze |BD| = |CD|, shoduji se obvodové tthly BAD a CAD, tj. AW
je osa thlu BAC (obr. 35).

Protoze BW D je vn&jsim ithlem trojuhelniku ABW , plati |<cABW |+
+ |<BAW| = |<BWD|. Déle diky (%) |<xBWD| = |<W DB| a podle
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D
Obr. 35

véty o obvodovych thlech |<cCBD| = |<BAD)|. Celkem méme
|<xABW| = |<xBWD|-|<BAD| = |<WBD|-|<xCBD| = |<CBW|,

a tedy BW je osa thlu ABC. Bod W je tedy prusecikem os thli troj-
thelniku ABC, neboli stfedem jeho vepsané kruZnice.
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