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Kategorie Z8

ULOHY I. KOLA
(Regeni tloh na str. 18)

Z8 -1-1

Ctyfi kamaradi z 8.C méli $tésti. Spole¢né si koupili tiket loterie a vy-
hréli prvni cenu. Byla v korunich vyjadiend péticifernym &slem. Samo-
ziejmé, ze si vyhru rozdélili stejnym dilem. Petr si vSiml zajimavé véci:
dostal ¢astku zapsanou stejnymi Cislicemi jako prvni cena, ale v opa¢ném
poradi. Kolik korun byla prvni cena? (Burjan)

Z8 - 1-2

Predstav si, Ze na, papife je narysovany trojihelnik a Gsecka. Napi$ po-
stup, jak se z tohoto trojihelnika d4 narysovat rovnoramenny trojihelnik
se stejnym obsahem a s jednou stranou shodnou s danou tseckou. Postup
se musi hodit na kazdy trojihelnik a na kazdou tsecku. (Cernek)

Z8-1-3

Na ¢iselné ose jsou znazornéna tii Cisla z, y, z. Narysuj na této &iselné
ose obraz nuly, jestlize vi§, Ze 3y = z + z. Najdi feSeni pro vSechny polohy
isel z, y, 2z, pro které x < y < z. (Cernek)

Z8-1-4 K

Nad primérem AB je opsand pulkruznice, jejiz
stied neni viditelny. Dale je dany bod C tak, zZe troj-
thelnik ABC je ostrothly (obr.1). Z bodu C sestroj
kolmici na AB. Ale pozor! Na konstrukci miizes po-
uzit jen tuzku a pravitko bez méfitka, které ma jen 4
jednu stranu rovnou. (Hozova)
Obr. 1
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Z8 -1-5

Na ostrové Pavouk je Sest mést. Kazdé z nich je spojené pfimymi cestami
s dal$imi ¢tyrmi z danych Sesti mést. Tyto cesty se nikde nekiizuji. Zaji-
mavé je to, ze vSechny cesty maji jen tfi rizné délky. Nejkratsi méri 10 km,
nejdelsi 40 km. Kolik kilometrt méfi ostatni? (Cernek)

Z8-1-6

Dva plavci se koupou v obdélnikovém bazénu. Délka bazénu je vyjad-
fena v metrech celym ¢islem a Sifka bazénu je 40 m. Jeden z plavct plave
na §ifku, a to uprostfed. Druhy zase na délku (ne nutné uprostied). Oba
najednou skodili do bazénu a plavali stejnou rychlosti. Kdyz se poprvé se-
tkali, uplaval kazdy z nich 510 m. Jak dlouhy je bazén? Naleznéte vSechna
FeSeni. (Demko)

ULOHY II. KOLA
(Reseni tloh na str. 23)

Z8 - 11 -1
V roviné je dan trojuhelnik ABC. Sestrojte trojuhelnik ABZ, jehoz ob-
sah je roven poloviné obsahu trojihelniku ABC' a pfitom |BZ| = E]BC |
Kolik m4 tuloha teSeni? Pocet feSeni diskutujte v zavislosti na velikosti
ahlu 8.
Z8 - 11 -2

Na ¢iselné ose jsou vyznaceny obrazy €isel a, 3a, 6a—2. Sestrojte obrazy
Cisel 0 a 1.

a 3a 6a—2"
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Jestlize v Ctyfciferném cisle zvétsime dvé cislice o 3 a zbyvajici dvé
zmenSime o 4, dostaneme dvakrat vétsi ¢islo. Najdéte viechna takova ¢isla.

Nova pneumatika se na zadnim kole Gplné opotiebi po ujeti 80000 km,
na prednim kole po ujeti 60000 km. Koupi-li otec na auto 4 nové pneu-
matiky, po kolika km jizdy méa prehodit pfedni a zadni pneumatiky, aby
s nimi mohl ujet co nejvice kilometri? Kolik km ujede? (Rezervni kolo
neuvazujeme.)

ULOHY III. KOLA
(ReSeni tiloh na str. 26)

Z8 - 11l -1

V pravouhlém trojihelniku ABC se osy uhli protinaji v bodé P. Jeho
vzdalenost od prepony AB je v/8 cm. Jaka je vzdalenost bodu P od vrcholu
c?

Z8 -1l -2
Jirka napsal ctyfciferné ¢islo, které mélo zajimavou vlastnost. Kdyz
zvét§il jeho obé krajni ¢islice o jisté ¢islo a zaroven zbyvajici ¢islice o toto
C¢islo zmensil, dostal trojnasobek pivodniho ¢isla. Najdéte vSechna Ctyi-
cifernd disla, kterd maji tuto vlastnost.

Z8 - 111-3

Kolik je pfirozenych ¢isel mensich nez 501, ktera nejsou délitelnd tiemi
ani sedmi? (Pfirozena Cisla jsou celd ¢isla vétsi nez 0.)
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Z8 -1l -4

V roviné jsou dany dva body-A, B. Narysujte osy z, y soustavy sou-
fadnic tak, aby A = [5,1], B = [1, 5].

RESENI ULOH 1. KOLA

" Reseni tlohy Z8-1-1 (str. 15)

Cislice péticiferného &sla v, které udava celkovou vyhru, oznatime A,
B, C, D, E, a to tak, ze A # 0 udava desetitisice, B tisice, C stovky atd.,
takZze v = 10000 A + 1000B + 100 C + 10D + E korun, stru¢né budeme
psit ABCDE. Podle podminky tlohy je

ABCDE = 4-EDCBA e (1)

. Kdyby bylo E = 3, bylo by 4- E > 10 a ¢&islo v by bylo 3esticiferné.
Proto je E < 2. ProtoZe je ABCDE nésobek 4, tedy sudé ¢islo, je i E sudé.
Tedy E = 0 nebo E = 2.

Kdyby bylo E = 0, muselo by platit A = 5 (aby 4 - A kondilo &islici
0). Av8ak ¢tyfnasobek &tyfeiferného ¢isla DCBA je men3i nez 4 - 10000 =
= 40000, takze nemiize byt A =5 ani E = 5.

Proto je E = 2 a tudiz podle (1) je v = 80000 a tedy A 2= 8. Protoze
4 - A kondi ¢islici 2 a A 2 8, musi byt A = 8. Rovnost (1) miZeme zapsat

8BCD2 =4 - 2DCBS. ‘ (2)

Porovnanim desitek dostavame, Ze ¢islo 4 - B + 3 kondi éislici D, takze

je liché. Kdyby bylo D 2 3, bylo by 4 - 2DCD8 = 90000 a to podle (2)

neni mozné, takze D = 1. Proto musi ¢islo 4 - B konéit ¢islici 8, takze

B = 2 nebo B = 7. AvSak porovnanim ¢islice udéavajici tisice vidime, Ze
B 24- D =4, tudiz B = 7. Po dosazeni do (2) dostaneme

87C12 = 4- 21C78." (3)
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Porovnanim stovek vidime, Ze ¢islo 4 - C 4+ 3 ma koncit ¢islici C, takze
3 - C + 3 mé kon¢it nulou, 3 - C sedmickou, proto je C = 9.

Celkem dostaneme

87912 =4 -21978

Prvni cena ¢inila 87912 K¢, kazdy ze ¢tyf kamarada dostal 21 978 K¢.
To je velmi pékné vyhra. Zkouskou se presvéd¢ime o spravnosti tohoto
vysledku. ~ '

Reseni tlohy Z8-1-2 (str. 15)

Je-li dan trojihelnik ABC a vedeme-li bodem
C primku p rovnobéznou se stranou AB, maji
vSechny trojuhelniky ABX, kde X € p, stejny ob-
sah jako trojihelnik ABC. Je-li vzdalenost primek
p, AB nejvyse rovna délce dané tsetky (oznalme
ji KL), mtizeme na p zvolit bod D tak, ze |[AD| =
= |KL|. Osa tsecky AD protne piimku vedenou
bodem B rovnobéiné s AD v bodé E. Pfitom
se rovnaji obsahy trojuihelniki ADE a ADB a
také obsahy trojihelniki ADB a ACB. Trojihel- S
nik ADE ma tedy vSechny pozadované vlastnosti.

Je-li vzdalenost primek p, AB vétsi nez délka usecky KL, nahradime
nejdiive bod B bodem B’ na pfimce q (¢ || AC, B € q) tak, aby vzdélenost
bodu C od piimky AB’ byla nejvyse |KL|.

Bod B’ miZeme sestrojit napr. takto: OpiSeme kolem bodu C kruZnici
k o poloméru r = |KL| a bod B’ sestrojime tak, aby piimka AB’ pro-
tala kruZnici k. Pak pokracujeme pro novy trojihelnik AB'C stejné jako
v prvnim piipadé pro trojihelnik ABC.

Nevyhodou uvedeného feSeni je, Ze musime rozlisit dva p¥ipady. Uve-

" deme proto jesté jedno feSeni, kde se této nevyhodé vyhneme.

Jiné feSeni: Necht ABC je dany trojihelnik a AM N hledany troja-

helnik, kde M lezi na polopfimce AB a strana AM je shodnd s danou
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useckou (obr.3a). Vysky ke strandm AB a AM v trojahelnicich ABC a

c

Ve

_.._..e__...--
3

A B M
Obr.3a Obr.3b

AMN oznaéme v, a v,. Potom z rovnosti obsahii trojihelniki ABC a
AMN plyne:
|AB|-v. = |AM]| - vy,

Odtud dostaneme:
|AB| : |AM| = v, : v,

~ Neznémou vysku v, pak snadno sestrojime uZitim podobnosti trojihel-
niki (obr.3b). Pak uz snadno sestrojime hledany trojihelnik AMN.

Reseni ulohy Z8-1-3 (str. 15)

Danou rovnost 3y = z+2 mizeme upravit takto: y+ (y— x)+(y z)=0.
Proto dostaneme obraz pocatku tak, ze k obrazu bodu y ,pri¢teme“ y —x
ay — z. Obé tyto hodnoty vycteme z ¢iselné osy (obr. 4).

3
<

[
<

0 =z vy y+(y—=) &
Obr. 4
Jin€ fefeni: Rovnost 3y = x + z délime éislem 2. Dostaneme
T+2z
15-y= 5

Obrazem aritmetického priméru z a z je stfed tGseCky urcené body
a z, coz je zaroven obraz bodu 1,5 - y. Zname-li obrazy ¢isel y a 1,5 -y
snadno najdeme pocatek.
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ReZeni tlohy Z8-1-4 (str. 15)

~ Usetka BC protne danou ptlkruznici v bodé K a podle Thaletovy véty

je AK 1 BC (Nakreslete si obrazek!). Podobné AC protne pulkruZnici
v bodé L, BL 1 AC. Vidime, ¢ AK a BL jsou vysky v trojihelniku
ABC, proto jejich prisecikem V prochazi i vy$ka vedend bodem C, pfimka
CV je kolméa na AB.

Reseni tilohy Z8-1-5 (str. 16)

Zak by si mél nejdiive zkusit nakreslit schéma spojeni jednotlivych
mést. Oznacéme je A, B, C, D, E, F tak, ze A je spojeno pfimou ces-
tous B, C, D, E a nema pfimé spojeni s F'. Pak je F' téZ spojeno s B, C,
D, E. Pritom kazdé z mést B, C, D, E je spojeno piimou cestou s dvéma
dalsimi. Na obrazku 5a lehce spojime C s B a D, D s C a E. Je vSak

A
A
B/ C D \E
/V
W F |
F B E
Obr.5a Obr.5b

tfeba jeSté spojit primou cestou E's B, coZ nejde. Musime body B, FE
posunout napiiklad doli. Novou situaci zndzornuje obrazek 5b.

Nejdelsi tiseky dlouhé 40km jsou ziejmé mezi body A, B, E, nejkratsi
aseky dlouhé 10km jsou mezi body C, F, D. Trojuhelniky ABE a CDF
jsou proto rovnostranné. Podle zadani jsou zbylé tiseky shodné a tedy

trojuhelniky ACD, BFC, EFD jsou rovnoramenné. Proto maji rovno-

vy

CD | BE, |CD| = 10, |BE| = 40. Usetka BT se rovni % vysky v rovno-

) 2 .40 40
ramenném trojihelniku ABE, tedy |BT| = 3 7\/?_) == 3-\/§
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1
Usetka TK se rovna q vysky v trojihelniku CDF, tj.
1 10
ITK| = \/" f

35
Odtud vypoéteme |BK| = —3—\/§ Podle Pythagorovy véty je
|BF|*> = |BK|*+ |KF|*=1300:3, |BF| = 130\/39 = 20,8
TYeti vzdalenost je priblizné 20,8 km.

Reseni tlohy Z8-1-6 (str. 16)

Kazdy plavec uplaval 510m. Protoze
500 = 40 - 12 + 30, preplaval prvni pla-

vec bazén Sestkrit na Sifku tam i zpét a \
pak jesté 30 m. Druhy uplaval také 510 m.

Oznacime-li délku bazénu a (v metrech), 40

a
uplaval (n-a+ 5) metri, kde n udava, ko-

likrat preplaval cely bazén.

1

Je tedy 510 = a(n + 5),

1020 = a(2n+1). Protoze 1020 = 3-4-5-17 a 2n+1 je ¢islo liché, mohou
nastat jen tyto pfipady:

. p v Obr. 6
tj. po upravé »

2n +1 1 3 | 5 |15|17|51|85]|255
a 1020|340 (204 |68(60|20(12| 4

Posledni t¥i moZnosti musime vylouéit, délka bazénu nemuze byt kratsi
nez §itka. Zbyva pét moznosti, bazén vSak nebude delsi nez kilometr. Prav-
dépodobné bude délka bazénu 60 m. V tom pfipadé je 2n+1 =17, n = 8§,
druhy plavec preplaval bazén Ctyrikrat tam a zpét a pak jesté do poloviny

bazénu, celkem tedy 4 - (60 + 60) + 30 = 510 metrt.

22
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RESENI ULOH II. KOLA

Reseni tlohy Z8-1I-1 (str. 16)

Obsah trojihelniku ABZ se rovna poloviné obsahu trojihelniku ABC,
pfitom oba trojihelniky maji spole¢nou zdkladnu. Proto musi mit troj-
thelnik ABZ polovi¢ni vysku. Bod Z tedy lezi na rovnobézce, jejiz vzda-
lenost od pfimky AB je rovna poloviné vysky trojihelnika ABC pfislu$né
ke strané AB. Takové rovnobézky existuji dvé.

c

e
é

A B
Obr. 7

1
Déle |BZ| = ZlBC |, takZe bod Z lezi na kruznici o stfedu B a poloméru
1
ZlBC |. Tato kruznice miZe mit s kazdou z rovnobéZek jeden, dva nebo

- U
zadny spolecny bod. Pritom jeden spoleény bod mad, pravé kdyz e

|BC|

= , (viz obr.7; v jsme oznadili velikost vysky trojihelnika ABC ke

|BC|

strané AB), tj. kdyz v = - V tomto pfipadé tvoii body B, C a D,

kde D je pata vysSky na stranu AB, trojuhelnik, ktery se rovna poloving

rovnostranného trojthelnika. Proto je 8 = 30°. Je-li B > 30°, je g >
1 -
> ZlBCl a obé rovnobézky nemaji s kruznici zZaddny spoledny bod. Je-li

1 ;
B < 30°, je g < ZlBC | a kruZnice protiné kazdou z rovnobézek ve dvou

bodech.
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Uloha mé ¢tyfi feSent, je-li B < 30°, dvé feSeni, je-li B = 30° a z4dné
feSeni v piipadé, kdy £ > 30°.

Reseni tilohy Z8-II-2 (str. 16)

Nejprve najdeme obraz ¢isla 2a jako stifed tsecky s krajnimi body a a
3a a pak obraz 0 (a je stied GseCky urlené obrazy &isel 0 a 2a) a Cisla
6a (3a je stfed dvojice bodl 0 a 6a). Orientovand tsecka s polateénim
bodem 6a —2 a koncovym bodem 6a znazorhuje ¢éislo 2, takZe jeji polovina
odpovida jednotkové tsecce. Jejim posunutim do bodu 0 dostaneme obraz
Cisla 1.

Prti konstrukei je tieba rozlisit pfipady, kdy obraz 6a — 2 lezi vlevo nebo
vpravo od obrazu 6a. Pokud by tyto obrazy splynuly, nemé tloha feSeni.

01 2a 6a

i §

IS
w
<)
=)
<y
I
V)

Reseni tlohy Z8-11-3 (str. 17)

Hledané ¢islo oznac¢ime z. Aby se Cislo z zvétSilo, musime prvni &islici

zvétsSit. MuzZeme proto rozlisit tii pripady:

1. Zvétsime prvni a druhou cifru. Cislo z se zvétSenim prvnich dvou cifer
0 3 zvétsi o 3 300 a zmensenim zbyvajicich dvou cifer o 4 se zmensi o 44.
Z rovnice x + 3300 — 44 = 22 dostaneme z = 3 256.

2. Zvétsime prvni a tteti cifru. Stejnym zptsobem jako v prvnim piipadé
dostaneme rovnici z + 3030 — 404 = 2x. Jeji feSeni je z = 2 626.

3. Zvétsime prvni a ¢tvrtou cifru. Dostaneme rovnici x + 3 003 — 440 = 2z.

Jeji TeSeni je x = 2563.

Zkouskou se presvédcime, ze kazdé z nalezenych ¢isel je feSenim tulohy:

nalezené ¢islo 3256 2626 2563
Cislo po zaméneé Cislic 6512 5252 5126

Zkouska je zde nutnd, nebot napf. zvétSeni ¢tyfciferného o 3 300 ne-
musi vzdy znamenat zvétSeni prvnich dvou cifer o 3. Podobné zmenseni
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¢tyrciferného Cisla o 44 nemusi znamenat zmenseni jeho poslednich ¢&islic
04.
Uloha m4 tfi FeSeni.

Reseni tlohy Z8-11-4 (str. 17)

Pfi sou¢asném maximalnim vyuziti vSech pneumatik ujede kazd4 z nich
stejny pocet kilometrti na piednim i na zadnim kole. Po ujeti jednoho

kilometru se zadni pneumatika opotiebi o celkového pripustného

80000

'

1
opotifebeni a predni pneumatika o 50000° Ujede-li nova pneumatika x km

na zadnim kole a stejny pocet kilometri na pfednim kole a ziroven bude
maximalné opotiebovana, musi platit

X + x -
80000 60000

Rovnice mé jedno feSeni; po zaokrouhleni je x = 34 286.
Pneumatiky vydrzi celkem asi 68 572km, z toho po 34286 km je t¥eba
vyménit pfedni pneumatiky za zadni a obrécené.

Poznamka: Maximalni mozné vzdalenost, kterou miZeme na pneuma-
tikdch ujet je tzv. harmonicky primér ¢isel 80000 a 60 000. Oznaéime-li
A(a,b) aritmeticky primér Cisel a a b, je jejich harmonicky prémér

1 2 2ab

(a,) A(%, ) %_'_% a+b

o=
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RESENI{ ULOH III. KOLA

Reseni tlohy Z8-III-1 (str. 17)

Protoze P je prise¢ikem os thld trojihelniku ABC), je zaroven stfedem
kruZnice tomuto trojihelniku vepsané. Spojime-li bod P s body dotyku
této kruznice s odvésnami trojuhelniku, vznikne p¥i vrcholu C &tverec o
strané 7 = v/8 cm. Délka jeho thlopfitky PC je hledana vzdalenost.

Proto je |PC| = rv/2 = 4cm.

Reseni tlohy Z8-II1-2 (str. 17)

Oznaéime-li z hledané &islo a k &islo, o které krajni &islice zvét$ime, ma
pro né platit z + 1001k — 110k = 3z, tedy 22 = 891k. Proto musi byt &
sudé, takze ho muzeme zapsat k = 2m, odkud vyjde z = 891m. Protoze
k < 10, je m < 5. Pfitom m nemiZe byt rovno 1, jinak by z nebylo
Gtyfciferné Cislo. Pro m = 2 je k = 4, x = 1782. Toto ¢islo vyhovuje,
protoZe jeho trojnasobek se rovna 5 346. Podobné pro m = 3 a tedy k = 6
dostavame z = 2673. Toto ¢islo opét vyhovuje, protoze jeho trojndsobek
se rovnad 8019. Pro m = 4 je k = 8, x = 3564. Tentokrat toto ¢islo
nevyhovuje, protoze zadnou ¢islici nemiZzeme zvétSit ani zmensit o 8.

Uloha m4 dvé feseni 1782 a 2673.
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Reseni tlohy Z8-III-3 (str. 17)

Z C¢isel menSich nez 501 je 166 délitelno tfemi (500 : 3 = 166, zbytek
2), 71 je délitelno sedmi (500 : 7 = 71, zbytek 3) a 23 je délitelno tiemi
i sedmi (500 : 21 = 23, zbytek 17). T¥emi ani sedmi neni délitelno 500 —
— 166 — 71 + 23 = 286 &isel (viz obrazek 9).

nasobky 3 (celkem 166 &isel)

/ nasobky 7 (celkem 71 &isel)
/
@B —— nasobky 317
286
\ &isla men3i nes 501
Obr. 9

Reseni tlohy Z8-II1-4 (str. 18)

Protoze soufadnice bodi A a A se 1i39 jen svym pofadim, musi byt osa
useCky AB pfimkou y = x. Stied S secky AB mé soufadnice zs = ys = 3
(obrazek). Doplnime-li body A, B na ¢tverec ACBD (pozor usetka AB
je jeho uhloptickou), snadno zjistime, ze C = [1,1], D = [5,5] (nebo

1
obréacené). Pak uZ lehce sestrojime bod P[0,0] (napf. |PC| = §|CS[)

Osa z je rovnobézna s AC, osay s CB.
Uloha ma dvé feSeni; jedna soustava je pravotolivéd, druhd levotodiva.

Yy P

\ Y <
B D
B C

Obr. 10
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