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Kategorie C

Texty tloh -

cC-1-1

V rovnostranném trojihelniku ABC o strané délky a ozna¢me K, L, M
po fadé stfedy stran AB, BC, C' A. Uvnitf nebo na obvodu trojtihelniku
ABC je zvolen bod S. Dokazte, Ze plati rovnost

|ASP + BSI? + |CSP? = |KS +|LSP” + |MS[? + 3o

(J. Zhouf)

C-1-2
Rozhodnéte, zda lze mnozZinu &sel 1, 2, ..., 1995 rozdélit na dvé skupiny
tak, aby v prvni skupiné bylo
a) dvakrat, - b) tfikrét, c) &tyfikrat

vice ¢isel nez ve druhé skupiné a aby soutty €isel v obou skupihéch byly
stejné. (J. Zhouf)

C~1-3
Sestrojte lichobéznik ABCD (AB || CD) s pravym thlem pfi vrcholu A,
je-li |[AC| = 5cm, |[BD| = 7cm a uhlopficka AC déli obsah lichob&zniku
na dvé ¢4sti v poméru 2 : 1. (J. Svrcek)

cC-1-4

Urcete vSechny dvojice z, y pfirozenych &isel, pro které souéasné plati:
a) 2100 < zy < 2500,

b) 0,85 < g <09,
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c) podil Z+i je celodiselny. (J. Zhouf)
C-1-5

Urcete vSechna Ctyfciferna Cisla A, kterd maji pro kazdé k = 2, 3,4, ...,9

tuto vlastnost: VepiSeme-li cifru k¥ mezi prostfedni cifry éisla A, dosta-

neme péticiferné ¢islo, jez je nasobkem Cisla k. (J. Simsa)
C-1-6

Urcete délku prepony pravouhlého trojihelniku, znéate-li polomér r kruz-
nice vepsané a polomér R kruZnice pfipsané k pfeponé tohoto trojithel-
niku (tj. kruZnice, kterd se dotyka zvnéjsku piepony a prodlouZeni obou

odvésen trojihelniku.) (P. Leischner)
C-S-1

Rozlozte vSemi moznymi zptsoby ¢islo 1996 na soulet nékolika (asponi

dvou) po sobé jdoucich pfirozenych &isel. (J. Zhouf)
C-S-2

Uvnitf rovnostranného trojihelniku ABC je dédn bod D, jimZ jsou po-
stupné vedeny rovnobézky KL, MN, PQ se stranami AB, BC, C A jako
na obrazku. Bod D je zvolen tak, Ze vznikly Sestithelnik QM LPNK
m34 pravé thly pii vrcholech M a N. Urcete pomér obsahi Sestithelniku

QMLPNK a trojahelniku ABC (obr.1). (J. Zhouf)
c
N -
P
K D L
N
A Q M B
Obr. 1
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C-S-3
Urcete vSechna péticifernd ¢isla A s vlastnosti: ZapiSeme-li za sebe (zleva
doprava) zbytky, které dava ¢islo A pfi déleni Cisly 2, 3,4, 5 a 6, dostaneme
opét vychozi &islo A. (J. Simsa)

C-1-1

Zjistéte, pro ktera prirozena Cisla n je mozno rozdélit mnozinu éisel 1,
2, ..., n na dvé skupiny tak, aby v prvni skupiné bylo tfikrat vice éisel
nez ve druhé a aby soucty Cisel v obou skupinédch byly stejné.

(R. Kolldr)

C-1n-2
Urclete vSechny body S daného ¢tverce ABC D, pro které plati

|SA|-|SC| =|SB|-|SD].

(J. Zhouf)
cC-1n-3
Najdéte nejmensi péticiferné ¢islo abede, jehoZ viechny Cislice jsou nenu-
lové a které je délitelné kazdym z Cisel e, de, cde, bede. (J. Zhouf)
C-1n-4

V poloroviné ABM sestrojte kruznice k; a ko, které se dotykaji pfim-
ky AB po fadé v danych bodech A a B, dotykaji se vné v néjakém bodé T
a jejich spole¢na te¢na v tomto bodé prochéazi danym bodem M.

: (J. Svrcek)
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Reseni tloh

C=d~=1

Oznatme P, Q, R paty kolmic vedenj’tch z bodu S ke strandm AB, BC,
CA (obr.2) a déle oznaéme

|ISP|=p, |SQ|=4q, |SR|=r,
|AP| =u, |BQ|=v, |CR|=w.

c

Obr. 2 ' Obr.3
Plati

|AS|*> + |BS|® +|CS|)? =
= (u? +p?) + (v + %) + (w? +1?),
|KS|? +|LS|?> + |MS|? =
2 2 g 2
= (=40 +7+ (0= b +a+ (w—Ja) 47 =
= +p?+0’ + @ +wl+r? —a(u+v+w)+ 3a’

Abychom dokézali platfnost dané rovnosti, staci, kdyz dokdZeme, Ze plati
—a(u+v+w)=—%a2, tj. u+v+w=3a

Bodem S vedeme rovnobézky IF, EH, GD se st_rariami AB, BC, CA
trojahelniku ABC (obr. 3). Oznaéme

|AD| =|GC| = |HI| ==, |DE|=|BF|=|IA|=y,
|EB| = |FG| = |CH| = 2.
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Porovname-li obrazky 1 a 2, miZzeme psat
utv+w= (z+3y)+ (y+32)+ (2 +32) =
= %(w+y+z) =3a

coz jsme chtéli dokdzat. Vyuzili jsme toho, ze z +y + 2z = a.

Jinym zptisobem zapsané FeSeni (obr. 2, obr. 3):
|AS|? + |BS|* +|CS|* =
2 2
=(e+3y) +(Fy) +
2 2 2
+(y+32) +(F2) +(z+32) +(Pa) =
=2(z® +y* + 2%) + oy + yz + 2z,
|KS|* +|LS|? + |MS|* + 3a® =
2 2
= (c+iy-1a) +(Ly) +(u+3z-1a) + (L) +
. 2
+(z4+3z-3a) + (%gx) +3d? =
=2(22+y* +22) +ay+yz+zz+ 3a® - 3a® + 3a® =
=2(®+y*+22) +ay+yz+2z
(vyuzili jsme toho, Ze z + y + z = a). Vidime, Ze dokazovana rovnost
skutecné plati. ’

Pozndmka. V obréazcich je bod S zakreslen uvniti trojihelniku ABC),
vSechny vypo¢ty jsou vSak v pofadku i v pfipadé, Ze bod S leZi na obvodu
tohoto trojihelniku.

C=1=2
Nejprve si pfipravime dva rozklady:
1995=3-5-7-19, (1)
14+2+...+1995= 1995;996 o 3'5‘7'1322-499 +
=2-3-5-7-19-499. )

a) Rozdéleni do skupin existuje, neni vSak jednozna¢né, uvedeme jen
jednu moznost. Prvni dvé tfetiny ¢isel od 1 do 1995 maji soucet

1330-1331
1+2+...+1330=—2—-=665-1331,
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zbyvajici tfetina (obsahujici 665 Cisel) méa soucet
665
1331 4...4+1995 = —2—(1995+ 1331) = 665 - 1663.

Druhy soucet je vétsi o 332 -665 = 166 - 1 330, proto vyménime 166 Cisel,
které se lisi 0 665. V prvni skupiné pak budou napft. ¢isla

1, 2, ..., 1164, 1830, 1831, ..., 1995,
ve druhé skupiné ¢isla
1165, 1166, ..., 1330, 1331, ..., 1829.

b) Mnozinu nelze rozdglit, protoze &slo 1 995 neni délitelné Ctyrmi.
c¢) Prvni &tyfi pétiny ¢&isel od 1 do 1995 maji soudet

1+2+...+1596=%;59_7:1597.798,

zbyvajici pétina (obsahujici 399 &isel) mé soudet

399 - (1597 + 1995)
2

15897+ ...+1995 =

= 893 - 798.

Jelikoz soucet &tyt pétin nejmensich &isel je v8tsi neZ soudet jedné pétlny
nejvétSich Cisel, nelze podminky tGlohy splnit.

C-1-3

Jelikoz obsahy trojahelniki ABC a CDA jsou v poméru 2 : 1 (ob-
sah trojahelniku ABC je vét$i neZz obsah trojihelniku CDA, nebot
[BD| > |AC|), a protoZe tyto trojuhelniky maji stejnou vysku |DA|,
plati |AB| = 2|CD|. Proto téz |BC| = |AC| = |A’C| = e (obr. 4).

Konstrukce:

usetka BA', |BA’| = 2e, kde e = 5¢cm, bod C ve stfedu tsecky BA',
kruZnice k s primérem A'C),

kruznice I(B; f), kde f = 7cm,

bod D € kN,

bod A tak, aby D byl stfed AA’.
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Uloha ma4 jediné feSeni.

Obr. 4

Ulohu je té% moZno FeSit pomoci vypoétu. Pro trojahelniky ABD
a ACD muZeme napsat Pythagorovu vétu (obr. 4):

2 + (29)% = f* = 49,
22 +y? = e® = 25.

Z této soustavy ziskime z = /17, y = 21/2. Konstrukce je pak ziejma
z obr. 4.

C-1-4

Nejprve uréime vSechny dvojice z, y, které spliiuji podminky a) a b),
vyfeSenim soustavy nerovnic

2100 < zy < 2500, 1)
0,85y < x < 0,9y. (2)

Jestlize nerovnice (2) vynasobime ¢&islem y, dostaneme
0,85y% < zy < 0,9y>. (3)
Porovnanim nerovnic (1) a (3) zjistime, ze 0,85y> < 2500 a ziroven
2100 < 0,992, odkud 48 < y < 55. ‘
JestliZze nerovnice (2) vynasobime €islem z, dostaneme
0,852y < x2 < 0,9zy. (4)
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2
Porovnénim nerovnic (1) a (4) zjistime, Ze '(% < 2500 a zaroven 2100 <
z? ’
—— odkud 42 48. ‘
< 0,85’ odku <x <48
Ziskali jsme 30 moznych dvojic z, y. Jelikoz neslo o ekvivalentni Gpra-
vy, je pro tyto dvojice nutné ovéfit vSechny tfi podminky. Podmince a)
nevyhovuje dvojigé 47, 54. Po ovéfeni podminky b) zbude 11 dvojic z, y:
43, 49; 43, 50; 44, 49; 44, 50; 44, 51; 45, 51; 45, 52; 46, 52; 46, 53; 46, 54;
47, 53. Z nich podminku c) spliiuje jedina dvojice: z = 45, y = 51.
- 2
Jiné feleni. Oznadime-li k = zfi p -z— = :—Jri =1- =5
Odtud a z podminky b) zjistime, Ze pro celé &islo k plati 13 < k < 18.

. x . o . . . .
Proto je zlomek 5 roven jednomu ze zlomki (zapsany jsou v zdkladnim

tvaru) \
6 B 7 15 8 1
715 8 177 9 19

Nyni zbyva posoudit, které z téchto zlomk lze rozsifit prirozenym ¢islem
z :
n na zlomek 5 tak, aby byla splnéna podminka a). Nap¥. pro prvni zlomek

je = 6n, y = Th a podminka ma tvar 2100 < 42n? < 2500, Zadné n ji
vSak nespliiuje. Analogicky vyzkousime ostatni zlomky. Uloha m4 jediné
feSeni x = 45, y = 51.

C-1-5

Je-li A = pgrs ciferny zapis hledaného ¢éisla, pak Cislo s vepsanou cifrou
k muZeme rozloZit na soucet

pgkrs = pqgOrs + k - 100.

Protoze druhy scitanec je délitelny Cislem k, 1ze vlastnost Cisla A vyjadrit

takto: Péticiferné &islo B se zapisem B = pqOrs je délitelné kazdym z &isel

2,3,4,...,9, neboli kazdjm z &sel 40, 9 a 7. Cislo B je nasobkem &ty-

Ficeti, pravé kdyZ je ndsobkem &tyficeti dvojéisli 73, tj. 7s € {00, 40, 80}.

Rozli$ime jednotlivé pfipady.

a) rs = 00. Cislo B = pq000 je délitelné &isly 9 a 7 jediné v pifpads
pq = 63. Dostavame prvni feSeni A = 6 300.

b) rs = 40. Cislo B = pq040 je délitelné deviti, pravé kdyzZ p+¢q =5
nebo p + q¢ = 14. V prvnim piipadé

B =1000(10p + 5 — p) + 40 = 7(1 285p + 720) + 5p,

30



coZ nenf nasobek sedmi pkro #4dnou cifru p £ 5. V druhém pripadé
B =1000(10p + 14 — p) + 40 = 7(1285p + 2005) + 5(p + 1),

coz je nasobek sedmi jediné pro p = 6. Tehdy ¢ = 8 a A = 6 840.

c¢) rs = 80. Cislo B = pq080 je délitelné deviti, pravé kdyz p+ ¢ = 1
nebo p+q = 10. V prvnim pfipadé B = 10080, coZ je ndsobek sedmi,
takZe mame feSeni A = 1080. V druhém pripadé

B =1000(10p + 10 — p) + 80 = 7(1285p + 1440) + 5p,

coz je nasobek sedmi jediné pro p = 7. Tehdy ¢ = 3 a A = 7 380.
Odpovéd’: Hledan4 ¢isla A jsou 1080, 6300, 6840 a 7 380.

C-1-6
Pro trojahelnik ABC (obr. 5) plati jednak

V. A b L ¢

a+b+c=(|BK|+r)+ (|JAL|+7)+c=
=|BM|+IAM|¥2r+c=c+2r+c=2c+2r,
jednak
a+b+c=|BC|+|AC| + |AU| + |BU| =
= (|BC| + |BT)) + (JAC| + |AV|) = 2R.

Porovnanim obou rovnosti dostaneme ¢ = R —r.

31



€C-S5-1

Uvazujme zv1ast nejprve lichy, potom sudy pod&et s¢itanct.
Pro lichy podet s¢itanci poZadovaného rozkladu musi platit

1996 = (s —k)+ (s — (k= 1)) +...+
+(s—1)+s+(s+1)+...+(s+k),

kde s je prostfedni séitanec, a séitanci je 2k + 1, k£ 2 1. Pfitom musi byt
s > k. Soucet upravime na tvar-

22.499 = 1996 = (2k + 1)s,

odkud vychazi jediné 2k+1 = 499, s = 4, coz dava k = 249. Tento pfipad
neni feSenim, protoze vyslo s < k.
Pro sudy pocet s¢itanci musi platit analogicky

22.499=199%6=(s—k)+...+(s—1)+s+(s+1)+...+
+(s+k)+(s+k+1)=
=02k+2)s+(k+1)=(k+1)(2s+1),
kde s, s+1 jsou prostfedni séitance, k g'o a s > k. Odtud vychazi jediné

25 +1=499, k+1 =4, coz david s =249, k = 3.
Tedy jediny rozklad ¢isla 1996 na poZadovany soucet je

1996 = 246 + 247 4 248 + 249 + 250 + 251 + 252 + 253.

Jiné YeSeni (pro sudy i lichy podet sétanct najednou). Hledany roz-
klad mé tvar ‘

1996 =p+(p+1)+...+(p+k) =
k(k+1)  (k+1)(2p+k)
2.0 2 )

7=(k+1)p+

kde p je prvni s¢itanec; s¢itanct je k+1, k 2> 1. Musi tedy platit 23 - 499 =
= (k+1)(2p + k).

Je-li k sudé, mize byt jedin€ k + 1 = 499, tj. k = 498 a p < 0, coZ
neni mozné. . '
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Je-li k liché, miZe byt jediné k + 1 = 8, tj. k = 7, p = 246, coz dava
jediné mozné feSeni
1996 = 246 + 247 + 248 + 249 + 250 + 251 + 252 + 253.

C-§-2

Trojtahelnik PCN je pravothly a | PCN| = 60°, proto |[CN| : |CP| =
=1:2 (obr.6). Analogicky platii |MB|:|BL|=1:2.

c
N .
P
K D L
B
A Q M B
Obr. 6

Jelikoz |[NC| = |PD| = |PL| (trojahelnik LPD je rovnostranny), je
|CP|: |PL|:|LB|=2:1:2
a obdobné
|AQ| : |QM|:|MB|=2:2:1.
Je tedy
|[AQ| = |AK| = |KQ| = |LB| = |PC| = §|AB],
|MB| = |NC| = %|AB|.

Trojahelnik AQK je rovnostranny a spojenim trojihelniki PCN
a LBM shodnymi stranami NP a ML dostaneme trojihelnik shodny
s trojahelnikem AQK. Pro pfisluSné obsahy proto plati

S(QMLPNK) = S(ABC) — 2S(AQK) =
= 314B|- 3V3|AB| -2 5 - §|4B] - 3V3- }|4B| =

_11v3 "

T 100 B,

S(QMLPNK)  £5V3|AB? _ 7
S(ABC) — 1y3|AB]z " 25
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C-S-3
Cislo A je nutné liché (jeho prvni &islice nemiize byt 0, takZe je 1), proto

pii déleni Sesti dava zbytek 1, 3 nebo 5 (a tedy pfi déleni tfemi dava po
fadé zbytek 1, 0 nebo 2). Proto mé zapis &isla A jeden z tvari

11#x1, 10%%3, 12x%x5,
které je mozno s ohledem na déleni péti upfesnit na

11%11, 1033, 12x05.
S ohledem na déleni ¢tyfmi je tedy A rovno jednomu z Eisel

11311, 10133, 12105.
Zbyva ovéfit (napf. pomoci ciferného souétu), zda zbytek pfi déleni tfemi
skute¢né odpovidd druhé Eislici zleva. Zjistime, Ze tomu tak je pouze
u prvniho disla.

Odpovéd’: Hledané é&islo A je jediné: 11 311.

C-t-1

Cislo n musi byt délitelné &tyimi, nebot je étyifnisobkem poétu prvki
druhé skupiny. Jestlize do této skupiny zahrneme nejvétsi Cisla, bude
jejich soucet

Sz=(3~g_+1)+;..+(3.z_’+%)=
2
:%.3.%+%_%,(%+1);7n3ﬁ;4n‘

V prvni (pocetné&jsi) skupiné bude pak soucet ¢isel

9In2 + 12n

n 1 n n
Sl‘1+2+“‘+3'2_§'3'1'(3'_“)_ =

4

JelikoZ pro kazdé n € N je S; > Sa, neexistuje pfirozené ¢islo n, které
by spliiovalo podminky tlohy.
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cC-1n-2

Oznalme a velikost strany ctverce ABCD, x vzdélenost bodu S od stra-
ny AD a y vzdélenost bodu S od strany AB. Ze vztahu |SA|-|SC| =
=|SB| - |SD| plyne

Vel +yV(a-2)? +(a—y)’ =
=V(e-2?+y?Va? + (a-y).

Umocnénim na druhou, roznisobenim a pfevedenim na jednu stranu do-
staneme

a’(4ry — 2ax — 2ay + a®) = 0,
a*(2z —a)(2y —a) = 0.

a
2
leZi na spojnici stfedi stran AB, C D nebo na spojnici stfed stran AD,
BC'. Snadno se presvédéime, Ze vSechny takovéto body S spliiuji rovnost
|SA|-|SC| = |SB|-|SD|.

Odtud z = = nebo y = g. Této podmince vyhovuji vechny body, které

cC-un-3

Plati
abcde = a - 10* + bede = a - 2* - 5* + bede.

Aby bylo &slo abede délitelné Eislem bede, musi jim byt délitelné i &slo
a:2*.5% Protoze je e # 0, musi byt bede lichy délitel ¢isla a - 5% (&islo
a - 2* neni ¢tytciferné ani pro a = 9).

Pokud @ = 1, a = 2 nebo a = 4, neexistuje zadny takovy délitel.
(Nejvétsi pripadny délitel je 5* = 625, ktery ale neni &tyiciferny.)

Pokud a = 3, ptfipadd v tvahu pouze délitel 3 - 5* = 1875. Cislo
abcde = 31875 ale neni délitelné &islem 875.

Pokud a = 5, pfipad4 v tivahu pouze délitel 5° = 3 125. Cislo abede =
= 53125 je skutecné délitelné &isly 125, 25 i1 5. (Pfipady a > 5 jiz neni
nutné diskutovat.)

Hledané &islo je abede = 53125.

Pozndmka. Ostatni péticifernd ¢isla s danou vlastnosti jsou 91125,
91875, 95625.

35



C-Nl-4

Oznalme S prusecik uvazované teény obou hledanych kruZnic s pfim-
kou AB. Z vlastnosti tefen ke kruZnici plyne, Ze je |SA| = |ST| = |SB|
(obr.7), takZze bod S je stfedem tasetky AB. Odtud jiz snadno plyne
konstrukce.

A

:5"'___'__-__7

Obr. 7

Nejprve sestrojime stied S Gise¢ky AB, pak najdeme bod T' na polo-
pfimce SM takovy, ze |ST| = |SA|. Stfed S; hledané kruzZnice k; najdeme
jako prisecik kolmice k pfimce AB v bodé A a kolmice k pfimce SM
v bodé T'. Podobné sestrojime i stfed Sy kruznice ky. Sestrojené kruznice
ki a kafejmé maji vSechny poZadované vlastnosti.

Uloha m4 vidy jedno feSeni.
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