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Kategorie P

Texty ﬁloh

P-1-1

Trojthelnikova sit se sklddd z rovnostrannych trojahelniki jednotkové

velikosti. Soustavu soufadnic si nyni trochu pozménime: z-ova osa bude

orientovana stejné, jako jsme zvykli z kartézské soustavy soutradnic, y-ova
osa svira s z-ovou 60stupnovy thel. Napiiklad vrcholy jednoho z jednot-

kovych trojihelniki maji soufadnice (0,0), (1,0), (0,1).

V této siti zadame N-tthelnik — jeho vrcholy lezi ve vrcholech sité,
jsou navzajem razné, pricemz kazdé dva sousedni vrcholy v N-tthelniku
maji jednotkovou vzdalenost. N-thelnik je zadan na vstupu tak, Zze prvni
fadek vstupu obsahuje ¢islo N a dalSich N fadka obsahuje soutradnice
vrcholt, pficemz tyto vrcholy jsou zadany postupné po obvodu.

Uloha. Napiste a odladte program, ktery
a) vykresli tento N-thelnik na obrazovku,

b) vypiSe zpravu o tom, zda je konvexni nebo ne (N-thelnik je konvexni,
jestlize tsecky spojujici libovolné dva vrcholy lezi celé uvnit¥, resp. na
hranici N-thelniku.).

Pozndmka: Minimalizujte pamétovou a ¢asovou slozitost algoritmu.
Muizete predpokladat, zZe vstupni data jsou zadana korektné.

P-1-2

Pro danou konstantu N (N je prvocislo, napt. 991) méme vyhrazeno
N-prvkové celociselné pole P s indexy 0 az N — 1. Prvky pole jsou na
zaCatku inicializovany na nulu. Do tohoto pole budeme postupné zafazo-
vat L celodiselnych hodnot (navzdjem rtznych a riiznych od nuly), kde
2 < L < N, pomoci procedury Zarad:

procedure Zarad(X:integer);
var i:integer;

begin

81



i := (x div 10 + x mod 10) mod N;
while P[i] <> 0 do
i := (i+7) mod N;
P[i] := x;
end;

Tato procedura nejprve ze zarazované hodnoty X vypocita predpo-
klddanou hodnotu indexu v poli P, a pokud je tento prvek pole jiz ob-
sazen (je tam nenulovd hodnota), postupné hleda nejblizsi volnou pozici
v poli (pole je pfitom ,zacyklené* — za poslednim (N — 1)-tym prvkem
nasleduje nulty). Jestlize je pfi hledani volného mista nutné postupné
prohlizet néasledujici prvky, budeme tuto situaci nazyvat kolize a budeme
pocitat pocet vzniklych kolizi. Pocet kolizi pfi zafazovani j-té hodnoty
budeme oznacovat K[j] (K[j] bude tedy rovno po¢tu prichodi cyklem
while pfi zafazovani j-té hodnoty), celkovy pocet kolizi oznacime Cg.

Uloha. Navrhnéte algoritmus, ktery pro dana tii &isla L, G a Ck najde
takovou vstupni posloupnost hodnot H (délky L), aby celkovy pocet
kolizi pro tuto posloupnost byl Ck a posledni hodnota byla H[L] = G,
pripadné zjisti, ze takova posloupnost neexistuje.

P-1-3

Mame kreslici zarizeni schopné kreslit rizné obrazky. Jejich popis vSak
musi byt zadan ve specidlnim tvaru (jako znakovy fetézec):
e je to posloupnost parametrii uzaviend v ,[* a ,)° zavorkach;
e parametrem je bud ¢islo nebo opét posloupnost parametri;
e posloupnost parametra je vzdy sudé délky, pricemz na lichych pozicich
je vzdy Ccislo.
Tuto posloupnost bude kreslici zatrizeni interpretovat nasledovné:
 je-1i posloupnost prazdnd, nekresli se nic;
je-li neprazdna, ziejmé prvni parametr (P;) je ¢islo a druhy (P) je
bud ¢islo, nebo opét posloupnost parametri:
— pokud je P, ¢islo, kreslici pero prejde (se spusténym perem) v mo-
mentalnim sméru natoceni vzdélenost P; a potom se oto¢i o uhel
P, vpravo (ahel je zadan ve stupnich);
— pokud je P, posloupnost, kreslici zafizeni P;-krat zopakuje po-
sloupnost Ps.
Kreslici pero je stale nato¢eno néjakym smérem (na za¢atku algoritmu
na sever) a podle parametri posloupnosti bud méni toto natoceni, nebo
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se v aktudlnim sméru pohybuje dopredu nebo dozadu (kresli ¢aru) podle
toho, zda je tato vzdélenost kladna nebo zéporna.

Napriklad posloupnost ’[4[100 9011’ nakresli ¢tverec se stra-
nou 100. (Vsimnéte si, ze Ciselné parametry jsou oddélené mezerou.)

Uloha. Napiste a odladte program, ktery precte vstupni posloupnost
zadanou ve tvaru znakového fetézce a zinterpretuje ji na grafické plose ob-
razovky. MzZete predpokladat, Ze vstupni posloupnost je zadana korekt-
né, obsahuje jen celociselné hodnoty a ze retézec neni delsi nez 255 zna-
k.

P-1-4

DOL systémy

Abecedou nazyvame libovolnou kone¢nou neprazdnou mnozinu. Prv-
ky této mnoziny nazyvame znaky. Konecnou posloupnost znakt z néjaké
abecedy nazyvame slovo. Znaky oznacujeme zpravidla pismeny ze za-
Catku abecedy (a,b,c,...), slova pismeny z konce abecedy (u,v,w,...)
a abecedy velkymi feckymi pismeny (Z,T,...).

Délkou slova w rozumime pocet znakt, z nichz se slovo sklada, ozna-
Cujeme ji |w|. Zietézenim slov v = a1as ... a, au = byby ... b, rozumime
slovo v *u = a1z ...apbyby ... by. Mnozinu vsech slov, kterd se daji vy-
tvofit ze znakil abecedy ¥, oznatujeme ¥*. Tato mnozina obsahuje také
prazdné slovo, tj. slovo nulové délky, které oznacujeme &. .

Pravidlem nad abecedou ¥ nazyvame usporadanou dvojici (a,v), kde
a € ¥ av € L. Pravidlo zapisujeme ve tvaru a — v. :

Deterministicky Lindermayertv systém bez interakce (DOL systém)
je usporadand trojice (X, P,w), kde

e Y je abeceda,
e P je mnozina pravidel, kterd pro kazdy znak a € ¥ obsahuje pravé

jedno pravidlo nad abecedou ¥ tvaru a — u,

e w je slovo ze ¥, které nazyvame axiom.

Takovyto DOL systém produkuje posloupnost slov wy,ws,ws,.. .,
ktera zac¢ina axiomem a pokracuje vzdy slovem, jenz dostaneme z pired-
chézejiciho slova souc¢asnym nahrazenim vSech znaki za slova podle pra-
© videl. Tedy
1. w; =w,

2. jestlize w; = ai1az . ..a,, potom wiy1 = uy * U * ... * Uy, kde a; —

—wu; € Pproj=1,2,...,n.
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Uvédomte si, ze pro kazdy znak mame pravé jedno pravidlo, a tedy -
pravé jedno slovo, kterym budeme tento znak nahrazovat. Posloupnost
produkovana DOL systémem je proto jednozna¢né uréena. )

Riistovou funkei DOL systému nazyvame takovou funkci f: N — Ny
(N=1{1,2,...},Ng = {0,1,2,...}), kterd pro poradi slova v posloupnosti
produkované DOL systémem udava délku tohoto slova. Presnéji f(i) =
= |w1|

Priklad:

{a, b} je abeceda obsahujici{ dva znaky: a a b.

e Délka slova aabab je 5.

e Zietézenim slov ab a aab je slovo ab * aab = abaab.

e Nad touto abecedou muzeme vytvorit nekone¢né mnoho slov: ¢, a, b,
aa, ab, bb, aaa, ...

Pravidlem je napfiklad a — aa.

e DOL systémem je napiiklad ({a,b},{a — aa,b — ab},ab).

e Posloupnost produkovana timto systémem je

ab, aaab, aaaaaaab, aaaaaaaaaaaaaaab, . . .

(Kdyz slovo obsahuje vice stejnych pismen za sebou, mizeme nahradit
tato pismena jednim pismenem, u kterého uvedeme pocet pismen,
ktera zastupuje. Zkracené muzeme tedy psat posloupnost tohoto DOL
systému: ab, a®b, a’b, a*®b, ...).
e Riistova funkce tohoto DOL systému je f(n) = 2™.
Poznamka: Pii konstrukci DOL systému dévame prednost takovym
systémum, které maji co nejmensi pocet pravidel.
Uloha. Vytvoite DOL systém, jehoz riistova funkce je

a‘) f(n) - 41

b) f(n) =n,

c) f(n) =3n+2,

d) f(n) =n?

e) f(n) = kn?, kde k je libovolné pfirozené &islo

P-1l-1

Ucebni text ¢téte v tloze P-I-1.

Uloha. Napiste program, ktery spocitd obsah zadaného N-uhelniku
a vyjadii ho poctem jednotkovych trojuhelnika.

Pozndamka: Minimalizujte pamétovou a Casovou slozitost algoritmu.
Muzete predpokladat, ze vstupni data jsou zadana korektné.
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P-1-2

Pro danou konstantu N (N je prvodislo, napt. 991) méme vyhrazeno
N-prvkové celotiselné pole P s indexy 0 az N — 1. V tomto poli mame
ulozeno M riiznych kladnych ¢&isel (M < N). Neobsazené prvky pole jsou
inicializovany na nulu.

Prvky jsou v poli P uloZeny tak, aby bylo moZné pouzit funkci
Vyhledej na zjisténi, kde se v poli P nachézi prvek X (funkce vrati polohu
prvku X v poli P, pokud se X v poli nachazi, v opaéném ptipadé vrati
hodnotu —1):

function Vyhledej(X:integer):integer;
var i:integer;
begin
i:=(X div 10 + X mod 10) mod N;
while P[i]>X do
i:=(i+7) mod N;
if P[i]=X then Vyhledej:=i
else Vyhledej:=-1;
end;
int vyhledej(int X) {
int i;
i=(X/10 + X while(P[i]>X) i=(i+7) if(P[i]==X) return(i);
else return(-1); }

Uloha.

a) NapiSte, jak musi byt prvky uloZeny v poli P, aby bylo mozné k jejich
vyhledavani pouzit funkci Vyhlede;.

b) Napiste co nejefektivnéjsi proceduru Zarad, pomoci niz bude mozné
zaradit prvek X do pole P tak, aby mohla byt k vyhleddvani pouZita
funkce Vyhledej. Predpokladejte, Ze pred pouzitim procedury Zarad
byly prvky v poli P takto usporadéany a ze prvek X se v poli P dosud
nenachézi.

P-11-3

Méjme kreslici zarizeni popsané v tloze P-I-3.
Uloha. Naleznéte a dokazte algoritmus, ktery pro danou vstupni po-
sloupnost (ve tvaru znakového fetézce) uréi, jak nejdéle miZe pero star-
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§iho kresliciho zafizeni skoncit od mista, kde mé&lo skon¢it podle zadané
posloupnosti.

P-11-4

Vytvorte DOL systém (nebo dokaZte, Ze to neni mozné), jehoz ristova
funkce je
a) f(n) =n",
b) f(n) =n?-2".
Studijni text o DOL systémech najdete u zadani tlohy P-I-4.

P-1Il-1

Ucebni text ¢téte v uloze P-I-1.

Uloha. Na vstupu je zadan N-thelnik a M-thelnik. NapiSte program,
ktery spocitd obsah jejich priuniku a vyjadii ho poctem jednotkovych
trojuhelnik. b

Poznamka: Minimalizujte pamétovou a Casovou slozitost algoritmu.
Mizete predpokladat, ze vstupni data jsou zadana korektné.

P—-1ll-2

Pro danou konstantu N (N je prvocislo vétsi nez 10, napt. 991) mame
vyhrazeno N-prvkové celo¢iselné pole P s'indexy 0 az N — 1. Prvky pole
jsou na za¢atku vypoétu inicializovany na nulu. Do tohoto pole budeme
postupné zafazovat rizna kladna celd ¢isla pomoci procedury Zarad:

procedure Zarad(x:integer);
var i:integer;
begin
i := X mod N;
while P[i] <> 0 do
if P[i]>x then
i := (i+7) mod N

else
i := (i+3) mod N;
P[i] := x;
end;
void Zarad(int x) {
int i;
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i=x
while (P[i]!=0)
if (P[il>x) i = (i+7)
else i = (i+3)
P[i] = x;
}

Uloha.

a) Napiste co nejefektivnéjsi funkci Vyhledej s jednim celoéiselnym pa-
rametrem z, kterd zjisti, zda se prvek x nachézi v poli P. Pokud ano,
‘funkce vrati hodnotu indexu prvku z v poli P. Jestlize &islo z v poli
P neni, funkce vrati hodnotu —1.

b) Rozhodnéte, zda je vypoclet procedury Zarad v ptipadé, zZe je v poli
P alespon jedno volné misto (tj. aspon jeden prvek pole P ma hod-
notu 0), vzdy kone¢ny. Odpovéd dokazte.

P-1I1-3

a) Sestrojte DOL systém s nejvySe dvéma pravidly, jehoz riistova funkce
je f(n) = n?, nebo dokaZte, Ze takovy systém neexistuje.

‘b) Sestrojte DOL systém s ristovou funkei f(n) = |log,q(n + 1)) +
+1, kde k je pocet symbolt abecedy, nebo dokazte, ze takovy systém
neexistuje.

Pozndmka: Zapisem | X | rozumime dolni celou ¢ast z hodnoty vyra-
zu X, tzn. hodnotu vyrazu X zaokrouhlenou dold na nejblizsi celé ¢islo.
Napiiklad |4,789] =4, |5] = 5. _

Studijni text o DOL systémech najdete u zadani alohy P-I-4.

P-1l-4

Program: LAMPY.PAS / LAMPY.CPP
Vstup: LAMPY. IN
Vystup: LAMPY.0OUT

Verejnd prostranstvi ve mésté jsou osvétlena N pouli¢nimi lampami.
Kazd4 z lamp m4 jednoznaéné piifazeno &islo od 1 do N. K zapinani
a vypinani vefejného osvétleni slouzi v fidicim stiedisku M prepinaci.
Kazdy z prepinact prepne najednou nékolik lamp. Pfepnout lampu zna-
mena zapnout ji, pokud zrovna nesviti, a vypnout ji, jestliZe momen-
talné sviti. Prepinac ¢islo ¢ prepind vSechny lampy s ¢isly od a; do b;,

87



tzn. lampy s Cisly lezicimi v uvedeném intervalu. MuzZete predpokladat,
7e 0 < M < 100, 0 < N < 100.

Uloha. Napiste program, ktery zjisti, zda je mozné zapnout pomoci
prepinaci v Hdicim stfedisku vSechny lampy, jsou-li na zac¢itku vSechny
lampy vypnuté.

Vstupni soubor: Vstupni soubor obsahuje nékolik zadani. Prvni fadek
vstupniho souboru je tvofen jedinym &slem, které udava pocet zadani
v souboru. Pro kazdé zadani obsahuje vstupni soubor blok idaji v tomto
tvaru: Na prvnim fddku bloku jsou uvedena ¢isla N a M, kde N je pocet
lamp ve mésté a M je pocet prepinact v rfidicim stiedisku. Dalsich M
radkt obsahuje pro jednotlivé pfepinace vzdy dvojici ¢isel a;, b; (pro
kazdy prepinaé interval ¢isel lamp, které se pomoci ného pfepnou). Jed-
notlivé bloky tdaji jsou ve vstupnim souboru oddéleny vzdy jednim
prazdnym Fadkem.

Vystupni soubor: Pro kazdé zadani obsaZené ve vstupnim souboru
obsahuje vystupni soubor jeden fadek s jednou z nasledujicich zprav:

,Lze* — pokud je mozné rozsvitit vSechny lampy pomoci prepinaci
v tidicim stfedisku,

,Nelze“ — jestlize to neni mozné.

Priklad:

Soubor LAMPY.IN - | Soubor LAMPY.QUT

Lze
Nelze

DN N O N
W Ut ww

10
10
10
10

Gl LW N ==
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P-Il1-5

Program: MANHATAN.PAS / MANHATAN.CPP
Vstup: MANHATAN . IN
Vystup: MANHATAN . OUT

Ve mésté Manhatan vedou v8echny ulice bud ze severu na jih, nebo
ze zdpadu na vychod. Predpoklddejte, Ze se ulice tdhnou obéma sméry
dostatec¢né daleko. V priuseciku kazdych dvou ulic riznych sméru je kii-
#ovatka.

Kfizovatku ozna¢ime dvojici ¢isel (i, 7), jestlize se jednd o kiizovatku
v poradi i-té zépadovychodni ulice pocitano ze severu a j-té severojizni
ulice poéitano od zapadu. K¥iZzovatky jsou tedy odislovany od (1,1) do
(M, N), kde M je pocet zdpadovychodnich ulic a N je pocet severojiznich
ulic. Muzete predpokladat, ze 0 < M < 100, 0 < N < 100.

Na nékterych krizovatkach se pracuje na opravé vozovky, a proto pres
né neni mozné prejet. Na kiizovatkich (1,1) a (M, N) se nepracuje.

Arpéad vyjizdi kazdé rano z kiizovatky (1,1) a pot¥ebuje se dostat do
firmy, kterd sidli na opa¢ném konci mésta, tzn. na ktizovatce (M, N).

Uloha. Napiste program, ktery zjisti, kolika riznjmi cestami se miize
Arpad dostat do své firmy, jestlize pojede vzdy jen ve sméru na jih
nebo na vychod. Program dale vypiSe nejmensi pocet kiizovatek, pres
které se mize takovouto cestou do firmy dostat (v¢etné kiizovatek (1,1)
a (M,N)).

Vstupni soubor: Vstupni soubor obsahuje nékolik zadani. Prvni fadek
vstupniho souboru je tvofen jedinym &slem, které udéva pocet zadani
v souboru. Pro kazdé zadani obsahuje vstupni soubor blok dat. Na prv-
nim rfadku kazdého bloku jsou uvedena cisla MaN , kde M je pocet
vychodozapadnich ulic a N je pocet severojiznich ulic. Na dalsim radku
se nachazi ¢islo K — pocet kfizovatek ve mésté, na nichz se opravuje vo-
zovka. Na kazdém z nésledujicich K radki jsou uvedena vzdy dvé cisla
urcujici polohu kfizovatky, kde se pracuje. Jednotlivé bloky vstupnich
udaju jsou oddéleny vzdy jednim prazdnym fadkem.

Vystupni soubor: Pro kazdé zadani ve vstupnim souboru obsahuje
vystupni soubor jeden fadek. Na ném jsou

e bud dvé ¢isla A a B, kde A je po¢et moznych riznych cest a B je pocet
k¥izovatek na nejkratsi z nich (véetné kfizovatek (1,1) a (M, N)), a to

v pripadé, ze existuje aspon jedna cesta pozadovaného typu,

e nebo zprava ,,Cesta neexistuje“, jestlize cesta pozadovaného typu ne-
existuje.
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Piiklad:

Soubor MANHATAN. IN

Soubor MANHATAN . OUT

W NN N

[SCRE NG V)

26
Cesta neexistuje




Reseni tloh

P-1-1

a) Nejprve si ukdzeme, jak 1ze prepocitat zadané souradnice do pravoihlé
soufadnicové soustavy. Oznalme (t.,t,) soufadnice v nasi trojihelnikové
soustavé a (kz, ky) soufadnice v pravohlé soufadnicové soustavé.

A
ke —ts [
t
k|
60 o
Obr. 29

Z vlastnosti pravothlého trojihelniku na obr. 29 vyplyva

>~

ke, —t
Y =c0s30°, —=—= =sin30°,
ty ty

atedy pro souradnice (kz, ky) plati:

1 1
k, = 5\/§t,,, ke =Sty +te
Pro cely prepoc¢itani na souradnice na obrazovce zavedeme nasledu-
jici proménné: ,
e zvétSeni k (pocet pixeld na obrazovce na jednotku délky)
e soufadnice po¢atku soufadnicové soustavy na obrazovce (o, 0y)

Ve vzorovém feSeni je k konstanta a o, o, se pocitaji tak, aby bod
(0,0) lezel ve stiedu obrazovky.

Shrneme vysledky predchéazejicich tvah. Bod zadany v pravouhlé
soustavé soufadnicemi (k,,k,) se zobrazi na obrazovce na soufadnice
(0g + k - kz,0y — k - ky). Je-li bod zaddn v trojihelnikové soustavé
soufadnicemi (tz,t,), potom jeho soufadnice v pravouhlé soustavé jsou
ky = %\/gty, ks = %ty + t, a na obrazovce se tedy zobrazi na soufad-
nice (0, + k -tz + kity,0, — k3V/3t,). Jestlize nyni oznacime j,, := k,
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Jye = 3k, jyy := =13k dostavame, Ze se bod se souFadnicemi (ts,t,)
v trojuhelnikové soustavé zobrazi na obrazovce do bodu

(0 + Jeaty + Jyzty, Oy + Jyyty)-

b) JelikoZ vSechny vrcholy naseho N-thelniku musi lezet v m¥iZovych
bodech a vzdalenost nésledujiciho vrcholu musi byt vidy 1 od pred-
chézejiciho, prichazeji pro vrchol se souradnicemi (¢.,t,) v Gvahu tyto
vrcholy jako nésledujici (odpovidajici sméry, v nichz vrcholy lezi vzhle-
dem k (t;,t,) ozna¢me od 0 po 5 v pofadi, v jakém jsou zde vypsany):
(tz,ty+1), (2 +1,t,), ((z+1,8,-1), (tz,t,—1), (2 —1,2y), ((z—1,t,+1).

Necht jsme nyni do vrcholu (¢,,t,) pfisli ze sméru s; a odchdzime
z ného ve sméru s,. Vidime, Ze pokud s, = s, potom jsme se v bodé
neoto¢ili, pokud s, = (s, + 1) mod 6 nebo s, = (s; + 2) mod 6 potom
jsme se otocili doprava, jinak doleva (pfipad s, = (ss +3) mod 6 nemize
nastat).

Budeme obchézet n48 N-uhelnik po obvodu (tzn. v potadi, v jakém
byly zadany jeho vrcholy — pripomenme si, Ze poradi bodd mize byt
zadano bud ve sméru, nebo proti sméru hodinovych ruéi¢ek) a budeme
sledovat, v jakém sméru se ota¢ime v jednotlivych vrcholech (smér otaceni
je dan menSim'z dvou hli u vrcholu). Je-li nd§ N-uhelnik konvexni,
potom se ziejmé musime otacet stile stejnym smérem a naopak, jestlize

'konvexni neni, musime se béhem obchazeni oto¢it aspon jednou doprava
a aspon jednou doleva.

Tato jednoducha tvaha bude zakladem naseho algoritmu. Obchéazime
postupné N-uhelnik, pficemz kdyZ se otofime doprava, nastavime pro-
ménnou doprava, kdyz se oto¢ime doleva, nastavime proménnou doleva.
JestliZe jsou na konci obé proménné nastavené, N-thelnik neni konvexni,
v opa¢ném piipadé je konvexni.

Casova i pamétova slozitost tohoto algoritmu je linedrni (O(N)),

, spravnost vyplyva z vySe uvedené vahy.

P-1-2

Ma4-li existovat posloupnost hodnot H([1],..., H[L], musi pfedev§im pla-
tit, Ze L < N. Daéle plati, Zze kdyZ do pole zafazujeme i-tou hodnotu,
pocet kolizi K[i] je nejvySe ¢ — 1. (K[i] = i — 1 tehdy, pokud dojde
ke kolizi se vSemi uZz zafazenymi prvky). Z toho ale vyplyva, Ze jestlize
Ck >0+1+---+ (L —1)=3L(L - 1), posloupnost opét neexistuje.
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Oznaéme a @ b := (a + 7b) mod N. Vezmeme nyni libovolny index
néjakého prvku v naSem poli j. Potom jestlize prochdzime prvky j @
D1,jD2,...,jD N, prejdeme kazdym prvkem naseho pole pravé jednou
(protoze N je prvocislo). '

Méme-li v poli obsazeno k prvku s indexy jo, jo ® 1, jo ® 2, ...,
jo ® (k — 1), pak pro libovolné K[k + 1], kde K[k + 1] € {0,1,...,k},
umime nalézt vhodny prvek H[k + 1] takovy, Ze se zafadi do pole na
index jo ® k. Oznaéme! ixy; = (H[k + 1]div10 + H[k + 1] mod 10)
mod N prvni index vypotitany pro prvek H[k + 1] v procedute Zarad.
Potom kdyz vezmeme

k1 = Jo ® (k — K[k +1]),

tak se nam prvek H[k + 1] zaradi na pozici jo & k.

Pro libovolny pocéateéni index jo a posloupnost K (K[i] £ i—1proi =
=1,2,...,L) tedy umime timto zptisobem nalézt ptislusnou posloupnost
prvnich indext jo = i1,42,...,1L.

“Posloupnost K vsak neni zadana, zname jen jeji soucet Ck. Proto si
ji muzeme zvolit libovolné, pokud mozno co nejjednodussim zptisobem.
Polozme napiiklad K[i] := ¢ =1 pro¢ = 1,2,...,m a jestlize m # L
Km+1]:=Cx —im(m—-1)aK[i]:=0proi=m+2,...,L, pficemz
m vezmeme nejvétdi takové, ze gm(m — 1) £ Ck. ReSenim kvadratické
rovnice lehce zjistime, ze m = | (1 + 1+ 8Ck)|.

Déle je tfeba vyresit problém, jak zvolit jo tak, aby se pii vySe po-
psané volbé posloupnosti I prvni index posledniho prvku posloupnosti
H nalezeny pomoci vztahu i;, = jo ® (L — 1 — K[L]) skutein& rovnal
hodnoté vypocitané v proceduie Zarad ((H[L]div10 + H[L] mod 10)
mod N). Pro operaci @ plati a mod N = (a ® b) & (-b), a tedy pokud
i =jo® (L —1— KI[L]), potom

Jo =10 ® (—(L —1— K[L)])).

Zbyva urcit, jak z hodnoty prvniho indexu i j vypocitat hodnotu prvku
posloupnosti H[j]. Je zfejmé, ze bude-li mit prvek hodnotu 10i;, uréité
bude jeho index i;. Prvky posloupnosti H v8ak maji byt nenulové a na-
vzajem ruzné. Proto k j-tému prvku jesté pfipocitame ¢islo jN. Kdyby
‘se takto vypoéitana hodnota ndhodou rovnala &slu G, ode¢teme od néj

1 Viz proceduru Zarad.

93



¢islo 9 (tim bude H[j] mod 10 = 1, ale hodnota H[j]div 10 klesne o 1,
takze soucet se zachovd). ‘

Shriime piedchazejici avahy do funkce Prvek (i,j), kterd pro dany
prvni index 7 a poradové ¢islo j uréi hodnotu H L;]

Funkce Prvek (i,7)
o Jestlize j = L vrat G, jinak
e jestlize 10i + jN = G vrat 10i + jN — 9
e jinak vrat 10i + jN
Na zavér uvedme prehledny zapis celého algoritmu tak, jak byl popsan
vyse:
1. Jestlize L > N nebo Cx > $L(L — 1), posloupnost neexistuje, jinak
pokracuj bodem 2. :
2. m:= |1(1+ T +8Ck)]|, podle hodnoty m uréi K[L]:
e pokud m=L,K[L]:=L -1
e pokud m+1=L,K[L] := Cx — $m(m — 1)
e pokud m+1<L,K[L]:=0
a jo =19 ® (—(L — 1 - K[L])).
3. K[i] :== Prvek (0,i) proi =1,2,...,m
4. jestlize m + 1 < L, potom K[m + 1] := Prvek(m — Cx +
+ tm(m —1),m+1)
5. K[i] := Prvek (jo® (i —1),i) proi=m+2,...,L
Casova slozitost algoritmu je linedrni (O(N)), pamétova konstantni
(O(1)), nebot hodnoty K[i] miizeme piimo vypisovat.

P-1-3

Reseni nepfedstavuje prakticky z4dné vaznéjsi problémy.

P-1-4

a) ReSenim je DOL systém ({a},{a — a},a?).

Tvrzeni: V n-tém kroku je tvar slova a?, a tedy f(n) = 4.

DUKAZ: Pro n = 1 tvrzeni zfejmé plati.

Necht déle w,, = a*. Potom se uplatnénim pravidla zméni kazdé pis-
meno a na a, a tedy w,4; = a*, &m7 je tvrzeni dokdzéano.

b) Resenim je DOL systém ({a, b}, {a — a,b — ab},b).

Tvrzeni: V n-tém kroku je tvar slova a™7 b, a tedy f(n) =n

DUKAZ: Pro n = 1 tvrzeni zfejmé plati.
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Necht déle w,, = a™'b. Potom se uplatnénim pravidel zméni kazdé
pismeno a na a a pismeno b na ab, a tedy w,4+; = a" lab = a"b, &mz je
tvrzeni dokazano. )

c) ReSenim je DOL systém ({a;, b}, {a = a,b — a®b}, a’b)

Turzeni: V n-tém kroku je tvar slova a®**1b, a tedy f(n) = 3n + 2.

DUKAZ: Pro n = 1 tvrzeni zfejmé plati.

Necht déle w,, = a®**'b. Potom se uplatnénim pravidel zméni kazdé
pismeno a na a a pismeno b na a®b, a tedy w,41 = a®*t1adh = 3"+,
¢imz je tvrzeni dokazano.

d) Resenim je DOL systém ({b,c,d}, {b — b,c = bc,d — bc*d}, d).

Turzeni: V n-tém kroku je tvar slova b("~ 1y? cHn- 1)d a tedy f(n) =
=(Mn-12+2(n-1)+1=n2

DUKAZ: Pro n = 1 tvrzeni zfejmé plati.

Necht dale w, = b(*~D?c2(n=1 4 Potom po uplatnéni pravidel bude
Wny1 = bp(n—1)%p2tn—1) 2(n—1)pc2 4 = pn* ¢2nd, ¢m7 je tvrzeni dokdzano.

Poznamka. Ukazeme je$té postup, jak je mozné tento DOL systém

sestrojit. Plati: )

(n+1)?-n?*=2n+1.

To znamené, 7e pii prechodu od n-tého k (n+1)-mu slovu musi ,,p¥ibyt“
2n+1 pismenek. Kdybychom tedy nasli systém, ktery ma rastovou funkci
f(n) = 2n + 1, potom by stacilo, aby kazdé jeho pismenko v kazdém
kroku vygenerovalo né&jaké ,neutralni“ pismenko (tj. pismenko, které se
v dalsich krocich méni uz jen samo na sebe). Takovy stroj ale lehce se-
strojime: ({c,d},{c = ¢,d = ¢*d},d) — diikaz tu nebudeme délat, nebot
je naprosto analogicky s dikazy predchézejicich tvrzeni. Potom nas stroj
bude vypadat takto: ({b,¢c,d},{b — b,c = bc,d — bc?d},d).

Tento postup je mozné rovnéz pouzit jako dikaz spravnosti, v mnoha
pripadech je vSak jednodus$si vznikly DOL systém dokézat indukei (viz
vySe). Ve skutecnosti ke konstrukci DOL systému v pfipadé e) byl pouZit
obdobny postup.

e) Resenim je DOL systém ({b,c,d,e, f},{b = b,c — bde’f,d =
— bd, e — bde, f — bdeS f},c*).

Turzeni: Pro n 2 2 je tvar slova b*(n—1)° gk(3n*—0n+7) gk(6n=7) ¢k o).
‘koz f(1) = k, je f(n) = kn® (k(n—1)3+3n2 —9n+7+6n—7+1) = kn®
pron 2 2).

DUKAZ: Pron =1 a n = 2 tvrzeni zfejmé plati.

Necht tvrzeni plati pro n&jaké n = 2. Potom

Wy, = bk(n—1)3dk(3n2—9n+7)ek(sn-7)fk
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a po uplatnéni pravidel

— bk(n—1)3bk(3n2—-9n+7)dk(3n2—9n+7)bk(6n—7)
dk(sn—7)ek(6n—7)bkdkeekfk —

e bkn3dk(3n2—3n+l)ek(6n—1)fk =

Wn41

— pFn’ dk(3(n+1)2—-9(n+1)+7)ek(6(n+1)—7)fk

¢imz je tvrzeni dokadzano.

P-1-1

Uvazujme v nasi soustavé soutfadnic pas trojuhelniki, ktery je vymezen
z-ovymi soufadnicemi x a  + 1. Vezmeme prinik tohoto pasu s hranici
naSeho n-uhelniku. Kazdé hrané n-thelniku uvniti pasu priradime smér
podle toho, v jakém poradi byly zadany jeji-krajni body. Dostaneme tak
soustavu hran jednotkové délky, pricemz

e Pocet hran je sudy (pokud projdeme pies tento pas doprava, potom
abychom n-thelnik uzavreli, musime pres tento pas prejit také doleva
a naopak).

e Je-li smér nékteré hrany doleva, smér nejblizsi nizsi a vyssi hrany je
doprava a naopak.

e Nejvyssi a nejnizsi hrana vede ve vSech pasech (tzn. pro vSechna z)
stejnym smérem, pri¢emz nejvyssi hrana vede opaénym smérem nez
nejnizsi hrana.

Plocha priniku pasu a naSeho n-thelniku je zfejmé rovna souctu
ploch ohranienych nejvy$§i hranou a druhou nejvyssi hranou, tfeti
a Ctvrtou nejvyssi hranou, ..., druhou a prvni nejnizsi hranou. Pred-
pokladejme nyni, Ze nejnizs$i hrana vede doleva. Potom plochu priniku
n-uhelniku a naseho pasu spocitame tak, Ze plochu 'y pasu ,pod“ hranou
vedouci doprava vzdy pii¢itdme a plochu ,,pod“ hranou vedouci doleva
odcitame.

Toto vSak nemusime provadét po jednotlivych pasech. Nejprve polo-
zime plocha := 0. Necht y je vySka aktudlniho bodu n-thelniku. Jestlize
dalsi bod lezi napravo dole (relativni soufadnice (1,—1)), pfipo¢itame
k plose 2y — 1, pokud je napravo (relativni souradnice (1,0)), pfi¢teme
2y. JestliZe je dalsi bod nalevo nahoru (relativni soufadnice (—1,1)), ode-
¢teme od plochy 2y + 1, pokud je nalevo (relativni souradnice (—1,0)),
ode¢teme 2y. V ostatnich piipadech (relativni souradnice (0,1) a (0, —1))

s vz

nepfipocitavame nic, nebot tyto hrany neprotinaji Zadny pas.
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Co se stane, jestlize byla orientace hran opatné, nez jsme predpokla-
dali? Potom dostaneme zaporné &slo a jeho absolutni hodnota je rovna
plose n-thelniku.

Pozndmka: V predchazejici uvaze jsme predpokladali, ze se cely
n-thelnik nachazi jen nad osou z. Je vSak jasné, ze algoritmus zlstava
beze zmény, i kdyz bude n-thelnik lezet cely nebo ¢asteéné pod osou z.

Spravnost algoritmu je ziejma z predchazejicich Gvah. Casova slozi-
tost algoritmu je O(n), pamétova O(1).

P—-11-2

a) Oznalme h(z) := (z mod 10 + z div10) mod N. Funkce Vyhledej
pfi hledani prvku z postupné prohlizi prvky pole P s indexy h(x),-(h(z)+
+ 7) mod N, (h(z) + 14) mod N, ..., (h(z) + 7l) mod N. Skonéi, kdyz
nastane jedna z téchto tii moznosti:

e najde hledany prvek z
e najde prvek mensi nez «
e najde prazdné policko (prvek s hodnotou 0).

Pokud nastala prvni moZnost, prvek se v poli nachézi, jinak v poli
neni. N a 7 jsou nesoudélna ¢isla. Z toho vyplyva, Zze pro kazdé i €
€ {0,1,...,N—1} existuje j € {0,1,..., N —1} takové, ze i = (h(z)+77)
mod N. V poli je aspon jedno prazdné policko (M < N), a proto [ bude
vzdy mensi nez N. '

Necht se v poli P prvek z nachdzi na misté s indexem i. Necht j €
€ {0,1,...,N —1} je takové Cislo, ze i = (h(z) + 7j) mod N. Aby funkce
Vyhledej prvek z nasla, musi platit, ze prvky s indexy h(z), (h(z) + 7)
mod N, (h(z) + 14) mod N, ..., (h(z) + 7(j — 1)) mod N budou vétsi
nez x.

b) Pokud do tabulky chceme ulozit prvek z, postupujeme opét po
posloupnosti indexd h(z), (h(z) + 7) mod N, (h(z) + 14) mod N, ...,
(h(z) + 7l) mod N tak dlouho, az najdeme prvek mensi nez z nebo
prazdné policko. Jestlize jsme nasli prazdné policko, prvek z tam mu-
zeme ulozit a funkce Vyhledej ho jisté najde, nebot pred nim bude pro-
hledavat jen vétsi prvky. Pokud vSak je na tomto misté prvek s hodno-
tou y; (y1 < ), ulozime sem prvek z. Pti hleddni prvku y; se pfedtim
funkce Vyhledej zastavila na indexu (h(z) + 7l) mod N, ale tam je nyni
prvek z vétsi nez y;, takze funkce bude pokracovat dale po indexech
(h(z) + 7(1 + 1)) mod N, ..., (h(z) + 7l;) mod N. Prvek y; uloZime na
misto (h(z) + 7l;) mod N. Jestlize tam pfedtim bylo prazdné policko,
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skoncime, jestlize tam byl prvek y» (y2 < 1), opét postupujeme déle po
indexech (h(z) + 7(l; + 1)) mod N, . .., (h(z) + 7l3) mod N. Toto opaku-
jeme, dokud nenajdeme prvok y;, ktery se jiz ulozi na prazdné policko.
Na zéakladé tohoto postupu miZeme sestavit proceduru Zarad:

procedure Zarad(X:integer);
var i:integer;

begin
i:=(X mod 10 + X div 10) mod N; {i:=h(X)}
while P[i]<>0 do begin
if P[i]<X then {nasli jsme mensi prvek}
swap(P[1],X); {vymé&ni hodnoty P[i] a X}
i:=(i+7) mod N; {posuneme se dale}
end;
P[i]:=X; - {na volné poli&ko uloZime X}

end;

Procedura Zarad vzdy skonci, nebot M < N, a tedy v pbli je né-

jaké policko P[i], které je prazdné, a pro i existuje j tak, ze (h(x) + 77)
mod N = i. Proto nejpozdéji po j prichodech cyklus while skonéi. Po
provedeni procedury vSechny prvky, které v poli P byli, v ném ztstanou
(i kdyZ moZna na jinych mistech) a pribude pouze prvek z. Soudasné
pro kazdy index ¢ (0 < ¢ < N) plati, Ze hodnota P[i] pfed provedenim
procedury Zarad(z) je men3i nebo stejné jako hodnota P[i] po provedeni
procedury. Necht tedy po provedeni procedury Zarad (z) spustime funkci
Vyhledej(y). Mohou nastat tyto moznosti:
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Prvek y se v poli P nenachazi. Funkce Vyhledej(y) nemize nalézt
néco, co v poli P neni, a proto vrati spravny vysledek.

y = z. V tomto pifipadé uz z popisu algoritmu vyplyva, ze funkce
Vyhledej prvek x najde.

y # x, y se nachazi v poli P a jeho poloha se béhem vypoctu pro-
cedury Zarad(z) nezménila. Pfedtim funkce Vyhledej prohleddvala
indexy h(y), (h(y) + 7) mod N, ..., (h(y) + 7l) mod N. To znamena,
ze pro kazdé i, 0 < i < [, platilo P[(h(y) + 7i) mod N] > y. Protoze

se hodnota zadného prvku z P béhem provadéni Zarad(z) nesnizila,

plati to i nadale a proto Vyhledej(y) bude prohledavat stejné indexy
a uspésné y najde.

y # x, y se nachdzi v poli P a jeho poloha se béhem vypoctu
procedury Zarad(z) zménila, tj. je to jeden z prvkia yi1,v2,...,Yk-



Necht predtim Vyhledej prohledavala indexy h(y),(h(y) + 7)
mod N, ..., (h(y)+7l) mod N. Ze stejnych divodi jako v predchazeji-
cim piipadé ani nyni neskonéi dfive, ale na misté s indexem (h(y)+71)
mod N je nyni prvek vétsi nez y, a proto funkce bude pokracovat dale.
Z popisu algoritmu vSak vyplyva, Ze prvek, na kterém se prohledavani
zastavi, je pravé hledany prvek y.

P-1-3

Celkovy posun pera je souctem jednotlivych vektort urcenych vstupni
posloupnosti. Kdyz starsi kreslici zafizeni udéla pohyb o jednotku delsi
nebo kratsi, je to to totéz, jako kdyby se kromé urceného vektoru posu-
nulo je$té o jednotkovy vektor ve sméru nebo proti sméru svého natoceni.
Protoze s¢itani vektort je komutativni, predstavme si, Ze se tyto posuny
o jednotkové vektory provedou vSechny az nakonec. Necht mnozina A
je mnozina obsahujici ke kazdému vektoru ze vstupni posloupnosti dva
navzajem opalné jednotkové vektory (ve sméru a proti sméru tohoto vek-
toru). Nasi tlohou tedy je vybrat z mnoziny A podmnozinu, jejiz soucet
je co nejdelsi. Vybrana podmnozina muzZe byt libovolna (zafizeni se sice
vzdy posune nejvyse o jeden z dvojice navzdjem opacnych vektord, ale
pokud bychom vybrali oba, je to totéz, jako kdybychom nevybrali ani
jeden z nich).

Podmnozina s nejvétsim souctem jisté obsahuje z kazdé dvojice opac-
nych vektori pravé jeden. To lehce dokdzeme sporem: necht vektor (z,y)
je souc¢tem podmnoziny s nejvétsim souctem, kterd neobsahuje ani jeden
z jednotkovych vektori (z1,y1) a (=1, —y1). Potom ale jeden z vektort
(z+z1,y+11), (z— 21,y — y1) je urCité delsi nez vektor (z,y). Plati, Ze
2?2 +y? =1 ajedno z &isel 1+2(zx1 +yy1), 1 —2(zx; +yy;) je urdité klad-
né. Délka vektoru (z + z1,y +v1) je /22 + 42 + 23 + y? + 2(zz, + yy1)
a délka vektoru (z — 1,y — 1) je V22 +y2 + 27 + 4 — 2(zx1 + yy1).
Jedna z téchto délek je tedy jisté vétsi nez délka vektoru (z,y), kterd
je rovna /z2 + y2. Proto vektor (z,y) neni vektor s nejvétsi moznou
délkou. Podobné se da zduvodnit, Ze pokud A obsahuje vice stejnych
dvojic vektord, do podmnoziny s nejvétsim souctem se vybere z kazdé
dvojice stejny vektor. )

Nyni dokdzeme néasledujici vétu: Hledané feSeni obsahuje viechny vek-
tory z A lezici v jedné poloroviné urcené nékterou pfimkou vedouci bodem
(0,0). Jsou-li nékteré dvojice vektort rovnobézné s pfimkou, vyberou se
vektory v jednom sméru.
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DUKAZ: Necht (z,y) je soufet podmnoziny s nejdelsim souctem, necht
piimka p je kolmd na (z,y) a prochdzi bodem (0,0). Necht (z1,¥) je
libovolny vektor z poloroviny, v niZ se nachézi (z,y). Potom thel vektort
(z1,¥1) a (z,y) je nejvyse 90 stuphi. Proto délka vektoru (z + 1,y +v1)
je vétsi nez délka (z,y) (podle kosinové véty). Pokud by nase podmnoZina
neobsahovala néktery z vektort z této poloroviny, jeji soucet se pfidanim
tohoto vektoru tudiz prodlouZi, takZe by nemohla byt hledanym feSenim.
Jestlize by naopak obsahovala néktery vektor z opa¢né poloroviny, jeho
ubréni je totéz jako pridani vektoru k nému opa¢ného (ktery je uZ z nasi
poloroviny), a to opét prodlouZi soucet.

Necht a1, az, . .., as, jsou jednotkové vektory z mnoziny A usporadané
podle sméru (vektor a; 4, je opalny k vektoru a; pro1 £ ¢ £ n). Vezméme
dva sousedni vektory z takto setfidéné posloupnosti. Poloroviny uréené
vSemi primkami prochdzejicimi ,mezi“ témito dvéma vektory obsahuji
stejnpu podmnozinu vektord z A, a proto sta¢i uvazovat jen pfimky se
sméry vektort z A. Polorovina uréend pfimkou ve sméru vektoru a; ob-
sahuje vektory a;,@iy1,...,0i+n—1, 1 £ i < n. Stadi tedy uréit viechny.
takovéto soucty a vybrat z nich nejvétsi. To lze provést pro jii setfidénou
posloupnost vektort v ¢ase O(n).

Vzhledem k tomu, Ze sméry vektord uréenych vstupni posloupnosti
jsou celé ¢isla od 0 do 359, miZzeme je usporddat v ¢ase O(n) prihradko-
vym tfidénim, tj. pro kazdy ze smért spocitame, kolik vektori je v tomto
sméru. Mame-li | jednotkovych vektort téhoZz sméru, mizeme je povazo-
vat za jeden vektor délky [. Stac¢i dokonce pouZit jen pole od 0 do 179,
nebot vektor se smérem j a vektor k nému opaény se smérem j + 180°
maji stejnou délku.

P-1l-4

a) DokéZeme sporem, Ze neni moZné sestrojit pozadovany DOL sys-
tém. Necht existuje DOL systém s riistovou funkci n™. Vezmeme k rovné
maximalni hodnoté z délek pravych stran pravidel. Z toho vyplyva, Ze
méame-li v i-tém kroku slovo délky i, v i + 1-nim kroku mtize na§ DOL
systém vygenerovat slovo délky nejvyse ki. Uvazujme nyni slovo wy.
Jeho délka je k*. Pro délku slova wy; potom musi platit

lw 1] < klwe| = kE* = E¥ < (K + 1),

coZ je spor, nebof délka slova wg41 ma byt (k + 1)k+1,
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b) feSenim je DOL systém ({b,c,d},{b — b*c — b’ d —
- B2}, dd). ~

Turzeni: V n-tém kroku je tvar slova (b(»~D°c2(n=Dg)2" 4 tedy
f(n) =2"((n—1)2+2(n — 1) + 1) = 2"n2.

DUKAZ: Pro n = 1 tvrzeni zfejmé plati.

Necht déle w, = b2"(n—1)°2"2(n=1) 42" Potom po uplatnéni pravidel
bude w,4 = (b("—1)2b2("+1)c2("_1)bc2d = b"zc2"d)2"+1, &mz je tvrzeni
dokazano.

P-1Il-1

UvaZujme v na$i soufadnicové soustavé vodorovny pas trojuhelnika,
ktery je vymezen y-ovymi souradnicemi y a y+1. Jestlize vezmeme stranu
mnohothelniku s prochdzejici timto pasem s koncovymi body [z1,y],
[z2,y + 1], jisté plati, Ze £1 = x2 nebo z; + 1 = x5. Pokud zname soudet
Ty + T2, dokdZeme urdit 1 a 2a: T1 = [%(ml +z3)], Ty = [%(wl + z2)].
Proto muZzeme kazdou stranu, kterd neni vodorovna, jednoznacné popsat
usporadanou dvojici ¢isel (¢,7), kde ¢ = z; + 22 a j = y. Dvojici (¢, 5)
budeme nazyvat souradnicemi strany. Méjme stranu s se souradnicemi
koncti [z1,y], [z2,y+1] astranu s’ se soufadnicemi konct [z, y], [z4, y+1],
pficem?Z strana s je nalevo od strany s’. Potom &4st pasu ohranifena
stranami s a s’ je lichob&znik nebo v krajnim p¥ipadé trojiahelnik a jeho
obsah S = (2] — z1) + (2, — 2) (prvni s¢itanec uréuje pocet jednot-
kovych trojahelniki, které maji jednu ze svych stran na spodni pfimce
pasu, druhy pocet téch, které maji jednu ze stran na horni pfimce pasu).
Po tpravé dostaneme vztah S = (2} + %) — (21 + z2), coz uZ je vyjadieni
pfimo pomoci soufadnic stran.

Méjme nyni dva mnohouhelniky A a B a zkoumejme prinik A, B
a naSeho vodorovného péasu. Tento prunik se bude ziejmé skladat z li-
chobé&znikt (pfip. trojuhelnikd) ohranifenych stranami mnohothelnik.
Bod pésu patii do priniku, je-li nalevo od néj lichy pocet stran A a zaro-
ven lichy pocet stran B. Tedy zacatkem néjakého takovéhoto lichob&Zniku
bude strana, od niz vlevo je sudy pocet stran jejiho vlastniho mnoho-
thelniku a lichy pocet stran druhého mnohotihelniku. Naopak koncem
takového lichobézniku bude strana, od niz vlevo je lichy pocet stran jeji
vlastniho a lichy pocet stran druhého mnohothelniku. Strany mnoho-
thelnikd, které prochézeji jednim pasem, mizeme setfidit zleva doprava,
tj. podle jejich prvni souradnice. Potom jedinym priichodem pres utiidé-
nou posloupnost stran jednoduse spoé¢itdme plochu priniku.
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Algoritmus je tedy nésledujici: setfidime strany obou mnohothel-
nikd podle pasu, ve kterém se nachazeji (podle jejich druhé souradnice),
pfiCemz vodorovné strany mitizeme vynechat. Strany téhoZ pésu setii-
dime zleva doprava (podle prvni soufadnice). Potom prochézime zaroven
obéma seznamy setfidénych stran a hledame strany, které jsou zacatky
nebo konci lichobézniki, a jejich prvni soutfadnice odpocitdvdme nebo
pripo¢itavame k celkovému souctu.
mnohothelnik néjaké dva vrcholy s z-ovymi soufadnicemi i a j (7 < j),
maé také vrcholy s z-ovymi soufadnicemi i+1,7+2,...,7—1, nebot délka
kazdé strany je 1. Rozdil maximélni a minimdlni z-ové soufadnice mno-
hotihelniku je tedy nejvyse N. Totéz samoziejmé plati i pro y-ovou sou-
fadnici. Proto na tfidéni stran pouzijeme algoritmus Radixsort. Strany
setfidime nejprve podle prvni souradnice a potom podle druhé, pii¢emz
v obou piipadech pouZijeme stabilni a linedrni tfidéni. Prvni soufadnice
stran jsou ale sou¢tem dvou soufadnic vrchold, takze rozdil dvou soufad-
nic stran miize byt i dvojnasobkem rozdilu souradnic vrcholi.

Diky linedrnimu tfidéni je pamétova i Casova slozitost algoritmu
O(N + M), kde N a M jsou polty stran mnohothelniki.

.

P-1lIl-2

b) Protoze 7 a N jsou nesoudé&lné ¢isla, existuje [ takové, Ze 7l
modN =N-3a0<1!< N.Plati,2e l < N —1, nebot kdyby se rovnaly,
muselo by platit (7N —7) mod N = N — 3, coZ pro zddné N > 10 zjevné
neplati.

Vkladejme do prazdného pole P procedurou Zarad postupné prvky
(l+2)N,(l+1)N,...,4N,3N,N. Ulozi se postupné v tomto poradi na
mista 0,7,14,..., N — 3. V poli je nyni obsazeno [ + 1 mist, a tedy aspon
jedno misto je volné. Kdyz nyni zavolame proceduru Zarad s paramet-
rem 2N, bude proménnd i postupné nabyvat hodnot 0,7,14,..., N — 3,
nebot na pozicich 0,7,14,..., N — 10 jsou uloZena Cisla vétsi nez 2NV.
Ale P[i] = N, a proto daldi hodnota indexu bude opét 0. Procedura bude
proto cyklicky nabyvat stale tyto hodnoty a tudiz neni kone¢na pro kazdy
vstup.

a) Mé&me funkci Posun, kterd ndm vrati dalsi hodnotu, jakou by zis-
kal index ¢ v proceduie Zarad (tato hodnota zavisi na ptivodni hodnoté 7,
na prvku z a prvku P[i]):
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function Posun(i:integer; x:integer) :integer;
begin
if P[i]>x then
posun:=(i+7) mod N
else
posun:=(i+3) mod N;
end; )

V urditém stavu pole P chceme vyhledat prvek z. Definujme (neko-
ne¢nou) posloupnost indext ho, h1, b2, ..., kde hp = s mod N a hi4q =
= Posun(h;, z).

Mohou nastat tii pripady:

1. Prvek z se v poli P nachéazi. VSimnéte si, Ze procedura Zarad méni-
jen hodnoty nulovych prvkt pole P. Hodnoty na indexech, pres které
prechdzela procedura Zarad(z), se tedy nezménily. Jsou to indexy
ho,h1, ..., h, kde k je nejmensi &islo takové, ze Plhi] = z.

2. Prvek z se v poli nenachédzi a procedura Zarad by ho zaradila na
volné misto P[i]. P¥i tomto zafazeni by procedura prohlédla prvky P -
s indexy ho, b, ..., hi, kde k je nejmensi ¢islo takové, ze P[hi] = 0
(resp. ze i = hg).

3. Prvek z se v poli P nenachdzi a procedura Zarad pro vstup x neskonéi.
Také v tomto pripadé by procedura prohlédla indexy ho, hq, . ... Necht
k je nejmensi Cislo takové, ze existuje | < k takové, ze h; = hy. Potom
posloupnost {h,} zalind indexy hg,hq,...,hi—1 a potom se uZ stéle
periodicky opakuji indexy h;, hyy1,-.., hr—1.

Funkce Vyhledej tedy rozpoznava tyto tii piipady, v prvnim pfipadé
vrati hy a ve druhych dvou —1. V prvnich dvou piipadech staéi postupné
vypocitavat indexy h,, dokud nenajdeme 0 nebo x. Jestlize ale chceme
zjistit, zda nenastal tfeti pripad, potiebujeme ovéfit, jestli se pravé vy-
pocitany index h, uz predtim v posloupnosti nevyskytoval. Budeme se
po poli posunovat se dvéma indexy i a j, kazdy bude postupné nabyvat
hodnot posloupnosti h,. Index ¢ ale budeme posouvat ,rychleji“. Kdyz
i nabyde hodnoty hn, tak hodnota j bude hf, . V piipadé, zZe se in-
dexy v posloupnosti periodicky opakuji, po jistém case bude platit i = j
V okamziku, kdy j nabyde poprvé hodnoty h;, i se nachézi také nékde
v cyklu. Po kazdém posunu j se vzdélenost i a j zmensi o 1, nebot index
i se mezitim posunul dvakrat, a tak vlastné ,dobihd“ index j. Proto se
index j posune nejvyse k-krat, a jelikoz ¢ se posouva dvakrat tak casto,
celkovy pocet posunt je nejvyse 3k. ‘
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function Vyhledej(x:integer);
var i,j,vysledek:integer;
menit_j:boolean;

begin
vysledek:=0; {vysledek jeit& nezname}
i:=x mod N; {prvni index}
ji=i;
menit;j:=false;
while vysledek=0 do {dokud nezname vysledek}
if P[il=x then {nasli jsme x}
vysledek:=i
else if P[i]=0 then {x v poli neni}
vysledek:=-1
else begin
i:=posun(i,x); {posuneme i}

if menit_j then begin {je-1li t¥eba, posuneme j}
j:=posun(j,x);
if j=1i then vysledek:=-1;
{i a j se setkaly - cyklus}

end;
menit_j:=not menit_j;
end;
Vyhledej:=vysledek;

end;

P-11-3

a) DokaZeme sporem, Ze neni mozné sestrojit pozadovany DOL sys-
tém. Necht tedy existuje DOL systém s ristovou funkei n2. Necht ma
tento DOL systém pouze jedno pravidlo. Potom toto pravidlo musi mit
tvar @ — a’ a w; =.a, nebot |w;| = f(1) = 1. Pro wy plati wy = a’
a |lwe| = f(2) = 4. Z toho vyplyva, ze ¢ = 4. Ale pak pro ws plati
ws =a" a|ws| = f(3) = 9. Dostavame tedy, ze 9 = i2 = 42 = 16, co je
spor.

Nas DOL systém musi tedy mit alespoii dvé pravidla. Necht jsou to
pravidla @ — u, b — v, kde u, v jsou z {a,b}*. Bez Gjmy na obecnosti
miizeme predpokladat, ze wi = a. Potom wy = u, a tudiz |u| = f(2) = 4.

Necht slovo u obsahuje k znakd a. Potom ws = ufv?~* a plati, ze
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lws| = f(3) = 9. Ale soucasné plati |ws| = klu| + (4 — k)|v| a lu| = 4.
Dostévame tedy rovnici 4k + 4|v| — k|v| = 9. Jestlize za k postupné dosa-
dime v3echny mozné hodnoty (0,1,2,3,4), dostdvame pro |v| nésledujici
rovnosti: 4jv| = 9, 4+4v| —|v| = 9, 8+4|v|—2|v| = 9, 12+4|v|-3Jv| =9
a 16 + 4|v| — 4|v| = 9. Ani jedna z téchto rovnosti vSak nemé nezdporné
celodiselné feSeni, a proto DOL systém s pozadovanymi vlastnostmi nee-
xistuje.

b) DOL systém s pozadovanymi vlastnostmi neexistuje. DokdZeme to
opét sporem. Necht tedy existuje DOL systém s k-prvkovou abecedou
a ristovou funkei f(n) = |logg,(n+1)] + 1.

Necht m >-1. Ozna¢me n; nejmensi takové ¢éislo n, pro které f(n) =
= m, a ny nejvétsi takovéto &islo. Potom ny = (k+1)™ "' —1an, = (k+
+1)™ —2. Tedy v8echna slova w s indexem n;, w s indexem nq +1, ..., w
s indexem n, maji délku m. Jejich pocet je no —ny +1 = k(k+1)™"1. Ale
rznych slov délky m je k™ a k™ < k(k + 1)™~!. Proto ur¢ité existuji
¢isla 7,0 > 0 takova, ze w; = w;4;. Kdyz ale ze slova w; vznikne po [
krocich opét w;, Gsek w;, w;41,...,w;—1 se bude i dale stale periodicky
opakovat. Tedy DOL systém vyprodukuje nekone¢né mnoho slov délky m,
coz je spor, nebot takovych slov ma byt ny —ny + 1.

P—1ll-4

¢atku nemusi byt vSechny lampy vypnuté. Stav lamp si budeme pama-
tovat v poli I, kde [[i] = true, pokud je i-t4 lampa zapnutd a I[i] = false,
jestlize je vypnuté. Reenim této tilohy budeme rozumét takovou pod-
mnozinu prepinact, Ze pokud je vSechny pfepneme, viechny lampy budou
zapnuté. Pokud N = 0, feSenim tlohy je zfejmé prazdna mnozina. Necht
tedy N > 0. Mohou nastat. dva piipady:

1. {[1] = false. )
Jestlize zadny interval neza¢ind lampou 1, tloha zjevné nemd feSeni.
V opa¢éném pripadé najdeme nejkrat$i interval, ktery zacind lampou 1
(necht jeho konec je b). Zménime vSechna [[i] z tohoto intervalu na opa¢né
a vSem intervalim, které zacinaji lampou 1, zménime zacitek na b +
+ 1 (intervaly, které se tim stanou prazdnymi, uz déle neuvazujeme).
Dostévame tak novou tlohu pro lampy 2,3, ..., N, kterd m4 feSeni pravé
tehdy, ma-li feSeni pivodni tGloha.

DUKAZ: Necht pozménéna tloha m4 feSeni R. Potom kdyZ prepneme
lampy z ptvodni tlohy prepinaci z R, budou svitit jen lampy s &isly
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vétSimi nez b. Necht R obsahuje k intervali, kterym jsme zacatek zménili
z 1 na b+ 1. Necht R’ vznikne z R tak, Ze témto intervalim zménime
zaCatek zp&t na 1. JestliZe je k liché, kazdou lampu z intervalu (1,b) jsme
oproti reSeni R prepnuli jeSté lichy poclet krat, tedy zlstane zapnuta.
V tomto pfipadé je tedy R’ feSenim nasi ptivodni Glohy. Pokud je k sudé,
lampy z intervalu (1,b) zistanou vypnuté a proto k R’ je tfeba jesté
pridat interval (1,b). Naopak, necht naSe piivodni Gloha mé feseni R.
Pocet intervalt z R, které obsahuji lampu 1, je jisté lichy. Kdyz viem
témto intervalim zménime zacatek na b+ 1 a vyhodime intervaly nulové
délky, dostaneme feSeni zménéné tlohy.

2. l[1] = true
Protoze lampa 1 uz sviti, neni tieba, aby se dala n&jakym piepinacem
prepnout. Jestlize neexistuje interval, ktery zac¢ina lampou 1, tloha mé
feSeni pravé tehdy, ma-li feSeni tiloha pro lampy 2,3,...,N a stejnou
mnozinu intervali. Pokud existuje interval, ktery za¢ina lampou 1, opét
z nich vezmeme nejkratsi, zménime zacatky intervald stejné jako v pred-
chozim pripadé, ale neménime hodnoty pole [. Takovato pozménénd tiloha
ma opét reSeni pravé tehdy, kdyz ma reSeni puvodni tloha.

DUKAZ je obdobny jako v p¥ipadé, kdy /[1] = true (uvédomte si v3ak,
ze pocet intervali, které obsahuji lampu 1, musi byt tentokrat samo-
ziejmé sudy). -

Nasim tkolem vSak neni nalézt feSeni, ale pouze zjistit, zda n&jaké
feSeni existuje. Je proto tfeba na za¢atku nastavit vSechny prvky pole [ na
false a podle uvedenych tivah postupovat od prvni lampy az do posledni,
pricemz modifikujeme pole [ a zacatky pfislusnych intervali. Dostavame
tak algoritmus s ¢asovou slozitosti O(N M) a pamétovou O(N + M).

P-1I-5

Je dtlezité uvédomit si, ze mizeme jit jen smérem na vychod nebo na
jih. Abychom se dostali z kfizovatky (1, 1) na kfizovatku (M, N), musime
prejit o M —1 ulic na jih a o N—1 ulic na vychod. Je jedno, v jakém poradi
stfidame sméry, pocet krizovatek, kterymi projdeme, je vidy M + N — 1.

- Pocet riiznych cest také spoitame jednoduse. Oznacme ali, j] pocet
riiznych cest z (1,1) do (Z,7). Pokud se kfizovatka (z,j) opravuje, po-
lozime a[i,j] = 0. Na libovolnou kfizovatku lezici na vychodozapadni
ulici ¢islo 1 (tj. na nejseverné&jsi ulici) se mizeme dostat nejvyse jednim -
zpusobem, a to tak, Ze pijdeme stale na vychod. Jestlize se vSak opravuje
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vozovka nékde mezi touto kfizovatkou a kfizovatkou (1,1), nemizeme se
tam dostat vibec. Totéz plati i pro severojizni ulici ¢islo 1.

UvaZujme nyni kiiZzovatku (¢, j), kde ¢,7 > 1 a tato kiizovatka se neo-
pravuje. Na tuto kiizovatku miZeme pfijit bud z kfizovatky (:—1, j), nebo
z kfizovatky (¢, j —1). Jestlize tedy zndme hodnoty a[i—1,j] a a[i,j — 1],
pak a[i, j] = a[i—1, j]+ali, j—1]. Na zdkladé& této Gvahy miZeme sestrojit
algoritmus, ktery bude postupné po Fadcich vyplhovat pole a. Nakonec
budeme mit v a[M, N] polet riznych cest z (1,1) do (M, N). Je-li tento
pocet roven 0, zadna takova cesta neexistuje.

Vzhledem k tomu, Ze musime vyplnit celou tabulku vehkostl M x
x N a pro vypocet hodnoty kazdého poli¢ka vykoname konstantni pocet
operaci, Casova slozitost algoritmu je O(MN).
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