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Korespondenéni seminai UV MO 1995/96

Ani v tomto ro¢niku matematické olympiddy se nepodarilo rozbéhnout
korespondenéni semina¥ UV MO zptisobem obvyklym v dfivéjréich letech.
Po roce 1990 bohuzel ubylo ¢asu i ochotnych spolupracovniki, a tak se
podafilo rozeslat jen dvé sedmice tloh, které uvadime déle.

Koresponden¢ni seminar by mél i nadale ziistat soucasti péce o ta-
lentované studenty a zejména pak pripravy téch nejlep$ich na mezina-
rodni matematickou olympiddu. Je to jedna z mala mozZnosti, jak nase
uspésné resitele zasobovat originalnimi a obtiznymi tlohami z materialt
jury MMO a z jinych narodnich olympiad, a zkvalitnit tak jejich indivi-
duélni pripravu.

Ulohy korespondenéniho seminaie

1.1 Pro libovolnd dvé nezaporna celé Cisla a, b a celé Cislo ¢ takové, ze
ab 2 c?, existuje pfirozené n a celd &isla x1, T2, ..., Tn, Y1, Y2, - - -, Yn tak,

ze plati
n n n

Yoai=a, Y yi=b Y mwi=c

Dokazte.

1.2 Oznaéme Ro mnozinu vSech nenulovych redlnych éisel. Zjistéte, zda
existuje funkce f: Rop — Rp, kterd soucasné spliiuje nasledujici tfi pod-
minky:

a) existuje kladné ¢islo M takové, ze —M < f(z) £ M pro kazdé z € Ro;
b) f(1)=1;

c¢) pro kazdé x # 0 plati

(o) = s+ (1)

1.3 V roviné je dén ostrouhly trojihelnik ABC. Zvolme na strané¢ BC
body A;, Az (A3 mezi A; a C), na strané AC body By, By (B2 mezi By
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a A) a na strané AB body C;, Cy (C2 mezi C; a B) tak, aby

|XAA 1 Az| = | X AA2A1| = |ABB1Ba| = |4 BB2B,| =

Piimky AA;, BB; a CC; ohranicuji jeden trojahelnik, pifimky AA,, BB,
a CCy ohrani¢uji druhy trojihelnik. Dokazte, Ze Sest vrcholi uvedenych
trojuhelniki lezi na jedné kruznici.

1.4 Necht k je kladné celé ¢islo. Dokazte, Ze existuje nekone¢né mnoho
druhych mocnin pfirozenych &sel, jez jsou tvaru 2*n — 7, kde n je pfiro-
zeneé.

1.5 Necht N oznacuje mnozinu vSech pfirozenych &isel. DokaZte, Ze exis-
tuje jediné funkce f: N — N takovd, ze

f(m+ f(n)) =n+ f(m+95)

19
pro viechna m a n z N. Jak4 je hodnota souétu >, f(k)?
k=1

1.6 Oznaéme G tézisté daného Ctyisténu A; A, AzAs a A, A, A, Al
prﬁsééiky poloptimek A;G, A;G, A3G a A4G s opsanou mu kulovou
plochou. Dokazte, ze

|GA1] - |GA2| - |GAs| - |GAs| S |GAy| - |GAg| - |GA| - |GAY

a

STt U g I SRS SIS LTI WA
IGAY| ~ IGA|  |IGA5]  |GAY| T IGAL|  |GAs|  |GAs|  |GA

1.7 Najdéte vSechna pfirozend &isla z a y takova, Ze x + y2 + 2% = zyz,
kde z je nejvétsi spolecny délitel cisel z a y.

2.1 Necht Z oznaéuje mnozinu viech celych &isel. Dokazte, Ze pro libo-
volna celd ¢isla A a B existuje celé ¢islo C, pro néz je prinik mnoZin
M; ={2?+ Az +B: 2 € Z} aM, = {222 + 22 + C: x € Z} prazdny.

2.2 Béhem kongresu, kterého se G€astni 12k védcti, se kazdy z G¢astniki
pozdravi pravé s 3k + 6 kolegy. P¥itom pro libovolné dva ze za¢astnénych
je pocet lidi, ktefi se pozdravili s ob&ma, tyz. Kolik lidi se za&astnilo
kongresu?
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2.3 DokazZte, Ze pro libovolné celé n = 3 a libovolna redlna cisla zq,

To,..., T, takova, Ze x; < ;4 pro 1 £ i < n— 1, plati
n(n — 1) — -
MU Sy > (Z(n - i)z (Z(j - mj).
i<j i=1 j=2

2.4 Necht a, b a ¢ jsou dana kladnéa realna c1sla Najdéte vSechna kladna
realnd Cisla x, y a z takova, Ze

r+y+z=a+b+c

4zyz — (a®z + b%y + c*z) = abe.

2.5 Necht p je liché prvoéislo. Uréete vSechna pfirozena ¢isla z a y, pro
néz ¢ < y, a pfitom &islo /2p — /T — /¥ je nezdporné a minimAlni.

2.6 Zjistéte, zda existuje posloupnost F(1), F((2), F(3), ... nezapornych
celych ¢isel, kterd soucasné spliiuje nasledujici tfi podmniinky:

a) v posloupnosti se vyskytuje kazdé z celych &isel 0, 1, 2, ... ;

b) kazdé kladné celé ¢islo se v posloupnosti vyskytuje nekoneénékrat;
c¢) pro kazdé n = 2 plati

F(E@'®)) = F(F(n)) + F(F(361)).

2.7 Je dan bod O uvnitf konvexniho ¢tyfuhelniku ABCD s obsahem S.
Dale predpokladejme, ze K, L, M a N jsou po radé vnitini body stran
AB, BC,CD a DA. Jestlize OKBL a OMDN jsou rovnobézniky, plati
pro obsahy S; a Sy Ctyithelniki AKON a OLCM nerovnost

V52 V5 + V5.

Dokazte.

Reseni tloh korespondenéniho seminare

1.1 Pokud tvrzeni tlohy plati pro &sla a, b a ¢, pak plati i pro &isla a, b
a —c. Miizeme tedy piedpokladat, %e ¢ Z 0. Protoze tvrzeni je symetrické
vzhledem k &slim a a b, miZeme dale pfedpokladat, ze a > b.

Protoze z nerovnosti ab = c? plyne —(a +b) 2 Vab 2 ¢, je zéroven
zfejmé, Ze musi byt a 2 c¢. Tvrzeni ilohy dokdzeme matematickou indukei
podle a + b. ‘
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Pokud a + b = 0, tvrzeni trividlné plati. Pfedpokladejme, zZe tvrzeni
plati pro vSechny trojice (a,b,c), v nichz a + b < m, a uvazujme trojici
(a,b,c), v niz a + b = m + 1. Pokud je nyni a 2 b 2 ¢, stai zvolit
n=a+b—cavektory x = (z1,%2,...,2Zn), ¥ = (y1,Y2,-- -, Un) tak, ze

x=(1,1,...,1,1,1,...,1,0,0,...,0),

—— ———— ——
a—c c b—c

y=(0,0,...,0,1,1,...,1,1,1,...,1).

M e N e i,
a—c c b—c

Necht nyni ¢ > b, coZ znamen4, Ze musi byt a > c. Pro trojici (a+b—
—2¢,b,c—b) plati (a +b—2c)b = ab+ b* — 2bc = ¢ + b% — 2bc = (c — b)?
a zéroven (a+b—2c)+b<a<a+b=m+1, takze podle indukéniho
predpokladu pro trojici (a + b — 2¢, b, ¢ — b) existuji hledané vektory x,
y a snadno nahlédneme, 7ze vektory x + y, y vyhovuji pro trojici (a, b, c).
Tim je tvrzeni Glohy dokézano.

1.2 Predpoklddejme, Ze takova omezena funkce existuje, a ozna¢me S =

= sup f(z). Ziejm& f(2) = f(1 + 1) = 2, tedy S 2 2. Z vlastnosti
z€ER

suprema plyne, Ze existuje zo € Ro, pro néz f(zo) 2 %S. Pro takové zg

pak je

oot g)=fe+s() 235+5(5). ®
$(o+ad) = 1(50) + flao 2
21(2) +55° 2 £(5) + 355 2)

1 7 1\2 72
n o < _ weqe . > 2
Z nerovnosti (2) tak plyne f(fvo) < 185’ ¢ili f(x ) 2 I S,
a podle (1) je

s25(0r fpo) 2 s(+ 5E) - s

To je spor, proto pozadovand funkce f neexistuje.

Jiné feSeni. Predpoklddejme, Ze takovd omezend funkce existuje,
a oznatme n nejmensi celé ¢islo takové, ze f(z) < ln pro kazdé x € Ry.
Protoze f(2) = 2, musi byt n 2 8.
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Zvolme z € Ry takové, 7e f(z) > 1(n —1). Potom

8 = sler 2)-rer<h 0 1(2)>-)

X

a zaroven

(7 <s@r=1(+1) 1) < {5

Posledni nerovnost je ekvivalentni s nerovnosti n? — 6n —7 < 0, kterd
je splnéna jen pro n € (—1,7), coz odporuje tomu, ze n 2 8. Hledana
funkce f tedy neexistuje. '

1.3 (Podle Michala Benese.) Oznaéme po fadé Ao, By, Co paty vySek
trojihelniku ABC a V' jeho ortocentrum. Dale oznaéme ¢ = |L A1 AAo|,
Ky, Ly, M; vrcholy trojahelniku vymezeného p¥imkami AA,, BBy, CCy
a Ky, Lo, My vrcholy trojuihelniku vymezeného pfimkami AA;, BB,
CC5 (obr. 30).

Z podobnosti trojihelniki
ACAyg ~ BCBy, ACA; ~ BCB;

plyne
|CB,| _|BC| _ sina 1)
|CAs| — |AC| — sinp’
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Navic pro thly trojihelniku K, Ly M; plati
IﬁBchll =7n-—- (|<IBCIK1| + |<IC1BK1|) —

= (n +7t a+)—a
=T D) "4 ) Y| =

Il

tj. I§M1K1L1| = o a analogicky |<):K1L1M1| = B, i4L1M1K1|
= 1, takZe ze sinové véty v trojihelniku B; K;C dostaneme |C K|

= |cBy | RIECBK | L odobng [CLy| = |y T30 Lal b,
sina sin 3

toze |ACB1K1| = |ICAzL,y|, je podle (1) |CK;| = |CLs|. Pro-
toze ortocentrum V' lezi na ose rovnoramenného trojuhelniku C;CyC),
je také |VK;| = |V Ly|. Cyklickou zaménou dostaneme dalsi rovnosti
|[VLi| = |V M| a|VM;| = |VKj,|. Ted si bud vSimneme toho, Ze p¥imky
AA,y, BBs, CCy jsou obrazem odpovidajicich primek AA;, BB;, CC,
v otoceni se stfedem V o thel 1 + 2¢p, takZe trojuhelnik KoL, M, je
v témZze otoleni obrazem trojthelniku KL M; a je |[VKi| = |VK,|,
a tudiz také

ll

[VKy|=|VLi| = |VMi| = |VKs| =|VLs| = |VM,|;

anebo si uveédomime, ze K;Ls || AB a M1Ly || BC, coz znamen4, Ze
| X CyLy Ky =t — 3, takZe body K1, L1, My a Ly lezi na kruZnici.

Jiné FesSeni. Ozna¢me V priisecik vysek trojihelniku ABC. Vyuzijeme
znadmou vlastnost ortocentra: obraz bodu V' v osové soumérnosti podle
libovolné strany trojihelniku ABC' lezi na kruZznici trojihelniku ABC
opsané. (Oznafme V' druhy prusecik vysky CV s kruznici k opsanou
trojahelniku ABC (obr.31). Protoze |IBAV| = |[IBCV| = in -
a zaroven |XBCV'| = |XBAV’|, jsou body V a V' soumérné sdru-
7ené podle osy AB.) To znamend, Ze kruznice opsané trojihelnikiim
ABV, BCV a CAV maji stejny polomér jako kruZnice opsand da-
nému trojihelniku ABC. Oznafme nyni postupné X, Y, Z vrcholy
trojihelniku vymezeného piimkami AA;, BB;, CC; (obr.32). Protoze
|<VBX| = |¥BoBB:| = |4CoCCy| = |XVCX]|, lezi bod X na
kruZnici opsané trojihelniku BCV. Podobné lezi bod Y na kruZnici
opsané trojuhelniku C AV a bod Z na kruznici opsané trojihelniku ABV .
Protoze kazdé z tétiv VX, VY, VZ piislusi v odpovidajici kruznici
stejné velky obvodovy thel |XCoCC| = |XAgAA;| = |XByBB|, je
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Obr. 31

[VX| =|VY| =|VZ| abod V je stfedem kruZnice opsané trojihelniku
XY Z. Analogicky plati, Ze bod V je stfedem kruZnice opsané trojthel-
niku vymezenému piimkami AAs, BBy, CCs. Tim je tvrzeni tlohy do-
kazano. :

1.4 (Podle Michala Benese.) Piedpokladejme, Ze n&jakou druhou moc-
ninu lze zapsat ve tvaru 2*n — 7, kde n je liché a k > 3. Nyni i &slo
(2¥=1 +1)%(2*n — 7) je druhou mocninou celého &isla a plati pro né

21+ 1)2@2*n -7 =(2-2*1+1)2n-7)=

—7-2% 4 2%n— 7= —7 (mod 25+1).

I

I

Odtud je vidét, ze &islo (2571 + 1)2(2Fn — 7) lze zapsat ve tvaru
2!m —7,kde !l € N, > k a m je liché pfirozené &islo. VSimnéme si,
7e 12 = 1-2% — 7. To znamen4, %e pozadovanou vlastnost maji i &isla
k € {1,2,3}, tj. pro kazdé k € N existuji ¢isla [,m € N, I 2 k, takova, Ze
2'm — 7 = 2F(2!=F¥m) — 7 je druh& mocnina ptirozeného &isla.

Pokud je ale m? tvaru 2¥n — 7, pak pro kazdé a € N je také

(2ka 4+ m)? = 2¥(2%a? + 2am) + m? =
=2F(2%a® + 2am +n) - 7.
Tedy ke kazdému kladnému celému &slu k existuje nekoneéné mnoho

&isel, jez jsou druhou mocninou pfirozeného &isla a jsou tvaru 2kn — 7
pro n prirozené. :
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Jiné feleni. (Podle Tomdse Bdrty.) Mame vlastné dokéazat, ze pro
kazdé prirozené k existuje nekonecné mnoho pfirozenych z, pro néz plati
—7 (mod 2¥). Sta¢i dokazat, Ze pro kazdé k existuje jedno takové
Tk, kongruence bude stejna pro celou zbytkovou t¥idu, tj. pokud y? = —
(mod 2*), pak zaroveti

(y+2Fn)? =42 +2-2%ny + 2% - 2%n? = 42 = —7 (mod 2*).

Ukazeme to matematickou indukeci.

Prok € {1,2,3} ¢islaz) = 23 =23 =1 SPIHUJI pozadavek tlohy.

Necht pro k 2 3 je 22 —2"n—7
a) Je-li n sudé, pak 22 = 2Fn — 7 = 251 . 1n — 7 takze staéi volit
Tr4+1 = Tk-

b) Je-li n liché, pak (zy, +2571)% = 22 + 2.2k~ 1g; +22(k=1) = 2kp _
— T+ 2kzy + 2F722% = 2F(n + 2 + 2F2) — 7. Jist& xx je liché, k = 3,
tedy n + zx + 282 je sudé a zx41 = zx + 251 spliuje pozadavek tlohy.
Tim je dikaz hotov.

1.5 Jestlize f je funkce, kterd spliiuje danou funkcionélni rovnici, a je
f(m) = f(n) pro néjakd m,n € N, je také

m+ f(1495) = f(1{rf(m)) =f(1+ f(n)) =n+ f(1+95),

takze m = n. Funkce f je tedy prosta.
Z dané rovnice dale pro libovolna m,n € N plyne

F(Fm) + f(n)) = n + F(f(m) +95) =
=n+m+ f(95+95) = £(95 + f(m + n)).

Protoze funkce f je prosté, dostavame odtud rovnost
f(m) + f(n) = f(m +n) +95
a specialné pro m = 1 a libovolné n pfirozené
f(n) + (1) = f(n +1) +95. (1)
Z této rovnosti plyne, Ze posloupnost hodnot f(1), f(2), f(3),... je
aritmetickd s diferenci a = f(1) — 95, takze f(n) = an + 95, pri¢emz

zfejmé a > 0 (jinak by f nebyla prostou funkci z N do N). Dosazenim do
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pivodni rovnice vyjde a? = 1, takZe dané funkcionélni rovnici vyhovuje
jediné funkce f(n) =n + 95, o ¢emz se snadno piesvédlime dosazenim.
Pozadovany soucet je

Zf(k)=w'+19-95:1995.

1.6 Stied koule opsané &tyrsténu A; A; Az A4 oznalme S a jeji polomér 7.
Protoze podle véty o mocnosti bodu pro 1 £ i < 4 plati |GA;| - |GAL| =
=r? — |GS|?, je prvni nerovnost ekvivalentni nerovnosti

VIGAL2 - |GAs? - |GAs|? - |GA4? £ 72 — |GS|%.

Ale podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primeérem je

VIGAL? - |GAL? - |GA |2 - [GAs? <
1
< 7(GALP +1GA | + |G A +|GA4) =17 - |GSI*.

’

Posledni rovnost (kterd fyzikéim jisté pfipomene Steinerovu vétu) do-

Yy

staneme z nasledujici vlastnosti t&zi§té G Ctyfsténu Ay A3 A3 Ays: pro pii-
slusné polohové vektory plati

56 = E(SAI + SA; + SA; + SA,).

Je tedy

4 4

D IGA? = ) |GS + SA* =

i=1 i=1

4 4
=4|GS*+ > |SA:* +265- ) SA; =

=1 =1
=4|GS|* + 4 + 8GS - SG =
=4r? — 4|GS|? = 4(r* - |GS|?).

Druhéa nerovnost tlohy je ekvivalentni nerovnosti

|GA1| + |GAz| + |GAs3| + |GA4| £

1 1 1 1 (1)
< (r* - |GSP? + + + :
< " = 1650 (fgy *+ foaa) * T * 16Au)
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Podle Cauchyo?y nerovnosti je

4 2 4
(Tioad 1) <43 l6af 166" - GsP)

=1 =1

a zaroven

(Z \/E:TMYSZ'GA'EWAI'

=1

Spojenim poslednich dvou nerovnosti dostavame (1).

1.7 Polozme y = bz (b € N). Rovnice pak ma tvar
z + b22% 4 23 = xb2?,

a proto je = délitelné dokonce &islem 22. Necht fedy r = az? (a € N).
Dostavame rovnici .
a+ b2 4 z = abz?,

kterou budeme feSit jako kvadratickou rovnici s neznamou b. Pro jeji
koreny vychazi
' az? £ va2z% — 4a — 42

b= 5 : (1)

Vidime, Ze pod odmocninou odec¢itdime od druhé mocniny celého &isla
¢islo faAdové mnohem mensi, coZ znamena, ze pro dostateéné velké z bude
vyraz pod odmocninou vzdy mezi dvéma po sobé jdoucimi druhymi moc-
ninami celych ¢isel, takze neziskdme celociselné reseni b. Ukazeme, Ze uz
pro z 2 3 plati

(az?)? > a%2* —4(a + 2) > (az? —1)%

Prvni nerovnost je ziejma. Druhd nerovnost je ekvivalentni kvadra-
tické nerovnosti 2az? — 4z — (4a + 1) > 0, ktera je splnéna pro viechna
2 2 z9, kde z5 je v&tsi z obou kofentd pfislusné kvadratické rovnice, pro
jejiz diskriminant D plati D = 16 +8a(4a+1) < 16a® + 8a - 5a = 5642 <
< 64a?. Pro kofen z, tak vychézi

4 VD
- Za=—+—<14+2=3.
4a 4q
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Z predchozich tvah vyplyva, Ze musi byt z < 2. Pro z = 2 je podle (1)

_4a++16a? — 4a -8
- 2

=2a++4a?2 —-a-2.

Ziejm& (2a)? > 4a® — a — 2 > (2a — 1)? pro kazdé a > 1. Muze byt tedy
jediné a = 1, b € {1, 3}, a tak dostavame prvni dvé feSeni.
Pro z = 1 dostaneme dosazenim do pivodni rovnice

z+y’ +1=uy,
neboli
-Nz=9y"+1=(y-1Dy+1)+2,

tedy ¢islo y — 1 déli &islo 2, neboli y € {2,3}. Tak dostdvame dalsi dvé
feSeni. Uloze vyhovuji trojice

(z,9,2) € {(4,2,2),(4,6,2),(5,2,1),(5,3,1) }.

2.1 Je-1li A liché, je jedno z €isel x, x+ A sudé, takZe mnoZina M; obsahuje
jen ¢isla tvaru z(z+ A) + B = B (mod 2), zatimco mnozina My obsahuje
¢isla 2z(x + 1)+ C = C (mod 2). Aby byl priinik My N M2 prazdny, staci
volit C = B + 1.

Je-li A sudé, obsahuje mnozina M; &isla tvaru

AN2 A? A?
(x+5) B—T—q+B——(mod4)
kde ¢ € {0,1} jsou jediné kvadratické zbytky modulo 4. MnoZina M,
naproti tomu obsahuje jen &isla kongruentni s C' (mod 4), takZe stali
volit C = B — %A2 + 2. Tim je tvrzeni Glohy dokézano.

2.2 Négjakého ,vyznacného“ védce pojmenujme A. Ostatni Gcastniky
kongresu rozdélime do mnoZin B a C podle toho, zda se s A pozdra-
vili, anebo ne. V mnoziné B je tedy 3k + 6 lidi, zatimco v mnoziné C je
zbyvajicich 9k — 7 védct. _
Podle zadéani jsou pocty lidi, se kterymi se libovolni dva ucastn1c1
pozdravili zaroven, rovny témuz ¢islu — ozna¢me ho n. Kazdy z Gi¢astniki
vyjma A se tedy musel pozdravit pravé s n Géastniky z mnoziny B. To
znamena, Ze se kazdy z Gcastnikd patficich do B pozdravil pravé s 3k+5—
—n kolegy z C. Dohromady si védci z B vyménili pravé (3k+6)(3k+5—n)
pozdravl: s védci z C. Protoze i kazdy z védct v C se pozdravil pravé
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s n kolegy v B, vyménili si védci z C pravé n(9k — 7) pozdravi s védci
z B. Pro celkovy poéet pozdravii mezi B a C tak dostdvame rovnici

3k +6)(3k + 5 —n) = n(9% — 7),

neboli
(3k +6)(3k + 5) =n(12k — 1).

Leva strana bude délitelna ¢islem 12k — 1, pravé kdyz timto ¢islem bude
délitelny vyraz

16(3k + 6)(3k + 5) = 144k + 528k + 480 =
= (12k — 1)® + 46(12k — 1) + 525,

tj. pravé kdyz 12k — 1| 525 = 3 - 7 - 25. ProtoZe 3 je s ¢islem 12k — 1
nesoudélné, musi 12k — 1 délit 175. Mnozina vSech déliteli ¢isla 175 je
{1,5,7,25,35,175} a z nich pouze 35 je tvaru 12k — 1.

Pokud se takovy kongres skute¢né sesel, muselo se jej icastnit 36 véd-
cli. Zbyva ukézat, Ze takova skupina skute¢né mize existovat. Uspora-
dejme 36 osob do Ctverce 6 x 6 a rozdélme je jeSté na Sestice rozlisené
pismeny A, B, C, D, E, F podle nésledujici tabulky:

ABCDEF,
FABCDE
EFABCD
DEFABC
CDEFAB
BCDETFA

Podminkam tlohy bude vyhovovat, jestlize se pozdravi pravé vsichni sto-
jici v témze sloupci, vSichni stojici v téZe fadce a vSichni oznadeni stejnym
pismenem.

2.3 Oznaéme (1£i<n-—1)

Yi = E T; a z= (g)yi—(n-i)y,
j=i+1
kde

n

n—1
y=Y vi=y (j-aj
i=1

=2
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Rozdil levé a pravé strany dokazované nerovnosti pak mizeme vyjadrit
jako

(’;) Y wiz; - (ni(n - i)zi> <i(j = 1)xj) =

i<j i=1 =3
n n—1 n n—1
=(5) 2 2w - Y=
i=1 j=i+1 i=1
'n n—1 n—1 n—1
~(5) T o= o= s
1=1 =1 =1
n—1
Je tedy potieba ukazat, ze Y z;z; > 0.
=1 .
n—1 ;—1 n—1
Protoze Y (n—1i) = Y i = (3),je . 2z = 0. Pfitom 2z, =
i=1 =1 =1

= (Z)yn-—l —Yy= (g)xn - 2:2(] = 1)]"3' > (;)-Tn - 22(.7 - l)xn =0, takze
j= j=
mezi Cisly z; musi byt i zdpornd. Déle pro 1 £ 7 < n — 2 mame

Zi+1 _ % ': n Yit1 _[(n Yi _
n—(i+1) n-—1 2)n—(i+1) 2)n—i

_ (’I’L) ($i+2+...+xn _.’I)i+1+...+l’n) _

2 n—1—1 n—1
n\ Tiga+...+Tp —(n—=17— 1)z
= - - > 0,
2 (n—i—-1)(n—1)
takze 5 5 :
1 2 n—2
ses < Zp-—1-
el el g Al

Existuje tedy index k, 1 < k < n — 1, takovy, Ze z; < 0 pro 1 £ i <k,
zr$0az >0prok<i<n-—1. Jetudiz xz;2; > xk2; pro kazdé i # k,

takze
n—1 n—1
E TiZi > Tk E z; =0,
=1 =1

coz jsme potfebovali dokazat.

2.4 Necht z, y, z'jsou kladna reélnd ¢isla. Druhou rovnici mizeme zapsat

ve tvaru 7
a b2 2 abe

yz 2x  TY TYZ
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: : . a b c
Polozime-li 21 = — > 0, y; = T > 0, 23 = — > 0, dostaneme

Vyz Vzz vy

symetrickou rovnici ‘
4=a+yi +2 +apa,

ze které plyne, Ze kazdé z kladnych &isel x1, y1, 21 je mensi nez 2. Tato
rovnice jako kvadratick4 vzhledem k z; m4 diskriminant D = (4 — z%) x
X (4—y}), ktery vybizi k substituci ; = 2sinu, 0 < u < im,y; = 2sinv,
0<v< %n. To ndm umoznuje predchozi rovnici zapsat jako

4 = 4sin® u 4 4sin® v 4 22 + 4sinusinv - 2,
neboli

(21 + 2sinusinv)? = 4(1 — sin® u)(1 — sinv),
|21 + 2sinusinv| = |2 cos u cos v).

Protoze sinwu, sinwv, cosu, cosv a z; jsou vesmeés kladné ¢isla, miZeme
odstranit absolutni hodnoty a ziskat tak vyjadreni

z1 = 2(cosu cosv — sinusinv).
Nyni mazeme vyjadrit ¢isla a, b, ¢ jako
a=2sinu-\/yz, b=2sinv-/zz,
c:2(cosucosv—sinusinv)\/;—,
takZe z dané rovnice x +y + z = a + b + ¢ dostavame
x+y-2cosucosv-\/5§+
+z+2sinusinv-\/x_y—2sinﬁ- yz — 2sinv - \/zx =0,
neboli
x cos® v + y cos® u — 2 cosu cos v\/Ty +
+z'+xsin2v+ysin2u+23inusinv~\/x——
— 2sinu - \/yz — 2sinv - \/zz =
= (vzcosv — /ycosu)® + (y/zsinv + y/ysinu — vz) =o.
Odtud vychéazi
\/_=\/Esinv+ ysinuz\/:—c_yé+\/§%=
10 1l a
= §W+§W,
neboli z = (a + b). Podobné y = 1(c+a) az = (b + c). Trojice

(z,y,2) = (3(b+¢),2(c+a),3(a+1b)) skutetnd dané soustavé rovnic
vyhovuje. Lze se o tom presvédéit dosazenim a rutinnim vypocétem.
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2.5 Polozme

w= VI - Va- Vi
v= (VI = /o~ Vi) (VI + Vo + Vi) =20 -3 -y - 2/ap.

Je jasné, Zze u 2 0, pravé kdyz v 2 0, a protoze

v=u(2 ‘2p.—u) =2 — (\/2_1)—“)2,

nabyvaji oba vyrazy nejmensi kladnou hodnotu pro stejnd prirozena
¢isla  a y. Navic nemize byt u = 0 (a tedy ani v = 0) pro zadna
dvé& pfirozen4 {isla z a y, nebot jinak bychom z rovnosti /y = v/2p— /=
umocnénim dostali y = 2p + z — 2+/2pzx, coz znamena, Ze 2pz je druhou
mocninou prirozeného &isla, a protoZze p je liché prvoéislo, musi byt x
délitelné 2p, tedy = 2 2p, coZz predpoklddané rovnosti odporuje.

Necht tedy pro n&jaka dvé pfirozend éisla z, y; r S y,jev=2p—1 —
—y—2y/zy > 0, neboli 2,/zy < 2p— 1z —y. Oznalme z nejmensi pfirozené
Cislo vétsi nez 2\/zy (tedy z = |2y/zy| + 1). Pro takové z zfejmé& bude

platit
2/zy<z<2p—z—1y.
ProtoZe zéroveir u > 0, tedy /= + y < v/2p, je také

2/zy < o+ \y < /2,
2y/zy <z < p.

Navic je 22 > 4zy, neboli 4zy < 22 — 1. Celkem tedy plati

1
v—(?p—x—y)—zx/x_y;z—\/ = +\/__

1
> —_ = — 2 1
= p p .
p+vp? -1
Rovnost zfejmé nastane, pravé kdyz bude z=p,z=2p—zT—y
a dxy = 22 — 1, tedy pravé kdyz
p—1 p+1

r = ) a y=——2—-

Jiné feseni. (Podle Tamdse Vargy, Slovensko.) DokaZeme, Ze feSenim
je vzdy dvojice ((p— 1), 2(p + 1)). K tomu sta&i ukézat, Ze pro libovol-
nou jinou dvojici ¢isel je vyraz D = 1/2p — /T — \/y v&t3i. To dokaZeme
sporem.
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Predpokladejme, Ze existuje dvojice pFirozenych ¢&isel (z,y) takova, ze

N RV Y Py Ay LR

2z +y+2yTy>p+p:—1,
p-z-y22/zy>p+V/pP-l-z-y

Ziejmé je p+/p? —1>2p—1> 0 a zdroveh 2p — z —y = 2y/zy > 0,
takZze 2p—1—z —y 2 0. Dal$im umocnénim dostaneme po jednoduchych
apravach nerovnost

Pplet+y-p S @-y’ <20p+VPP-1)(z+y-p +1.
Polozime-li ¢ = = + y — p, je z predchozich nerovnosti jasné, ze ¢ < p
azdroveh =z +y—p>2p—1—-2y/zy22p—1—2 —y 20, takZe ¢
je prirozené ¢islo. Dosazenim dostavame

dpgq < (x-9y)?< 2(p+ Vp?— 1)q+1 <4pg+1,

odkud plyne 4pg = (z — y)2. To vSak neni moZné, protoze p je liché
prvodislo a ¢ < p. :

2.6 Zavedme posloupnost F (1), F(2),... tak, Zze F(n) udava polet prvo-
¢isel (i s jejich nasobnosti), ktera déli n. Je-li tedy

k
Si
n=[I»,
=1

kde p1,...,pr jsou riznd prvocisla a s, ..., Sk nezdporna celd ¢isla, je

k
= E Si.
i=1

Podminka a) je splnéna, protoze pro kazdé nezéporné celé k je
F(2F) = k. Je splnéna i podminka b), protoze k = F( k) pro kazdé
prvocislo p. Rovnost

F(F(n'®®)) = F(F(n)) + F(F(361))
z podminky c) plati, protoze pro n = 2 je
F(F(n'%)) = F(163F(n)) = 1+ F(F(n)) =
= F(F(n)) + F(2) = F(F(n)) + F(F(361)),
nebot 163 je prvoéislo a 361 = 192. Uveden4 posloupnost tedy spliiuje
vSechny podminky tlohy.
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2.7 Jestlize bod O lezi na uhlopfi¢ce AC, jsou &tyfuhelniky ABCD,
AKON a OLCM podobné. V tomto pripadé plati rovnost \/_5 =S +
+1/Ss, nebot S; : S = |AO|? : |AC|* a S5 : S = |OC|? : |AC|2.

Pokud bod O na tuhlopfiéce AC neleZi, miZzeme piedpokladat, Ze
lezi naptiklad v trojihelniku ACD. Vedme bodem O libovolnou p¥imku
a ozna¢me po fadé X, Y jeji priseciky s pfimkami AD, CD a W, Z
priseciky s pfimkami AB, BC (obr.33). Prochazi-li zminénd pifimka

jow|  |0Z]|

vrcholem A, je W = X = A a pfitom TO—_X_[ =.1 W > 1. Bude-li

Obr. 33

naopak piimka prochazet vrcholem C, bude ¥ = Z = C a my do-
|oOW| |0Z]
> 1, ——
|0X]| |OY|
stfedu O, najdeme mezi obéma témito polohami takovou, v niz plati
[owW|  |0Z]
|OX| |0Y|
fadé Ty, Ty, P, P, a Q;, Q2 obsahy rovnobézniki K BLO, NOMD,
trojuhelnikit WKO, OLZ a XON, OY M.
Z podobnosti trojahelniki WBZ, WKO a OLZ plyne, ze

wo| . |oz
VP + /P, = P1+VT1+P2(:WZ{+ﬁ)=

=\/P1 +T1+P2,

neboli 71 = 2/ P, P;. Podobné dostaneme, ze T> = 2v/Q1Q2. Z rovnosti

staneme

= 1. Otac¢ime-li tedy touto pfimkou kolem

> 1. V této poloze pfimku zafixujeme a oznacime po
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|jow| _ |0X] P |OW]? _|OXP? @
|0z| — |0Y]| P, |0Z]2  |OY[?

Q1 = kP, a Q3 = kP, pro vhodné k, takze mtizeme psat

Ty + Ty = 2¢/PP + 2/Q1Q2 = 2/ P P2(1 + k) =
=21 +k)P(1+k)P=2/(Pi + Q1) (P2 + Q2) 2
z SIS2)

coz je ekvivalentni nerovnosti
S=5+85+Ti+T: 2 (VS +VS)".

Tim je tvrzeni tlohy dokazéano.

navic plyne, ze — = Q_ Je tedy
2
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