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Pripravna soustredéni pred 37. MMO

V pribéhu 45. ro¢niku byla usporfddina dvé vybérova soustfedéni pro
piipravu na mezindrodni matematickou olympiddu. Prvni soustiedéni,
které se konalo v dobfe znamém internatu pfi gymnéaziu v Jevicku od 24.
do 29. bfezna 1996, bylo zaméfeno na pfipravu téch Gsp&Snych feSitelti
II. kola kategorie A, ktefi se dle dosavadnich vysledki jevili jako perspek-
tivni reprezentanti nejen v tomto, ale i v pfistim roce (proto pfi vybéru
byla ddna pfednost mlad$im roéniktim). Z 12 pozvanych studentt se bo-
huzel tfi omluvili.

Soustfedéni bylo zaméfeno na feSeni obtiznych tloh v omezeném case
(v soutéznich podminkéch). Po odpoledni relaxaci byl proveden detailni
rozbor oprayenych feeni. Usp&$nost jednotlivych studentt ukazuje na-
sledujici tabulka: '

Toméas Brauner 3B G Smetanova 168, Moravsky Krumlov 14,5
Jana Flaskova 3 Svobodna chebska skola, Cheb 15,5
Jir{ Franta 4 G Komenského 402, Piibram 16
David Opéla 4C GMK 17. listopadu 526, Bilovec 41,5
Zbynék Pawlas 4C GMK 17. listopadu 526, Bilovec 20,5
Jan Spévak 3A G Hellichova, Praha 1 - 15,5
Oldrich Strazovsky 3A G TY. kpt. Jarose 14, Brno 11
Jan Stola 3D G Zborovska 45, Praha 5 28
Petr Vodstréil 4A G nabt. Svobody 306, Policka 27,5

Jednotlivé seminare vedli a Glohy pfipravili:
dr. Karel Hordk (25.3.),

doc. Jaromir Simsa (26. a 28.3.),

dr. Miroslav Englis (27.3.),

dr. Jaroslav Svréek (29.3.).

Druhé soustiedéni bylo uz urfeno pouze vybranym reprezentantiim
Ceské republiky na 37. MMO v Bombaji vEetné nahradnika a konalo se
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opét v Jevicku od 9. do 14. Cervna 1996. Vysledky jednotlivych studentt
ukazuje nasledujici tabulka:

Tomas Barta 4D G Zborovska 45, Praha 5 93
Michal Benes 4D G Zborovska 45, Praha 5 100
Daniel Kral 4 G Lesni ¢tvrt 1364, Zlin 89
David Opéla 4C GMK 17. listopadu 526, Bilovec 100
Jan Spévak 3A G Hellichova, Praha 1 76
Robert Spalek 4A G ti. kpt. Jarose 14, Brno 88

Jan Vybiral 3C GMK 17. listopadu 526, Bilovec 81

Jednotlivé seminare vedli a lohy pfipravili:

dr. Karel Horak (10.6.),

dr. Jaroslav Suréek (11.6. a 12.6.),

Michal Kubeéek (student MFF UK, 13.6. a 14.6.).

Ulohy zadané na piipravnych soustiedénich

1. Je dan trojahelnik ABC, pro jehoz téznice AM a BN plati, Ze
|XMAC| = | NBC| = 30°. Dokazte, ze trojihelnik ABC je rovno-
stranny.

2. Zékladnou pravidelného jehlanu je mnohothelnik s lichym poétem
stran. DokéZete hrandm daného jehlanu (kazdé hrané jeden) pfifadit
orientaci tak, aby soucet odpovidajicich vektort o velikosti délek hran
byl nulovy?

3. Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC. Body P, @ a R maji tu vlastnost,
Ze paty kolmic z nich spusténych na strany trojihelniku ABC lezi vesmés
uvnitt téchto stran. Dokazte, Ze obsah trojahelniku PQR neni v&tsi nez
obsah trojahelniku ABC'.

4. Je dan ctverec rozdéleny ¢tvercovou siti na ¢tverecky 1x1. V uvedeném
¢tverci je dano nékolik obdélniku, jejichz kazda strana leZi v pfimkéach
dané sité (uvnitf nebo na hranici daného &tverce). MiiZe se stét, ze kazdou
stranou jednotkového ¢tverce dané Ctvercové sité prochézi lichy podet
stran danych obdélnika?

5. Je dan ¢tyrahelnik ABC D, ve kterém plati |AB| = |AD| a |XABC| =
= |XADC| = 90°. Na strandch BC a CD jsou dany body F, resp. E
tak, ze DF LLAE. Dokazte, ze je AF L BE.
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6. Je dan Ctyistén, jehoz télesové vysky se protinaji v jednom bods.
Dokazte, ze tento prusefik vysek, pata jedné z vysek a t¥i body délici
zbyvajici tii vysky v poméru 2 : 1 od vrcholu leZi na jedné kulové plose.

7. Uvazujme konvexni mnohouhelnik, ktery ma vSechny vnitini hly
shodné. Potom alesponi pro dvé jeho strany plati, Ze jejich délka neni
vétsi nez délky sousednich stran. DokaZte.

8. Osa tthlu BAC protne stranu BC trojihelniku ABC v bodé K.
Piimka jdouci bodem K rovnobéZné se stranou AC protne t&Znici z vr-
cholu A v bodé L. Dokazte, 7e AK 1 CL.

9. Dokazte, Ze v kazdé spole¢nosti S triceti lidi se najdou dva lidé, kteri
maji v S-sudy poclet (vSech) spoleénych znamych. (Vztah ,byt znamy
je symetricky, mezi suda ¢isla pat¥i i nula.).

10. Necht S(n) = 1! + 22 + ... + n™. DokaZte, Ze nerovnost

LS Y. I 1.7
n® "~ Sn)  Snh+1) 7 Sh+k)

plati pro libovolna celd ¢islan > 1 a k = 0. (MizZete bez dokazovani vyu-
zit poznatek, Ze posloupnost &isel (1 + ;11-)", kden =1,2,..., je rostouci.)

11. Z malé Fermatovy véty plyne, Ze pro kazdé prvocislo p > 3 je rozdil
3p~1 —27~1 dglitelny &islem p. Dokaite, Ze &islo n déli rozdil 3»~1 —2n~1
i pro nekone¢né mnoho slozenych ¢isel n.

12. Do kruZnice se stfedem O a polomérem 1 je vepsan trojahelnik ABC.
Oznalme ry, ro, r3 vzdalenosti bodu O od pfimek AB, BC C A. Zjistéte,
Jake nejvétsi hodnoty mize nabyt soudin ryrars.

. 10
13. Dokazte, Ze na kruznici se stiedem v pocatku a polomérem 10°
lezi asponr 10'° bodi s celo¢iselnymi soufadnicemi.

14. Dokazte, ze existuje takové redlné ¢islo A, pro néz lze do grafu funkce
y = Asinz vepsat alesponi 1988 navzajem neshodnych ¢tverci. (Vepsany
Ctverec je takovy, jehoZ vSechny vrcholy lezi na grafu.)

15. V roving je dan rovnostranny trojihelnik ABC. Zjistéte, ve kterych
bodech X dosahuje funkce

f(X)=|XA|+|XB| - |XC|
svého minima.
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16. Dokazte, ze kazdé celé nezaporné ¢islo 1ze jedinym zptisobem vyjadrit

ve tvaru
(z+y)?+3z+y

2 )

kde z, y jsou celd nezaporna &isla.

17. DokaZte, ze ¢isla 1996™ a 1996™ + 2™ (n = 1) zadinaji vzdy stejnym
dvojéislim. ' \ \
18. Je din mnohotlen P(z) s celo¢iselnymi koeficienty. Dokazte, Ze pro

74dn4 navzdjem rizna celd Cisla a, b, c nemize soucasné platit P(a) = b,
P(b)=ca P(c) =a. ‘

19. V roviné je dano n bodi A; (1 £ i £ n), z nichz Zadné tii nelezi na
jedné primce. Vybarveno je n rtznych tsec¢ek A;A;, jez jsou oznaceny uy,
U2, ..., Up. PFitom pro libovolné dva indexy ¢ # j plati: Gsecka A;A; je
vybarvena, pravé kdyz Gsetky u; a u; maji spoleény krajni bod. Dokazte,
ze z kazdého bodu A; vychazeji pravé dvé obarvené tsecky.
20. Necht F(z) = 2% + x + 1. Dokaite, 7e soucin F(1)F(2) -...- F(n)
neni celym nasobkem ¢isla F'(n + 1) pro nekoneéné mnoho pfirozenych
Cisel n. ‘
21. Pro libovolna nezaporna realna ¢isla a, b, ¢ dokazte nerovnost

a* + b* + ¢ + a’be + bPac+ c*ab 2 2(a’b? + a®c? + b2 ).
22. Do kruznice se stfedem O je vepsan tétivovy Ctyfthelnik ABCD
tak, ze prusecik M jeho thlopri¢ek.s bodem O nesplyva. Pfimka vedena
bodem M kolmo k tsecce OM protind tsecku AB v bodé P a tsecku
CD v bodé Q. Dokazte, ze tsecky AB a CD jsou shodné, pravé kdyz
jsou shodné tsecky BP a CQ.
23. Dva rovnostranné trojiahelniky ABC a A'B'C' maji spolecny stred
stran BC' a B'C’. Urcete pomér |AA’| : |BB'|.
24. Jsou dana reédlnd &isla a, b, ¢ (a? +b% +c? # 0). Uréete viechny funkce
f: R — R takové, ze pro libovolnou trojici redlnych &isel z, y, z plati

af(zy + 2%) + bf(yz + 2) + cf (zz + y?) = 0.

25. Z pravidelného desetitthelniku ABCDEFGHIJ o strané délky 1 je
primkou p oddélen trojuhelnik APQ tak, ze plati |PA|+|AQ| = 1. Urcete
soucet velikosti thld, pod kterymi vidime tsecku PQ z bodu B, C, D,
E, F,G,H, Ial.
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26. Necht Q(x) = 2% +192% +962 +a, kde a je pfirozené &islo, a p je dané
prvoéislo. Dokazte, Ze mezi pfirozenymi ¢isly Q(0),Q(1),...,Q(p — 1)
existuji nejvyse t¥i, kterd jsou délitelna p. :

27. V roviné jsou dany tii rizné body A, B a C. Bodem C' prochazi
primka ¢ tak, Ze sou€in vzdalenosti bodi A a B od primky ¢ je co nej-
vétsi. Rozhodnéte, zda je primka g pro libovolnou trojici bodi A, B a C
jednozna¢né urcena. Provedte konstrukei pfimky g.

28. Dokazte, ze aritmeticky pramér ¢isel nsinn® (n =2,4,6,...,180) je
cotg 1°. '

29. Pro kazdou neprazdnou mnozinu S reélnych &isel oznaéme o (S) sou-
Cet jejich prvki. Pro danou mnozinu A obsahujici n kladnych ¢isel uva-
zujme vSechny mozné sou¢ty o(S), kde S probiha neprazdné podmnoZiny
mnoziny A. Dokazte, Ze tyto soucty mohou byt rozdéleny do n tiid tak,
ze v kazdé z nich je podil nejvétsiho a nejmensiho souctu nejvyse 2.

30. Je dan trojuhelnik ABC. DokaZte, Ze (v roviné trojihelniku ABC)
existuje pfimka ¢, pro niz ma prunik vnittku trojihelniku ABC a vnitrku
jeho obrazu A’B’'C’ v osové soumérnosti podle piimky £ obsah rovny
asponi 2/3 obsahu daného trojahelniku ABC.

31. Koneénou posloupnost (z1, 2, ..., Z,) o n prvcich, jejimiz ¢leny jsou
jen 0 nebo 1, nazveme bindrni posloupnost délky n. Oznacme a,, pocet
bindrnich posloupnosti délky n, jez neobsahuji trojici za sebou jdoucich
¢isel 0, 1, 0, a b, ozna¢me pocet binarnich posloupnosti délky n, jez ne-
obsahuji ¢tvefici za sebou jdoucich ¢isel 0, 0, 1, 1 nebo 1, 1, 0, 0. Dokazte,
ze bn+1 = 2a, pro vSechna piirozend n.

32. Je dan trojuhelnik ABC, uvniti kterého existuje takovy bod P, Ze
|XPAB| = 10°, |XPBA| = 20°, |XPCA| = 30° a |[XPAC| = 40°.
Dokazte, ze trojihelnik ABC je rovnoramenny.

33. Zjistéte, zda existuje podmnozina X mnoziny piirozenych ¢isel tako-
va, ze pro kazdé celé Cislo n mé rovnice a + 2b = n pravé jedno TeSeni
a,be X

34. Necht z, y, z jsou kladna ¢isla vyhovujici podminkam

1
§§azy+yz+z;v§3.

Urcete, jakych hodnot nabyva vyraz a) zyz, b) x +y + 2.
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35. Necht ABCD je tétivovy Ctyithelnik. Stfedy kruznic vepsanych troj-
thelnikim ABC, BCD,CDA, DAB jsou vrcholy pravothelniku. Dokaz-
te.

36. Dokazte, Ze rovnice
% = y3 + 23
m4 nekoneéné mnoho feSeni v oboru pfirozenych &isel.

37. V roviné jsou dany tii kruznice, které se navzajem vné dotykaji.
Primky, které prochazeji vzdy dvéma stfedy uvazovanych kruznic, proti-
_naji tyto kruznice v bodech Ay, Az, A3, By, By, B3 (obr 34). Dokazte,
ze pro libovolny bod X roviny plati

|A1 X2 + A2 X|? + |A3X|? = |B1 X|? + |Bo X |2 + | Bs X |2

B,

Al A2

" B3

As

Obr. 34

38. Jestlize nezaporns &isla a, b, ¢, p, q, r spliuji podminky

1
atb+c=p+q+r, p,q,r~§

dokazte, ze plati 8abc < pa + gb+ rc, a rozhodnéte, kdy nastane rovnost.

39. Dokazte, Ze existuje trojihelnik o stranach a, b, ¢, pravé kdyZ plati
pa’ + qb® > pgc?,
kde p, ¢ jsou libovolna realné cisla takova, ze p +q = 1.

131



40. KruZnice k; a ks maji vn&jsi dotyk v bod& T a obé se zevniti doty-
kaji t¥eti kruznice k. Jedna ze spolednych vnéjsich tecen kruznic k; a ko
protina kruznici k v bodech B a C. Jejich spole¢nd te¢na prochazejici
bodem T protind v poloroviné BCT kruZnici k v bodé A. Dokazte, Ze

bod T je stiedem kruZnice vepsané trojihelniku-ABC.

41. Urcete vSechna FeSeni soustavy rovnic

afL':Iy—'Zl'*'y,
ay = |z —z| + z,

az =z —y| +z,

kde a je redlny parametr.

42. Dokazte, Ze soulet velikosti Sesti thlii, pod kterymi jsou vidét jednot-
livé hrany daného étyfsténu z jeho libovolného vnitfniho bodu, je vétsi
nez 540°.

43. Dokazte, Ze ke kazdé dvojici pfirozenych &isel n, k existuje R(n, k)
tak, Ze mame-li Gplny graf stupné R(n, k) obarveny k barvami, lze v ném
najit Gplny jednobarevny podgraf stupné n.

44. Mnozina M v roviné ma tu vlastnost, Ze kazdé jeji tfi body lze pokryt
(uzavienym) kruhem o priméru 1. DokaZte, Ze celou M lze pokryt kruhem
o priméru 1.

45. Sestrojte trojuhelnik, jsou-li dany délky jeho téznic.

46. Naleznéte TFeSeni soustavy rovnic

ax +by =-7,
ax® +by* =7,
az® + by® = 37,
az* + by* = 83.

47. Dokazte, ze pro nekone¢né mnoho riznych n je soucet

Sk
k=1

sloZzené ¢islo.
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48. Dokaite, ze &islo [(v2 + 1)"] je sudé, pravé kdyz n je liché ([z]
oznacuje celou ¢ast ¢isla z).
49. Méjme konecny systém &7 kone¢nych mnozin. Dokazte, Ze nasledujici
podminky jsou ekvivalentni:
(i) existuje prostd funkce f: & — |J &
(i) pro kazdy podsystém & C o plati | 8| < | B|.

50. Zjistéte, jaké nejvétsi hodnoty miize nabyvat vyraz

sina + sin 8 + sin vy
tg(3a) +tg(38) + tg(37)’

jsou-li a, B, v thly v trojihelniku.

51. Naleznéte neprohravajici strategii pro nésledujici variantu piskvorek:
vyhrava pét znacek v fadé nebo sloupci (ne na diagonéle).
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