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2. Ceskoslovenské stretnuti

ZILINA, 2.-5. JONA 1996

Po minuloroénej premiére v Jevicku v Ceskej republike sa v tomto roéniku
MO konala medzi$tatna sutaz medzi druzstvami mladych matematikov
po prvykrat na Slovensku. Celé stretnutie prebiehalo v priestoroch SOU
chemického v Ziline. Organizéciu zabezpecoval doc. RNDr. Vojtech Bd-
lint, CSc., z VSDS v Ziline.

Ulohou tejto stitaze nie je len porovnanie sil zGi¢astnenych druzstiev,
pripadne priprava na MMO, jej cielom, je najmi spoznanie sa najlep-
_Sich riesitelov olympiad z dvoch tradiciami spriaznenych krajin. Nakolko
medzi sGtaZziacimi nie je ziadna jazykova bariéra, cela orga,hizécia po-
dujatia je oproti inym medzinidrodnym sataZiam zna¢ne zjednoduSena.
Preto nie je potrebné prekladat zadania ¢i rieSenia do inych jazykov.
Po rozdeleni byvalého spoloéného §t4atu Cechov a Slovakov sa mnoho kon-
taktov prerusilo. Mo6ze nés tesit, Ze matematick olympiddu tento vyvoj
nepostihol a okrem spolo¢nych tloh a spoluprace pri zabezpefovani MO
pretrvavaji kontakty nielen medzi vedeniami olympiad (predovSetkym
Ulohové komisia MO), ale aj medzi rieSitelmi.

Por. | Meno Roénik, skola body |Sucet

1.-2. | Michal Bene$ 4 G Zborovska, Praha TATTTT | 39
Ivan Cimrak 4 G V. Okruzn4, Zilina |[747777| 39

3.-5. | Miroslav Dudik |3 G Trebigov 747777 | 38
Vladimir Marko | 3 GJH, Bratislava 377776 | 38

David Opéla 4 GMK, Bilovec 557777 | 38

6. | Tom4s Barta 4 G Zborovska, Praha 747747 | 36
7. | Daniel Kral 4 G Zlin 747737 | 35
8.-10. | Eugen Kovac 4 G Stropkov 757717 | 34
Tamas Varga 4 G Komaérno mad. TATT27 | 34
Robert Spalek |4 G tf. Kpt. JaroSe, Brno [676717 | 34

11. | Jan Spévak 3 G Hellichova, Praha 707717 29
12. |Viera Ruzitkova |2 G V. Okruzn4, Zilina 427026 | 21
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Opravovanie rieSeni vzdy zabezpeCuje doméaca strana a na koordi-
nécii hodnotenia sa podielaji veduci jednotlivych druzstiev. Tento rok
nimi boli doc. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., a Richard Kolldr zo Sloven-
ska a doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc., z Ceskej republiky. Potesujicou
skuto¢nostou moze byt, ze Ulohova komisia MO sa venuje aj tejto sitazi,
a tak boli vSetky predlozené tlohy povodné. Boli to najmi alohy, ktorych
naro¢nost, alebo tematické zameranie prekracuje moznosti kategérie A.
Zoznam sutfaziacich aj s vysledkami sttfaze je v tabulke. Rovnako ako
v minulom roéniku lepsie obstal tim Ceskej republiky. Budici ro¢nik
stfaze sa uskutoéni v Ceskej republike.

Texty soutéZnich tloh

1. Necht 7* oznacuje mnozinu vSech celych ¢isel riaznych od nuly. Do-
kazte, Ze celé Cislo p > 3 je prvodislo, pravé kdyz pro kazdou dvojici ¢isel
a,b € 7* pravé jedno z Cisel

-1 1
N1=a+b—6ab+pT, N2=a+b+6ab+1~?—;g—
lezi v mnozing Z*. (J. Simsa)

2. Na neprdzdné mnoziné M je dana operace x, ktera kazdé usporadané
dvojici prvki (a,b) € M x M pfifadi néjaky prvek ¢ € M, ktery oznalu-
jeme ¢ = a x b. Uvazujme operace * s vlastnosti, ze vztahy

(axb)xb=a a ax(axb)=»b

plati pro libovolné prvky a,b € M.
a) Dokazte, ze kazda takovato operace je komutativni, tj. pro vSechna
a,b € M plati rovnost a xb = b * a.
b) Na kterych koneénych mnozindch M takovato operace existuje?
(J. Simsa, T. Werner)

3. Pravidelny ¢tyfboky jehlan méa délku hrany podstavy 2a a délku boé¢ni
hrany a+/17. Uvnit¥ jehlanu je zvolen bod M. Uvazujme pét jehlani
podobnych danému, které maji hlavni vrchol v bodé M a jejichz podstavy
lezi v rovinach stén daného jehlanu. Dokazte, Ze soufet povrchi téchto
jehland je vétsi nebo rovny jedné pétiné povrchu daného jehlanu. Kde je
potieba zvolit bod M, aby nastala rovnost? (P. Leischner)
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4. Necht Z oznaduje mnoZzinu vSech celych ¢éisel. Rozhodnéte, zda existuje
funkce f: Z — Z takové, ze pro kazdé k = 0,1,2,...,1996 a pro kazdé
m € Z ma rovnice f(x) + k- = m aspoi jedno feSeni x v oboru celych
¢isel. (J. Simsa)

5. Na primce jsou dany dvé mnoziny interval A a B. MnoZina A obsahuje
2m — 1 intervald, kde m € N, pfi¢emz zadné dva intervaly z A nejsou
disjunktni, nemaji spole¢ny jen krajni bod, a kazdy interval z A obsahuje
asponi dva disjunktni intervaly z B. DokaZte, ze v B lze najit interval,
ktery patii aspoii m intervalim z A. (P. Hlinény)

6. Uvnitf stran AC a BC trojahelniku ABC jsou po fadé zvoleny body E
a D. Oznacme F prusetik pfimek AD a BE. Dokazte, Ze podil obsahi
trojuhelniki ABC a ABF splhuje vztah

Saso _ |AC|  |BC|
Sisr _ |AE| " |BD|

1.
(P. Leischner)
Reseni tiloh

1. Ked je vyraz N; nulovy, dostaneme zo zadania rovnost p =
= (6a — 1)(6b — 1). Podobne, ak je nulovy vyraz N, dostaneme rovnost
p=—(6a+1)(6b+1).

Najprv dokdzeme prvu Cast ekvivalencie. Nech je p > 3 prvodislo.
Rozlisime dva pripady p = 1 (mod 6) a p'= —1 (mod 6) (iny pripad
zrejme nemoze nastat). V prvom z nich zrejme N, ¢ Z*. Predpokladajme,
ze pre niektora dvojicu a,b € Z* plati aj N, ¢ Z*, ¢ize N, = 0. To je
v8ak zrejme mozné, len ak je jedno z &isel |6a — 1| alebo |6b — 1| rovné 1
(inak by p nebolo prvoéislom). Preto by muselo byt jedno z &isel a, b
rovné nule, ¢o vSak nie je mozné. Obdobne dostaneme spor aj v pripade
p = —1 (mod 6).

Teraz predpokladajme, Ze p > 3 nie je prvocislo. Okrem pripadov
p = £1 (mod 6) nemdzeme dostat ani Ny, ani N» celé. Potom vSak maji
vietky delitele &isla p tvar 6k+1. Cislo p m4 teda aspoi jeden z moznych
rozkladov:

p=(6c+1)(6d+1), p=(6c—1)(6d—1), p=(6c+1)(6d—1),

kde ¢ a d st prirodzené ¢isla. V prvom pripade N» nie je celé a pre
a = —c a b= —d dostdvame N; = 0,.v druhom pripade opdt N nie je
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celé a Ny = 0 pre a = c a b = d. Napokon v treom pripade N; nie je
celé a pre a = c a b = —d dostavame Ny = 0.

V kazdom pripade sme nasli dvojicu ¢isel a,b € Z*, pre ktort nie je
ziadne z ¢isel Ny, No z mnoZiny Z*.

2. a) Podla prvej identity v zadani plati [a* (a*b)]* (a*b) = a. Vyraz
v hranatej zatvorke je ale podla druhej identity v zadani rovny prvku b,
Cize plati b* (ax b) = a, a teda bxa = b*[b* (a*b)]. PretoZe posledny
vyraz je podla druhej identity v zadani rovny a x b, plati bxa = a * b
a dokaz komutativity je hotovy.

b) Prvky lubovolnej n-prvkovej mnoziny ozna¢ime ¢islami 1,2,...,n
a definujeme axb = ¢, prave ked n| (a+ b+ c). Tato definicia je korektna
(t.j. pre kazda dvojicu (a,b) existuje prave jeden taky prvok c) a ma
okamzity dosledok: ak plati a * b = ¢, potom cxb = a a a*xc = b.
Preto operécia * s pozadovanou vlastnostou existuje na kazdej konecnej
mnozine.

3. Vsimnime si, Ze obsah podstavy aj bo¢nej steny daného ihlana je
rovnaky S; = 4a?. Spojnice bodu M s vrcholmi ihlana rozdelia ihlan na
Styri Stvorsteny a jeden Stvorboky ihlan. VSetky tieto telesd maja spo-
loény vrchol M. Stéet ich objemov je objem daného ihlana. Ak oznadime
v; (1 =1,...,5) vysky tychto telies z bodu M, potom

1, o 1
351 ;’Ul’ = —?;Slv,

z ¢oho vyplyva ze Z v; = v, kde v je vySka daného ihlana. Teraz si uve-

1=

 domme, Ze tieto vysky su zaroven aj vyskami pla‘clch ihlanov podobnych

danému zo zadania. Je teda

pricom S je povrch daného ihlana, S; st povrchy piatich vzniknutych
ihlanov a k; st ich koeficienty podobnosti s danym ihlanom. Z toho dalej

5
vyplyva, ze 3 /S; = /S, & po umocneni dava
i=1

5
S=)"Si+ Y, 2/585;
=1

15i<ji<5

137



Ak dalej pouzijeme AG-nerovnost, ¢ize 2,/5;S; < S; + S;, dostaneme
5 5 5
SEY Si+4) Si=5% S
i=1 =1 i=1

5 1 '

Teda ) S; 2 gS . Rovnost nastava, len ked st vSetky ihlany zhodné.
=1

Potom je vSak M stredom gule vpisanej danému ihlanu.

4. Dokézeme, ze hladand funkcia existuje. Po kratkej ivahe mozno
nahliadnut, Ze sta¢i najst jednozna¢né (injektivne) priradenie (k,m) — x
a potom definovat f(z) = m—kz. Zrejme potom uz bude funkcia f splhat
zadané podmienky. .

Polozme d = 1996+ 1 = 1997. Podla vety o deleni celych ¢isel mozno
kazdé ¢islo x € Z zapisat jedinym spbésobom v tvare x = md + k, kde
me€ Zake{0,1,...,d—1}. Na zéklade tohoto vyjadrenia (s pevnym
d) polozme f(z) = m—kz,t.j. f(md+k) = m—k(md+k). Potom kazda
rovnica f(z) + kx = m mé rieSenie (nie nutne jediné) z = md + k.

5. Ozna¢me intervaly v mnoZine A ako «; = (a;,b;), i = 1,2,...,
2m — 1; indexy moéZeme zrejme volit tak, aby platilo

a1 Sazs... Sam-- (1)

Nech dalej bi, k£ € {m,m + 1,...,2m — 1}, je najmenSie z Cisel b,
bm+1, - - -, bam—1. Podla zadania obsahuje interval o, € A dva disjunktné
intervaly z mnoziny B. Oznaéme ich 8; = (c1,d1) a B2 = (ca,d2). Bez
ujmy na vSeobecnosti méZzeme predpokladat, Ze

ak§01<d1<62<d2§bkl (2)

Teraz rozlisime nasledujtce pripady:

1) dy £ b; pre vietky i = 1,2,...,m. Potom ale z (1) aj 3; C a; pre
kazdé i = 1,2,...,m, a teda §; ma poZadovani vlastnost.

2) d; > bs pre nejaké s € {1,2,...,m}. Vdaka (2) aj co > bs. Preto-
7e podla zadania maja kazdé dva intervaly z A spoloény bod, plati
zdroveii b, 2 a; pre vSetky i, a teda co > a; pre vietky i. Napokon
z definicie by, je by S b; prei € {m,m+1,...,2m — 1}. Celkom teda
plati a; < ¢ < dy £ by, < b;, pre kazdé i € {m,m +1,...,2m — 1},
ize B2 C a; pre vietky i € {m,m +1,...,2m — 1}. Interval > mé
potom pozadovan vlastnost.

Tym je dokaz ukondeny.
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6. Vedme bodom F rovnobezky so stranami trojuholnika ABC' a ich
prieseéniky s tymito stranami ozna¢me K, L, M, N, O, P (obr. 35).’

A /P K\ _ B
Obr. 35

Ak dalej oznaéime v, vy vzdialenosti bodov C, F od priamky AB,
potom
Sasc _vc _ |BC| (3)
SABF (2 IFK| ’

Ked teraz pouzijeme podobnost trojuholnikov FLM, PKF a rovnolah-
lost tsetiek PM a AC so stredom v B (bod F sa v tejto rovnolahlosti
zobrazi na bod E), dostaneme (rovnolahlost zachoviva pomery dizok
useciek) '

|ILM| |FM| |EC| |AC]|

" |FK| ~ |FP| ~— |AE| _ |AE| L (4)
Dalej plati obdobne
|Mc| _|FN| _|DC| _ |BC| : : )

|FK| ~ |FK|  |BD| |BD|

a podla (3)

Sapc _ |BC| _|BL|+|LM|+|MC|
Sapr  |FK]| |FK]| :

Do poslednej rovnosti dosadime |BL| = |FK| a dlzky |LM|, |CM| vy-
jadrené zo (4) a (5). Tak dostaneme zadany vztah.
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