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Kategorie B

Texty tloh
B-1-1
Pro kterd realna ¢isla t ma funkce f(z) = 5z + 44 + t|z — 2| — 3|z — t|
maximum rovné 07 (P. Cernek)
B-1-2

Ozna¢me S stfed kruZnice vepsané libovolnému trojihelniku ABC. Do-
kazte, Ze rovnost |AS| - |BS| = |CS| - |AB| plati, pravé kdyz ahel ACB
je pravy. (J. Svréek)

B-1-3

Urdéete realné ¢isla a, b, pro kterd ma soustava

2% + % + 222 = 186,
a:yz2+xy+22:a,
r4+y+2z2=>

v oboru redlnych &isel pravé jedno feSeni. (J. Bdbela)

B-1-4

Jsou dany kruzZnice k a [ s riznymi poloméry, které se vné dotykaji
v bodé T'. Pruseéikem M jejich spoleénych vnéjsich teen vedme se¢nu s
obou kruznic. Oznaéme X ten z obou pruseciki kruznice k se se¢nou s,
ktery je vzdalengjsi od bodu M. Podobné ozna¢me Y ten z obou pri-
seCiktl kruznice [ se secnou s, ktery je vzdalengjsi od bodu M. Necht
P je takovy bod, Zze XTY P je rovnobéznik. Urlete mnozinu boda P
odpovidajicich vSem takovym sednam s. (J. Zhouf)
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B-1-5

Devitistén ABCDEFGHYV vznikl slepenim krychle ABCDEFGH a
pravidelného ¢tyifbokého jehlanu EFGHYV. Na kazdou sténu tohoto de-
vitisténu jsme napsali ¢islo. Ctyfi z napsanych é&isel jsou 25, 32, 50 a 57.
Pro kazdy vrchol devitisténu ABCDEFGHYV sec¢teme ¢isla na vSech
sténéch, které ho obsahuji. Dostaneme tak devét stejnych soucéti. Urcete

zbyvajicich pét ¢isel napsanych na sténach tohoto télesa.
(K. Cernekovd)

B-1-6

vy

Sestrojte rovnobéznik ABCD s obsahem 8 cm? a stranou AB délky 2 cm
tak, aby body X, Y, Z, T lezely po fadé na pifimkach AB, BC,CD, DA.
(M. Krdllovad)

B-S-1

Pro ktera realna cisla a, b je funkce
f@)=alz—1+bx—3)+|z—b+z—1
omezena? (J. Bdbela)

B-S§-2

Je déna usecka XZ délky 7cm a jeji body S, Y tak, ze | X S| = 2cm,
|Y'Z| = 1cm. Sestrojte pravouhly trojuhelnik ABC' s pfeponou AB tak,
aby bod S byl stfed kruznice vepsané trojuhelniku ABC a body XY, Z
lezely po fadé na piimkach AC, AB, BC. (P. Cernek)

B-~-S-3

Do vyrazu
1—-24+3—-4+5—6+...+99—100

jsme vepsali nékolik zavorek tak, Ze nakonec jsou v kazdé dvojici odpovi-
dajicich si zavorek pravé tfi ¢isla a vyraz neobsahuje zadny soucin. Kolik
riznych vysledki lze takto dostat? (P. Cernek)
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B-Il-1

Zjistéte vSechna reédlna cisla ¢, pro kterd ma rovnice
(4+c—8)(z+2)—8lz—c+2|=clz+c+14]
nekone¢né mnoho FeSeni v oboru celych ¢isel. (J. Simsa)

B-1l-2

Devitistén vznikl slepenim krychle a pravidelného étyrbokého jehlanu.
Na kazdé sténé tohoto devitisténu je napsano jedno éislo. Jejich soucet je
3003. Pro kazdou sténu S uvazovaného devitisténu sectéme cisla na vsech
sténdch, s nimiZ ma S spole¢nou pravé jednu hranu. Dostaneme tak devét

stejnych souéti. Urcete vSechna ¢isla napsand na sténach devitisténu.
(K. Cernekovd)

B-11-3

Je dén lichobéznik ABCD, v némz |AB| = 8cm a |xABC| = 90°. Jeho
obvod je 28 cm. Polokruznice k s primérem AB se dotyka strany CD.
Vypoctéte délky zbyvajicich stran daného lichobé&zniku, je-li strana AB
jeho

a) zakladnou,

b) ramenem. (Smutna)

B-I1l-4

Je dan obdélnik KLM N, |KN| > |KL|. Sestrojte rovnoramenny troj-
thelnik ABC se zdkladnou AB délky |KL| tak, aby jeho vyska v, ob-
sahovala body K, N, vyska v, bod L a vyska v. bod M. (Vyskami zde
rozumime primky.) (K. Cernekovd)
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ReSenti tiloh

B-1-1

Dana funkce je linearni lomena, protoze obsahuje dva vyrazy s absolutni
hodnotou, které zpusobuji, Ze jejim grafem neni primka, nybrz lomena
¢ara. Jeji definiéni obor, mnozinu R vSech redlnych éisel, mizeme v tomto
pripadé rozdélit na tfi disjunktni ¢asti podle toho, jak se prislusna abso-
lutni hodnota chova (zda je vyraz v absolutni hodnoté kladny ¢i zaporny).
Protoze jedna z absolutnich hodnot zavisi na parametru ¢, rozlisime, zda
jet <2 (pfipad A), éi ¢t = 2 (ptipad B).

A. Necht ¢t < 2. MnoZina R se rozpadne na tii disjunktni intervaly,
R = (—o0,t) U (t,2) U(2,00).

(a) V intervalu (—oo,t) je, jak snadno spocteme, f(z) = (8 — t)z +
+ 44 — t. Protoze za uvedeného predpokladu je 8 — ¢t > 0, je funkce f
v tomto intervalu rostouci a nabyde maxima v bodé z = t.

(b) V intervalu (t,2) je f(z) = (2—t)x+44+5t. ProtoZe za uvedeného
predpokladu je 2—t > 0, je funkce f i v tomto intervalu rostouci a nabyde
maxima v bodé z = 2. Pfitom zfejmé plati f(t) < f(2) = 2(2—t)+44+5t¢.

(c) V intervalu (2,00) je f(z) = (2 + t)x + 44 + t. Tato funkce je pro
2+t > 0 na tomto intervalu rostouci a shora neomezend, takze nemuze
mit maximum. Musi tedy nutné byt 2 +¢ < 0, tj. t £ —2, funkce f bude
v intervalu (2, co) nerostouci a jeji hodnota nebude vétsi nez f(2), kterou
jsme spoéitali v (b).

Zjistili jsme tedy, ze za predpokladu t < 2 nabyva funkce f maxima
jediné pro t £ —2, pfiemz jeji maximum je f(2) = 2(2 — t) + 44 + 5t¢.
Toto maximum se rovna 0, pravé kdyz 2(2 — t) + 44 + 5t = 0, neboli
t = —16, coZ je nastésti ¢islo, které splituje podminku t < —2.

B. Necht ¢t 2 2. Mnozina R se nam rozpadne na t¥i disjunktni inter-
valy, R = (—00,2) U (2,t) U (t,00), pfi¢emz ,prostfedni“ interval bude
prazdny pro ¢t = 2 (to vSak neni pro dalsi avahy podstatné, jinak bychom
mohli tento pfipad snadno rozebrat samostatné).

V intervalu (—o0,2) je f(z) = (8 — t)z + 44 — t. Kdyby ted bylo
8 —t < 0, byla by funkce f v tomto intervalu klesajici a shora neomezena,
takZe by nemohla mit maximum. Proto je 8 — ¢ = 0, tj. t < 8. Pak ale
je f(2) = 2(8 —t) +44 —t = 60 — 3t > 0. Odtud hned vidime, Ze za
uvedeného predpokladu nemiize funkce f nikdy mit maximum rovné 0.

Z uvedeného rozboru vyplyva, Ze uvazovana funkce ma maximum
rovné 0 jediné pro t = —16.
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Jiné feSeni. Grafem dané funkce f je lomend ¢ara, kterd se v naSem
ptipadé skldda ze dvou polopfimek (pro ¢t = 2), resp. ze dvou polopiimek
a jedné tusecky.

Dale bychom si méli uvédomit, Ze pokud mé takovato funkce maxi-
mum, nabyva ho uré¢ité v nékterém ze ,zlomovych“ bodu (tam, kde je
prisludny vyraz v absolutni hodnoté nulovy). To samoziejmé neznamend,
7e funkce nemiize maximum nabyt i v jinych bodech (napf. je-li kon-
stantni na nékterém intervalu).

V nagem ptipadé jsou témito zlomovymi body pro z = 2 bod A[2,
54 — 3|t — 2|], pro z = t bod Bl[t,5t + 44 + t|t — 2|].

Protoze jeden z bodt z = 2, x = t ma byt bodem maxima funkce f
rovného 0, zjistime, pro ktera t je jedna z y-ovych soufadnic bodu A a B
nulové (a druha nekladnd).

A 54-3t—2| =0, B: 5t+44+tjt—2|=0,
[t — 2| = 18, t>2=1t243t+44=0,
t = 20 anebo t = —16. nema freSeni.

t<2=>1t>-Tt—44=0.
t =11 anebo t = —4,
vyhovuje jen t = —4.

Mame tak tfi moznosti:

Pro t = 20 je A[2,0], B[20,504], coz nevyhovuje.

Pro t = —16 je A[2,0], B[—-16,—80+ 11 — 16 - 18], zatim vyhovuje.

Pro t = —4 je A[2,36], B[—4,0], coz nevyhovuje.

Zjistili jsme, Ze uloha ma feSeni nejvyse pro t = —16, kterému od-
povidéa funkce f(z) = 5z + 44 — 16|z — 2| — 3|z + 16|. Pro tuto funkci
samoziejmé plati f(2) = 0. Ovéfit, Ze tato hodnota je skuteéné maxi-
mem funkce f, mizeme vice zpusoby. Napiiklad tak, ze ovéfime, Ze pro
x < —16 je uvedena funkce neklesajici (pro z < —16 je f(z) = 24z + 60)
a souCasné pro x > 2 nerostouci (pro z > 2 je f(z) = —14z + 28).

B-1-2

Uhly v obecném trojuhelniku ABC ozna&me obvyklym zpisobem, polo-
mér vepsané kruznice oznacéme 7 a jeji dotykové body se stranami AB,
BC ozna¢me po fadé X, Y (obr.27).

Usecky AS a BS jsou stranami trojuhelniku ASB. Jeho obsah P
muzeme vyjadrit dvéma zpusoby:

P= %|A3|v = %|AB|T,
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Obr. 27

nebot vyska na stranu AB tohoto trojthelniku je 7; pro vysku v na
stranu AS pritom plati v = |BS]|cos %’y, protoze vedlejsi thel pii vr-
cholu S ma velikost %a -+ -é—,@ =90° — %’y. Je tedy

|AS]| - |BS| cos% — |AB|r
a nasledujici rovnosti jsou ekvivalentni:

|AS|-|BS| = |CS|-|AB|,
|AB|r = |CS]| - |AB|cos-;—,

r=|CS]| cos%. (1)

V pravouhlém trojuhelniku C'SY vsak plati cos% = 1—2%, takze rov-

nost (1) je ekvivalentni rovnosti
r=|CY],

coz znamend, ze trojuhelnik CSY je rovnoramenny pravouhly a %’y =
= 45°. Je tedy dand rovnost ekvivalentni tomu, ze v = 90°.
Tim je tvrzeni tlohy dokazéano.

Jiné feSeni. NapiSeme si dany vztah jako rovnost podili tak, aby to
byly poméry stran v trojihelnicich, a budeme se snazit pouzit podobnost

nebo sinovou vétu. |AS| |AB|
5] = B3| Trojahelniky

ASC a BSC ale podobné nejsou, proto zkusime sinovou vétu:

V naSem pripadé vyjdeme z rovnosti
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|AS| sin%’y
|CS| sin%a

V trojuhelniku ASC plati ——

|AB| _ sin|xASB]

|IBS| ~ sin %a

a v trojuhelniku ASB zase

. Odtud dostavame nasledujici ekvivalentni rovnosti:

sin 3y _ sin|xASB]|

sin Ja sin Lo

sin% = sin |[xXASB|,

. . ( o ’Y)
- 00° + L

sin 2 sin + 5)
Y Y
Y —180° — (90° —),
2 + 2
~v = 90°.

Tim je tvrzeni ulohy dokazano.

Jiné FeSeni. Zkusime vypocitat délky usecek AS, BS, CS, AB pomoci
nékterych prvkia trojihelniku. My si zvolime thly trojuhelniku a polo-
meér r.

Ziejmé |CS| = ,|AS] = ——, |BS| = —— a |AB| =

sin 27 sin 5 sin 53
=|AX|+ |BX| = rcotg 2o + r cotg 3 3. Po dosazeni dostaneme ekviva-
lentni rovnosti

r r «a I6]
— T = (rcotg— +7‘cotg—> S
sin o sin 2 2/ singy
@ in? B
sin — = cos — - sin — + cos — - sin —
5 " sin 2 X
Y sin(2 é)
sln — = sin 2 + 5 )
sin — = sm<90° - 1),

|

l
o[ 2

I
[{=] -
o

o

+ 2
0 =]
QL NIRN[RNIR W
Il
Q
o
1]

Tim je tvrzeni tlohy dokéazano.
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B-1-3

Predpoklddejme, Ze soustava ma pravé jedno feSeni z = s, y = t, z = u.
Protoze ve vSech rovnicich se nezndmé = a y vyskytuji ve stejném tvaru,
lze vytusit a ovéfit, Ze i x = t, y = s a z = u je FeSenim dané soustavy.
A protoze soustava méa jediné feSeni, musi byt ¢t = s, a tedy z = y. Po
dosazeni dostaneme soustavu

8

2% +1° + 2° = a, (%)
1
2

Pokud (z, z) je nékteré feseni této soustavy, je trojice (z, z, z) feSenim
puvodni soustavy. Ma-li proto puvodni soustava jediné feseni, musi ta-
kova byt i nova soustava (x). Ta je v8ak op&t symetrickd viiéi nezndmym
z a z. Proto bude mit jediné feSeni, jen kdyz bude platit z = 2.

Po dosazeni dostaneme soustavu

e =4,
ac4+2x2—-a,
1

Z'—Zb,

kterd ma jediné feseni. Podle prvni rovnice je to bud z = 2 (pak b = 8§,
a = 24), anebo = = —2 (pak b = —8, a = 24).

Témito itvahami jsme dospéli k nésledujicimu zavéru:

Pokud mé dand soustava pravé jedno reSeni, tak jen proa = 24,b = 8,
atox =2,y=2,z=2 aneboproa=24,b= -8 ator = -2,y = -2,
z=-2.

Jesté musime ovérit, zda v téchto dvou pripadech neméa dana soustava
jiné feSeni (nez to symetrické, které jsme vypocetli nikoli ekvivalentnimi
upravami, nybrz zjednodusovanim).

Necht a = 24, b = 8. Po dosazeni dostaneme soustavu

z? + % + 222 = 16,
myz2+$y+z2 = 24,
r+y+2z=_8.

Tato soustava se da Fesit vice zpusoby. My tu uvedeme dva.
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a) Vylouc¢ime nezndmé z, y, naptiklad tak, Ze nejprve rovnice upra-
vime:
5° y2 =16 — 2z2,

24 — 22
=T
T+y=8-—2z

Dostévame tak

24 — 22
8 —2z)2 = 2?4y 42y =16-22242. — .
(8-22)"=(z+y)" =2"+y" + 22y 2T
Po tpravé vychazi

324 — 1623 4+ 2822 — 162 = 0.

Vzhledem k tomu, Ze vime, Ze z = 2 je kofenem této rovnice, muzeme ji
postupné upravit az na tvar

2(z—2)%(3z2—4) = 0.

Odtud plyne, Ze je bud 2 = 0, z = %, anebo z = 2.
Pokud z = 0, dostaneme

z? 4+ 4% =16,
Ty = 24,
z+y=2~8

a snadno se presvédéime, Ze tato soustava nemd feSeni (Cisla z, y by
musela byt kofeny kvadratické rovnice t2 — 8t + 24 = 0, ktera ma zaporny
diskriminant).

Pokud z = %, dostaneme

112

2 2 1l4

Tty = 9’
Ty = 8§,
T+ —16
¥=3

a opét se snadno presvédcime, Ze tato soustava nemd FeSeni.
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Pokud z = 2, dostaneme

22 4 y? =8,
zy = 4,
T +y=4.

Snadno zjistime, Ze tato soustava ma jediné feSeni x = y = 2.
b) Sikovnéjsi pristup vyuZivad jen prvni a tfeti rovnici a nerovnost
mezi kvadratickym a aritmetickym priumeérem:

4=2%= (i(x+y+z+z))2 < le—(a:2+y2+z2+22) =4.
Mezi aritmetickym a kvadratickym primérem nastane rovnost, pravé
kdyz se vSechny ¢leny rovnaji. Odtud z = y = 2z = 2.
Ptipad a = 24, b = —8 posoudime podobné, i tehdy je FeSeni jediné.
Odpovéd. Dand soustava méa jediné feSeni pro a = 24, b = 8 nebo
a=24b=—8.

B-1-4

Oznalme S, Z stfedy obou kruznic k, [ a R, r jejich poloméry (bez (jmy
na obecnosti mizeme predpoklddat, ze r < R). Ozna¢me dale C a D
od T razné pruseciky kruznic [ a k s pfimkou SZ a Ky, Ko, L1, Ly po
fadé dotykové body obou spolecnych vnéjsich teden ke kruznicim k a [
(obr. 28).
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Bod M je stiedem stejnolehlosti A obou kruznic s koeficientem R/r.
Pritom je naptiklad h(L1) = K1, h(Z) = S,h(C) =T, h(T) = D,h(Y) =
= X. Odtud plyne, Ze ptimky CY, T X jsou rovnobézné (h(CY) = TX).
Protoze tthel CY'T je pravy podle Thaletovy véty, je také |xY T X| = 90°
(TY je pricka rovnobézek CY, TX). Rovnobéznik XTY P je tedy vzdy
obdélnik.

Zéroven je ziejmé, ze body C, Y, P lezi v pfimce a podobné i body
D, X, P lezi v ptimce. Je tudiz | CPD| = 90° a bod P lezi na Thaletové
kruZnici 7 nad prumérem CD. Lezi na ni i vrcholy Py, P, rovnobézniki
K\TL,P,, K3T Lo Py, protoze pro né miuzeme zopakovat predchozi avahu
(jako pro rovnobéznik XTY P).

Nyni uz neni problém ukéazat, Zze hledanou mnozinou bodu je vétsi
z obloukt Py P, kruZnice 7 vyjma body Py, P» a D (nebot body Y tvori
vétsi z obloukt Ly Lo kruznice [ vyjma body T, L1, Ls).

Jesté naznacime hlavni myslenky jinych dvou pFistupii:

a) Abychom odhadli tvar hledané mnoziny, zvolime nékolik vyznac-
nych poloh pfimky XY. Vhodné jsou nasledujici polohy: a) X = Kj,
Y = L, (PT je kolmé na SZ), b) XS a YZ jsou kolmé na SZ (tehdy
vyjde, ze pata kolmice z bodu P na SZ lezi ve stiedu J tsecky CD
a|JC|=|JP|).

7 toho uz se da odhadnout, Ze bod P lezl nejspis na kruZnici se
sttedem J a polomérem #(R + r). Zbyvé uZ jen dokézat (tedy obecné
vypoéitat), ze vzdélenost |PJ| je rovna % (r + R). (Neni to lehké.)

b) Pomoci shodnych a podobnych zobrazeni je nejelegantnéjsi nasle-
dujici postup: Pomoci soufadnic (bod M zvolime za pocatek soufadného
systému) je P=X+Y - T =Y +h(Y)-T=Y +(R/r)Y - T =(1+
+R/r)Y —T,bod P tedy vznikne z bodu Y (a vSechny body Y tvofi vétsi
z obloukt L Lo kruznice | bez boda T, Ly, Ls) slozenim stejnolehlosti
se stfedem M a koeficientem 1 + R/r a posunuti o vektor TM.

B-1-5

Protoze dva sousedni vrcholy lezi vidy ve dvou spolecénych sténach, bu-
deme si vSimat predevsim takovychto dvojic vrcholi.

Vrcholy A a B (B a C) lezi ve spoleénych sténach ABFE a ABCD
(BCGF a BCDA). Proto porovnanim jim pfifazenych ¢&isel dostane-
me, Ze na sténach ADHE a BCGF (ABFE a CGHD) je stejné ¢islo.
Oznac¢me ho z (y).
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Podobné vrcholy E a F (F a G) lezl ve spoleénych sténdch EFBA
a EFV (FGCB a FGV) a navic uz vime, ze stény ADHE a FBCG
(ABFE a GHDC) malji stejna éisla. Proto porovnanim jim pfifazenych
Cisel dostaneme, ze na sténach HEV a FGV (EFV a GHV) je stejné
¢islo. Oznac¢me ho z (t, obr. 29).

D 4
vy q
t
T z z xr
t
E vy
A B
Obr. 29

Porovnanim ¢isel prislusnych vrcholim A a E (maji spoleéné stény
EABF a EADH) déale dostaneme, Ze sténa ABCD ma &islo s = z + t.

Nakonec porovnejme vrcholy E a V (maji spolecné stény EFV
a HEV). Dostaneme z +t = z + v.

Kdyz to vSe shrneme, zjistime, Ze jednotlivé stény jsou nutné ocislo-
vany Cisly z (stény BCGF a DAEH), z (stény FGV a EHV), s (sténa
ABCD), s — z (stény ABFE a CDHG), s — z (stény EFV a GHV).
A snadno se presvéd¢ime, ze takovéto ocislovani ma vzdy pozadovanou
vlastnost (vSem vrcholiim je pfifazeno ¢&islo 2s).

My zndme Ctyfi rizna éisla z deviti Cisel z, z, z, z, s, s — z, s — «x,
s — z, s — z, tedy Ctyfi ¢isla z péti ¢&isel z, 2z, s, s — x, s — z.

a) Pokud je nezndmé paté &islo s, tvori znadmé ¢isla dvé dvojice se
stejnym souctem: = + (s — z) = z + (s — z). Pro dand ¢isla tak méame
jedinou moznost 25 + 57 = 32 + 50 = 82. Hledana ¢isla jsou pak 25, 32,
50, 57 a 82.

b) Neni-li paté neznamé &islo s, je jedno znamé ¢islo (a to s) soudtem
dalsich dvou zndmych: s = z + (s — z), nebo s = z + (s — z). Pro dana
disla je jedind moZnost: 25 + 32 = 57. Potom je s = 57 a hledanou pétici
tvori ¢isla 7, 7, 25, 32 a 50.

Odpovéd. Hledan4 &isla jsou bud 25, 32, 50, 57 a 82, nebo ¢isla 7, 7,
25, 32 a 50.
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Jesté naznacime, jak by mohl vypadat Cisté algebraicky pristup —
feSenim deviti rovnic o deseti neznamych.

Kvili prehlednosti si musime dat zéalezet na oznaceni jednotlivych
éisel napsanych na sténach. Oznaéme Cisla na sténach ABFE, BCGF,
CDHG, DAEH, EFV, FGV,GHV, HEV a ABCD postupné a1, as,
as, ag, b1, by, ba, by, ¢ a necht spoleény soucet na sténach pfi kazdém
vrcholu je s. Dostaneme tak nasledujicich devét rovnic:

a; +ag + by + by = s,

—~~
!
~— ~~—

ag + a3 + by + b3 = s, (G
az + ag + bz + by = s, (H)
as+ay+by+by =3, (E)
a1 +as +c=s, (B)
as +az +c=s, (©)
az+as+c=s, (D)
as+ay +c=s, (A)
by + ba + b3z + by = s. (V)

Porovnanim rovnic (B) a (C) mame a; = a3. Porovnanim rovnic (D)
a (C) mame az = a4.

Pomoci téchto vztahti ddle dostaneme: porovnanim rovnic (F) a (G)
vyjde by = bz; porovnanim rovnic (G) a (H) vyjde by = by.

To znamena, Ze pro Cisla ap, ag, by, by a ¢ zUstaly rovnice

ay +az + by + b2 = s,

ay +ag+c=s,

b1 + by = %S.
Odtud uZ snadno dostaneme, Ze ¢ = a; + as = by + by = %s.

B-1-6

Podstatou feseni jsou nasledujici dvé dlohy:

A. Jsou déany body K, L. Vedte jimi po fadé rovnobézky k, [, je-li
déna jejich vzdalenost d.

B. Jsou dany body K, L a piimka m. Vedte body K, L po fadé
rovnobézky k, [, které na pfimce m vytinaji usecku dané délky d.
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Reseni 1ilohy A (obr.30). Necht M je pata kolmice vedené z bodu K
na primku [. V trojthelniku K LM s pravym thlem pfi vrcholu M zname
vrcholy K, L a délku odvésny |[KM| = d, vrchol M tedy umime se-
strojit (jako pruseéik Thaletovy kruznice ¢ nad primérem KL s kruz-
nici »(K;d)). Potom ML je ptimka .

Pokud bychom pozadovali diskusi, vime, Ze pocet feSeni zavisi na
existenci pruseciku kruznic ¢t a s

Pokud |KL| < d, neméa tloha FeSeni.

Pokud |KL| = d, mé tloha jedno feSeni (kolmice na KL).

Pokud |K'L| > d, maji kruznice k a ¢t dva prusediky, takze loha ma
dvé TeSeni.

d d d

a i .

M L M L
Obr. 30 Obr. 31

Resend 1ilohy B (obr.31). Vedme bodem K rovnobézku n s pfim-
kou m a oznacme M jeji prusecik s pfimkou . Potom |K M| = d, takze
konstrukce bodu M je zfejmé. Pfimka [ je pak uréena body L a M.

Pokud bychom pozadovali diskusi, snadno zjistime, Ze na pfimce n
existuji dva body M pozadovanych vlastnosti, a pocet feseni zavisi na
tom, zda M = L.

Pokud soucasné neplati, ze KL je rovnobézna s m a |[KL| = d, mé
tloha dvé FeSeni.

Pokud je KL rovnobézna s m a |KL| = d, vznikne pro jednu z moz-
nych poloh bodu M v predchéazejicim pfipadé nekoneéné mnoho feSeni
(za pfimku | miZeme vzit libovolnou pfimku prochézejici bodem L).

Reseni piwvodni 1ilohy. Z obsahu rovnobézniku ABCD a délky stra-
ny AB snadno vypoéitiame vysku v na stranu AB: je v = 8cm? : 2cm =
= 4cm. Odtud plyne, ze vzdalenost rovnobézek AB a CD je 4cm, pri-
¢emz zndme bod X piimky AB a bod Z primky C'D. Podle tlohy A tedy
umime sestrojit pfimky AB a CD.

V poloze, ktera je ddna, mé tato ¢ast dvé feseni.
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Kdyz uz mame piimku AB, jsou AD a BC dvé neznamé rovnobézky,
které prochézeji danymi body 7' a Y a na (zndmé) ptimce AB vytinaji
tsecku dané délky |AB| = 2cm. Proto mtizeme rovnobézky AD a BC
sestrojit na zakladé ulohy B.

Je ziejmé, Ze specidlni poloha danych bodid X, Y, Z a T neméa na
postup Feseni vliv, zaru€uje nam vSak snadnou diskusi poétu feseni. Pro
obé& polohy primky AB méa uloha v dané situaci dvé feSeni. Tim je rov-
nobéznik ABCD sestrojen. (Pfimkami AB, BC, CD a AD jsou vrcholy
A, B, C, D uréeny.) Uloha m4 4 feseni (obr. 32).

By

Obr. 32

B-S-~1

Uvazovana funkce f je po ¢astech linedrni, proto je omezend na kazdém
omezeném intervalu. Stali tedy funkeci f vysetfit zvlast pro x < min(1,b)
a zv1ast pro z = max(1,b), kdy maji oba vyrazy v absolutnich hodnotach
stejné znaménko.

a) Je-li < min(1,b), je

flz)=a(l—2z)+b(z-3)+b—z+z—-1=(b—a)z—2b+a—1.
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Funkce f bude na tomto intervalu omezena, pravé kdyz zde bude kon-
stantni, tj. pravé kdyz a = b.
a) Je-li z 2 max(1,b), je

f@)=a(z-1)+bz-3)+z—b+z—1=(a+b+2)z—a+4b—1.

Funkce f bude na tomto intervalu omezena, pravé kdyz tu bude kon-
stantni, tj. pravé kdyz a + b = —2.

Spojenim obou podminek dostavame, Ze funkce f bude omezena,
pravé kdyz bude omezena na obou uvedenych neomezenych intervalech,
tj. pravé kdyz a = b = —1. Pro funkci f pak dostaneme vyjadfeni

f@) =]z +1]—|z—1]+2.

Jeji graf vidime na obr. 33.

B-S-2

Predpokladejme, Ze trojuhelnik ABC' je feSenim tlohy. Z daného potradi
bodi X, S, Y, Z na jedné pfimce a z toho, Ze bod S je vnitinim bodem
trojuhelniku ABC, vyplyva, Ze body X a Y jsou vnitinimi body pfislus-
nych stran AC a AB, zatimco bod Z musi leZet na polopfimce opacné
k poloptimce BC'. Vrchol C' neznamého trojuhelniku ABC budeme hle-
dat jen v jedné z polorovin uréenych prfimkou X Z, protoze ke kazdému
feSeni existuje feSeni soumérné sdruzené podle osy X Z.

Vrchol C trojihelniku ABC je vrcholem pravého tthlu X C'Z (obr. 34),
lezi tedy na Thaletové kruznici k nad primérem X Z. Protoze bod S je
stfedem kruZnice vepsané trojthelniku ABC, lezi na ose pravého thlu,
takze |xSCX| = 45° a vrchol C lezi zaroven na oblouku kruznice [ urcené
tétivou SX a obvodovym thlem 45°. (Vzhledem k uvedené soumérnosti
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staci uvazovat jen ten ze dvou soumérnych oblouk, ktery lezi ve zvolené

poloroving.) Odtud uz plyne konstrukce trojihelniku ABC:

1. sestrojime kruznici k nad primérem X Z;

2. v jedné z polorovin uréenych pfimkou X Z sestrojime vrchol O rovno-
ramenného pravouhlého trojahelniku XSO, |xSOX| = 90°, a v téze
poloroviné narysujeme oblouk SX kruznice I(O, |OS]);

3. vrchol C = kN SX, C # X;

4. sestrojime kruznici (S; p), kde g je vzdalenost bodu S od piimky
CX (polomér kruznice vepsané trojuhelniku ABC);

5. bodem Y vedeme tecnu t ke kruznici s tak, aby jeji bod dotyku lezel
v poloroviné opaéné k poloroviné X ZC;

6. vrcholy A, B dostaneme jako pruseciky pfimky ¢ s pfimkami XC,
resp. ZC.

7 popsané konstrukce je ziejmé, Ze pro bod S lezici mezi body X

a Z maji kruznice k a [ pravé jeden prusecik razny od bodu X . Abychom

mohli sestrojit teénu ¢, musi bod Y lezet vné kruhu omezeného kruznici s,

musi tedy byt |SY| =2 o. Aby existoval pruseéik teény ¢ s pfimkou XC

uvnitf dhlu XCZ, musi byt dokonce |Y S| > | X S| > p. V naSem piipadé
je to splnéno a uloha mé dvé shodna feSeni soumérné sdruzend podle
osy XZ.

Ulohu bychom fesili stejné, i kdyby dané body X, S, Y, Z nelezely
na jedné primce.

Pozndmka. Bod C muZeme sestrojit i jinym postupem. ProtoZe body

X a Z lezi po fadé na poloptimkich CA a CB, je pravy thel XCZ
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totozny s pravym thlem ACB. Osa tohoto thlu prochazi stiedem S
kruznice vepsané trojuhelniku ABC’; zaroven tato osa protne kruznici k
opsanou trojihelniku XCZ v takovém bodé U # C, ze tétivy XU a UZ
jsou shodné (tyto tétivy jsou totiz z bodu C vidét pod tymz thlem
(45 stupnii), obr. 34). Proto (aniz zndme bod C') mizZeme bod U sestrojit
jako stfed oblouku X Z kruznice k (oblouky XU a UZ jsou tedy ¢tvrt-
kruznice). Bod C pak ur¢ime jako prisecik kruznice k s polopfimkou U S.

B-S-3

V daném vyrazu se pravidelné stfidaji plusy a minusy, pficemz lich4 ¢&isla
maji znaménko plus a sudd minus. Zfejmé musi kazda dvojice odpovi-
dajicich si zavorek obsahovat pravé tii po sobé jdouci ¢isla. Umistime-li
levou zavorku mezi plus a prislusné liché ¢islo, nemaji zdvorky na hodnotu
vyrazu zadny vliv. Zajimavy je tedy jen pripad, kdy levou zavorku dame
mezi minus a nasledujici sudé ¢islo, coz zméni vysledné znaménko dru-
hého a tretiho ¢isla v zavorkach. Je-li zminéné sudé &islo 2k (1 < k < 49),
dostaneme misto ptivodniho souétu —2k + (2k+1) — (2k+2) = -2k —1
soufet — (2k+ (2k+1) — (2k+2)) = —2k— (2k+ 1)+ (2k+2) = —2k+1.
Vidime tedy, Ze priddanim jednoho péaru zavorek popsanym zptsobem
zvétsime celkovou hodnotu vyrazu o 2 bez ohledu na to, kterou trojici po
sobé jdoucich ¢isel zacinajici sudym éislem zvolime. Zaroven je jasné, Ze
takto umistény par zavorek obsahuje dalsi sudé éislo (kromé &isla 2k jesté
2k + 2), které uz nebudeme moci pro umisténi zavorky vyuzit. (Nebu-
deme tedy zbyte¢nd rozmistovat zavorky pied licha ¢isla, protoze bychom
se zbavili dalsiho sudého d¢isla, pred které 1ze umistit levou z dvojice za-
vorek, jez by mély vliv na hodnotu daného vyrazu.)

Dany vyraz obsahuje celkem 50 sudych ¢isel. Muzeme tedy vybrat
nejvyse 25 dvojic po sobé jdoucich sudych ¢isel, jez obklopime zavorkami.
Tomu odpovidé 26 riznych hodnot daného vyrazu s k dvojicemi zévorek,

kde 0 £ k < 25. Prislusné hodnoty jsou —50, —48, —46, ..., 4, 2, 0

(nejmensi hodnota je 1 =243 —4+5—6+...4+99 — 100 = —50, nejvétsi

1—(24+3—4)+5—(6+7—8)+...— (98+99 — 100) = 0).
B-1l-1

Oznacime-li pro dané realné c

fe@)=clz4+c+ 14 +8z—c+2|— (2 +c—8)(z+2)
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odpovidajici po ¢astech linedrni funkci, je zfejmé, Ze rovnice f.(z) =
= 0 bude mit nekonecné mnoho celociselnych feseni, pravé kdyz bude
funkce f. identicky rovna nule na nékterém z nekonec¢nych intervala
(—o0, min(c — 2, —c — 14)) nebo (max(c — 2, —c — 14), 00). VySetfime po-
stupné obé moznosti.
a) Necht z £ min(c — 2, —c — 14), pro takové z plati
fo@) = —clz+c+14) -8z —c+2) — (2 +c—8)(z+2) =
= —c(2+ )z — 3¢ —8c = —c(z(c+2) + 3¢+ 8).
Na tomto intervalu bude funkce f. identicky rovna nule, pravé kdyz ¢ = 0
(soustava ¢ 4+ 2 = 0, 3¢ + 8 = 0 nema 7adné FeSeni).
b) Necht z 2 max(c — 2, —c — 14), pro takovéa z plati
fe@)=clz+c+14)+8x —c+2) - (2 +c—8)(z+2) =
= (16 — ¢®)z — ¢ + 4c + 32.
Na tomto intervalu bude funkce f. identicky rovna nule, pravé kdyz bude
soucasné platit ¢ = 16 a ¢ — 4c — 32 = 0. Dosazenim ¢ = 16 do druhé
rovnice vychdzi ¢ = —4, coz je zfejmé jediné FeSeni obou rovnic.
Zavér. Dana rovnice mé v oboru celych ¢isel nekoneéné mnoho feSeni,
pravé kdyz ¢ = 0 nebo ¢ = —4 (v prvnim pfipadé rovnici vyhovuji
vSechna celd ¢isla © £ —14, v druhém pak vSechna celd ¢isla z = —6).

B-1I1l-2

Oznaéme A, B, C, D, E, F, G, H vrcholy zminéné krychle a V' vrchol
piilepeného jehlanu (obr. 35). Cisla napsana na boénich sténiach ABFE,

|4
7
/
—A-=->c
)
v
% |
E i F
|
Dy __{__Jc
/
/
/
A B
Obr. 35
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BCGF, CDHG, DAEH ozna¢me postupné ai, as, az a a4, Cisla na
boénich sténdch EFV, FGV,GHV a HEV pfilepeného jehlanu ozna¢me
po fadeé by, ba, b3 a by, ¢islo na podstavé ABCD oznacme c. Dale oznacme
s uvedeny spoleény soucet.

Porovnanim sou¢tt ptisluinych sténam FFV a GHV dostaneme rov-
nost a; = as, analogicky pro dalsi dvojici stén vyjde as = a4. Porovnanim
sou¢tu piislusnych sténdm ABFE a CDHG vyjde by = b3 a analogicky
pro dalsi takovou dvojici stén by = by. Porovnanim souétu prislusnych
sténam CDHG a HEV dostaneme rovnost by = ¢ + a5 a analogicky pro
dvojici stén DAHE a GHV rovnost by = ¢ + a;. Porovnanim soudti
dvou sousednich stén krychle vychazi as + a4 + by = a; + a3 + ba, neboli
2as + by = 2a; + bs, coz dosazenim z poslednich dvou ziskanych rovnosti
davéa rovnost ay = ai, a tedy také b = by = ¢ + a;. MZeme proto
psat a; = as =az = a4 =a, by = by =bz3 =by =b=a-+cazrov-
nosti souctu prislusnych podstavé a jedné z bocénich stén krychle vychazi
4a = 2a+ b+ ¢ = 3a + 2¢, takze a = 2¢, b = 3¢ a celkovy soucet vSech
Cisel je c+4a+4b = 21c. Z rovnice 21¢ = 3003 plyne ¢ = 143. Na sténach
devitisténu jsou napsana Cisla 143, 286 (Gtytikrat) a 429 (Styfikrat).

Pozndmka. Ulohu je mo7no fedit i vypsanim a naslednym FeSenim
soustavy deseti linedrnich rovnic pro devét neznamych ¢isel zapsanych
na sténach télesa a desdtou nezndmou rovnou jednotnému souctu.

B-11-3

Oznaéme S stfed strany AB a T bod dotyku polokruznice k se stra-
nou CD. Jestlize je AB zékladnou daného lichobézniku, je CD || AB
a |AB| + |BC| + |CT| = 2|AB| = 16cm (obr.36). Ozname A; kolmy

D z A T C
Ql Y

|

|

|

|

l .
A S B
Obr. 36

primét vrcholu A na pfimku CD. Protoze [T D|+|DA| = 28 cm—16 cm =
= 12cm > |AA;| + |A1T| = 8cm, lezi vrchol D na polopfimce T'A; za
bodem A;. Ozna¢me velikost |41 D| = zcm, |DA| = dem. Pro disla z,
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d dostavame soustavu rovnic d + = = 8, d®> = 22 4 42 (Pythagorova
véta pro trojahelnik AA; D), kterou snadno upravime na tvar d + z = 8,
(d—2z)(d+z) =16, tj. d+ 2 = 8, d — z = 2. Soustava mé jediné FeSeni
d =5, z = 3. Zbyvajici strany daného lichobézniku maji tedy velikosti
4cm, 11cm a 5cm.

Je-li AB ramenem daného lichobézniku ABCD, je AB L BC || AD
(obr. 37), takze obé zédkladny BC a AD se dotykaji polokruznice k v od-

c

b—d

Obr. 37

povidajicich vrcholech B a A. Ozna¢me b shodné useky tecen z vrcholu C
a d shodné tseky tecen z vrcholu D k polokruznici k. Ze znalosti obvodu
tak dostavame (v centimetrech) rovnost 28 = 8+2b+-2d neboli b+d = 10.
Z rovnobé&znosti BC' || AD plyne |b—d| = /(b + d)? — 82 = 6. Vzhledem
k soumérnosti podle osy dané polokruznice k staci uvazovat jen jednu
z moznosti, napft. b > d. Soustava b+ d = 10, b — d = 6 ma jediné feseni
b = 8, d = 2, takze zbyvajici strany daného lichobéZniku maji v tomto
pripadé velikosti 8 cm, 10cm a 2cm, coz plati i v pripadé b < d.

B-1l-4

Podle zaddni zname pfimku K N, na niz lezi vyska v,. Protoze vyska vy, je
soumérné sdruzend s v, podle osy zdkladny AB hledaného rovnoramen-
ného trojuhelniku ABC, na niz zaroveii lezi jeho tfeti vyska v., pokusime
se najit prusecik V' téchto vysek. Ten mé tu vlastnost, Ze bod L lezi na
pfimce soumérné sdruzené s v, = KN podle VM = v, (obr. 38). Jakmile
bod V najdeme, budeme zaroven znat polohu vSech t¥i vysek trojthel-
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niku ABC, takZe az na podobnost muzeme sestrojit i hledany trojahelnik
ABC.
c

vy D L

ve d M
Obr. 38

Predpokladejme, Ze bod V na pfimce KN ma pozadovanou vlastnost
(obr.39). Ze soumérnosti ptimek VL a VN podle VM plyne rovnost
vyznacenych thlt s vrcholem V. Z rovnobéznosti pfimek KN a LM
dostavame, Ze stejnou velikost mé i ithel LMV, takze trojuhelnik MV L
je rovnoramenny se zékladnou MV. Je tudiz |LV| = |LM| a bod V
najdeme jako prusecik piimky KN s kruznici k(L;|LM|). Protoze dle
predpokladu je |KL| < |KN| = |LM|, existuji takové priseciky dva.

k
V K N

Va

L M
Obr. 39

Nyni dokon¢ime konstrukci trojihelniku ABC. Nejprve sestrojime
pomocny trojthelnik A’B’C’, ktery bude stejnolehly s hledanym troj-
thelnikem ABC, a to tak, Ze na pfimce K N libovolné zvolime bod A’ # V
(na obr.40 je jako bod A’ zvolen dany vrchol K), sestrojime bod B’
soumérné sdruzeny s bodem A’ podle VM a vrchol C’, v némz kol-
mice na B’V vedend bodem A’ protne pfimku VM. Protoze méa platit
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|AB| = |KL|, trojuhelnik ABC' sestrojime uzitim té stejnolehlosti se
stfedem V, ktera znadmou tsecku A’ B’ prevede na hledanou tisecku AB

By
vV A=K 4 N
Az o
/
1 C
B
B
'L M
Obr. 40

dané délky |K L| (takové stejnolehlosti jsou dvé). Pro kazdy z moznych
bodt V' tak bude mit tloha dvé feSeni (na obr.40 trojahelniky A, B;Ch
a Ay BoCy, na obr. 41 trojthelniky A3 B3Cs a A4 B4Cy) sttedové soumérna
podle prislusného pruseciku vysek.

Cy B
/{;3
K=4_- Ay
AN N
By
Cs
L M
Obr. 41
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