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Kategorie P

Texty tloh

P-1-1

V tovarné bude zahédjena vyroba nového typu vyrobku. Vyroba je po-
psana presnym technologickym planem, jenz stanovi, jaké vSechny vy-
robni operace je tfeba vykonat a jak dlouho kazdé z téchto operaci trva.
Pro kazdou vyrobni operaci P je dile znam seznam operaci, které musi
byt provedeny ptred za¢atkem operace P (nazveme je predchdzejici ope-
race).

Majitelé tovarny chtéji vyrobu zorganizovat tak, aby bylo mozné
dokondéit prvni novy vyrobek v co nejkratsim éase. V tovarné lze sou-
¢asné provadét libovolny pocet vyrobnich operaci, kazdou operaci je vSak
mozné zahajit az po dokonceni vSech ji pfedchézejicich operaci. Jinak
mohou byt jednotlivé vyrobni operace provadény v jakémkoliv pofadi.
Muzete predpokladat, ze vyroba podle zadaného technologického planu
je mozna.

Napiste program, ktery ze vstupniho textového souboru TOVARNA . IN
precte technologicky plan vyroby nového vyrobku a do vystupniho tex-
tového souboru TOVARNA.OUT vypisSe nejkratsi cas, v jakém lze vyrobit
prvni novy vyrobek.

Soubor TOVARNA. IN obsahuje na prvnim fadku pocet vyrobnich ope-
raci N (N £ 100). Na dalsich N fadcich se nachazeji informace o jed-
notlivych vyrobnich operacich, na i-tém fadku o operaci ¢islo 4. Infor-
mace o kazdé vyrobni operaci se sklada z nékolika ¢isel oddélenych me-
zerou. Prvni ¢islo udava, jak dlouho operace trva, dale nasleduji ¢isla
predchazejicich operaci. Radek je ukonéen éislem —1. Pro zhotoveni no-
vého vyrobku je tfeba vykonat vSech N zadanych vyrobnich operaci.
Jednotlivé operace je mozné provadét v libovolném poradi, kazda ope-
race vSak miuze byt zahdjena az po dokonceni vSech ji predchazejicich
operaci.
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Soubor TOVARNA.OUT bude obsahovat jediny fadek, na kterém bude
zapsan Cas, za jak dlouho od zahajeni vyroby lze dokoncit prvni novy
vyrobek.

Priklad: Soubor TOVARNA.IN Soubor TOVARNA.OQUT
4 7
23 -1
33 -1
3 -1
112 -1
P-1-2
Je déna mnozina A = {aj,as,as,...,an} (N 2 1), kterou budeme

nazyvat abeceda. Prvky abecedy budeme nazyvat znaky. Retézcem nad
abecedou A je kone¢né posloupnost prvka z mnoziny A (znakt). Vybrany
podretézec vznikne z fetézce vynechanim nékterych jeho znaku, pri¢emz
poradi zbyvajicich znaku fetézce zachovame beze zmén. Permutace prvka
mnoziny A je Fetézec, v némz se kazdy prvek mnoziny A vyskytuje pravé
jednou.

Priklad: Necht N = 3, A = {a, b, c}. Potom z Fetézce abcabccb mizeme
vytvorit naptiklad vybrané podietézce ab, aac, bbeb, abbb, abe, cab. Z nich
pouze abc a cab jsou permutace mnoziny A.

Soutézni dloha. Naleznéte co nejkratsi Fetézec nad abecedou A =
= {a,b,c,...,0} (N = 15), ktery obsahuje vSechny permutace prvka
mnoziny A jako vybrané podretézce, pficemz kazdy znak se v ném vy-
skytuje nejvyse N-krat. Podrobné popiste také zpusob, jak jste tento
fetézec nasli, a priloZte a popisSte vSechny algoritmy a programy, které
jste pritom pouzili. Vysledny fetézec ulozte do souboru RETEZEC. TXT.

Priklad: Napfiklad pro abecedu A = {a,b,c} (N = 3) vyhovuje feté-
zec acbacab, protoze se v ném nachdazeji viechny permutace abce, ach, bac,
bea, cab, cba jako vybrané podretézce. Zaroveri je tento fetézec nejkratsim
Fetézcem nad abecedou A spliiujicim tuto podminku.

P-1-3

V jisté zemi existuje N politickych stran. Kazda ze stran ma mezi obyva-
telstvem urcité preference, pficemz zadné dvé strany nemaji stejné prefe-
rence. Agentury pro vyzkum vefejného minéni dokazou provést prizkum,
ktery pro libovolné dvé politické strany umoziiuje pfesné zjistit, ktera

102



z nich m4 preference nizsi a kterd vyssi. Tento prizkum je vSak pomérné
drahy a da se pouzit vZdy jen pro dvé vybrané politické strany.

Jedna agentura chce zjistit, kterd ze stran v zemi ma nejvyssi a ktera
nejnizsi preference. Bude postupovat tak, Ze pro rizné dvojice stran pro-
vede vySe popsany prizkum vefejného minéni. Chce pfitom vykonat co
nejméné pruzkumi.

Napiste program, ktery bude fidit ¢innost agentury. Tento program
nejprve precte pocet stran N (1 < N < 100). Strany si pro jednoduchost
olislujeme ¢isly 1,2..., N. Program potom v cyklu vzdy vypise, pro
které dvé strany se mé provést pruzkum, a nésledné pfecte ze vstupu
vysledek tohoto prizkumu — é&islo strany s vétsimi preferencemi. Kdyz
program timto zptisobem ziské dostatek udaja potfebnych k tomu, aby
urdil politické strany s nejvysSimi a s nejniz$imi preferencemi, vypise
odpovéd a skondi.

Dbejte zejména na to, aby program dal vidy spravnou odpovéd a aby
pouzil co nejméné prazkumi. Odhadnéte, kolik nejvice prizkumi muze
vas program potfebovat pro N stran.

Priklad: Uvedeme priklad ¢innosti programu pro tii strany, pricemz
texty vypisované programem jsou od zacatku fadku a odpovédi uzivatele
jsou zadany v Fadcich zacinajicich znakem >.

Zadej poCet stran:

>3

Proved prizkum 1,2

> 2

Proved prizkum 1,3

>3

Proved prizkum 2,3

> 2

Nejvy88i preference ma strana 2, nejnizsi 1

P-1-4
Minského registrovy stroj

Minského registrovy stroj je jednoduché vypocetni zatrizeni. K dispozici
mé nékolik registrti oznacenych Ry, Ry, Rs, . . ., pfiemz v kazdém registru
muZe byt uloZeno jedno libovolné velké nezaporné celé ¢islo.

Minského registrovy stroj mtze mit jeden nebo vice vstupi, jejichz
hodnoty jsou na zacatku vypoctu ulozeny v registrech Ry, ..., Ry, kde k
je pocet téchto vstupi. Ostatni registry jsou na zacatku vypoétu inicia-
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lizovany na hodnotu nula. Po skonceni vypoctu Minského registrového
stroje je vysledkem hodnota ulozend v registru Rj.
Kazdy Minského registrovy stroj je fizen pevné danym programem.
V programu se mohou vyskytovat tyto prikazy:
> ZvysSeni hodnoty v daném registru o 1.
> SniZeni hodnoty v daném registru o 1 (pokud je v registru nula,
hodnota se nezméni).
> Test na nulu zjisti, zda je v daném registru nula.
Registr je uréen svym &islem. Cislo registru je v piikazu vidy pevné
zadano, neni tedy mozné k urceni registru pouzit obsah jiného registru.
Programy budeme zakreslovat do schémat, pficemz zvySeni hodnoty
registru R; budeme znacit obdélnikem s napisem R;++, sniZeni hodnoty
registru R; budeme znadit obdélnikem s napisem R;--, test na nulu v re-
gistru R; zna¢ime ovalem s napisem R;?. Zacatek programu oznacujeme
pismenem Z v krouzku a konec programu pismenem K v krouzku (pro-
gram muze mit i vice konci, ale jen jeden zacétek). Jednotlivé prikazy
jsou pospojovany Sipkami, které urcuji tok fizeni programu. Z obdélniku
vychazi vzdy jedind Sipka. Z ovéalu vychézeji dvé sipky, pfricemz jedna
z nich je oznacena nulou (po ni pokracuje vypocet tehdy, kdyz byla
v testovaném registru nula, v opa¢ném pripadé vypocet sleduje druhou
sipku). Jestlize v programu za sebou nasleduje nékolik piikazt zvySeni
nebo snizeni, mizeme je napsat pod sebe do jednoho obdélniku.

Priklad: Sestrojte stroj, ktery bude mit na vstupu &isla z a y (ulozena
v registrech R; a Ry) a ktery vypocita jejich soucin z -y (ulozi ho do
registru Ry).

RESENI. Stroj fesici tuto ulohu vi-
dime na obrazku. Tento stroj vzdy odecte
od registru R; jednicku a k registru Ro
pricéte ¢islo y (obsah registru Rsy). To pro-
vadi tak dlouho, dokud v registru R, neni
nula. Cislo y se tedy do registru Rq piicte

celkem z-krét, takze dostaneme spravny R3? :
vysledek.

Podivejme se nyni na to, jak se pro- Roy-- Rs—-
vadi pricteni éisla y k Ry. Opét v cyklu Ra++ Ro++
snizujeme hodnotu registru R, a zvy- Ro++ l
Sujeme hodnotu registru Ry, dokud ne- ‘_—l

mame v registru Ro nulu. Tehdy jsme
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do Ry pridali presné y. Problém vsak spociva v tom, Ze v registru Ro

mame nyni nulu, ale pro dalsi prubéh vypoctu tam potiebujeme vlozit

zpét hodnotu y. Proto v cyklu kromé snizeni Ry a zvySeni Ry jesté zvy-

Sime R3. Tim si zajistime, ze po skon¢eni cyklu mame hodnotu y ulozenou

v registru R3. Nyni ji musime odtamtud ptrenést zpét do registru Rs. To

provedeme v dalsim cyklu, v némz soucasné snizujeme R3 a zvySujeme

Ro, dokud v R3 neni nula. V tom okamziku mame v Ry opét ptuvodni

hodnotu y a mizeme zacit s dalsim kolem vypoctu.

Soutézni dlohy:

a) Sestrojte Minského registrovy stroj s jednim vstupem n, ktery vypo-
Cita cislo 2.

b) Sestrojte Minského registrovy stroj s jednim vstupem n, ktery vy-
pocita Fibonacciho éislo F},. VA$ stroj pfitom muze pouzivat pouze
registry Ro, R1, Ro, R3.

Fibonacciho ¢isla jsou definovéana nésledujicim vztahem:

P 1, jestlize n < 2,
" | Fno_y + Fu_o, jestlize n = 2.

P-l1-1
Sit
Ve vypocetnim stfedisku maji N pocitact oéislovanych od 1 do N. Poci-
tade jsou navzdjem propojeny jednosmérnymi spoji. Jestlize je ,,pocitac i
pripojen k pocitaci j, zZnamena to, ze pocitac ¢ muze posilat zpravy po-
&itaci j (ale ne naopak). JestliZe je pocitac ¢ pfipojen k poéitaci j, mize,
ale nemusi byt pfipojen také pocitaé j k pocitaci i. (Zadny pocitac neni
pfipojen sdm k sobé.)

Do vypocetniho stfediska nyni koupili novy centralni pocitac. Je tfeba
zajistit, aby tento novy pocita¢ mohl poslat zpravu vSem ostatnim podci-
ta¢tum. Musime ho proto pfipojit k nékterym dalsim pocitacum tak, aby
se z néj dala poslat zprava libovolnému poéitaci p bud pfimo (tj. cent-
ralni pocitaé je pfipojen k pocitadi p), nebo pres nékolik jinych poéitaci
(tj. existuji pocitace aq, as, . .., ar takové, Ze centralni pocitac je pfipojen
k pocitaci a1, proi = 1,2,...k — 1 je pocita¢ a; pfipojen k poditaci a;41
a pocita¢ ay je pfipojen k pocitaci p). Kvili uspofe kabelt je pfitom
nutné minimalizovat pocet pocitaci, ke kterym bude novy centralni po-
¢itac pripojen.
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Soutézni tloha. Je dan pocet pocitaca N. Pro kazdy pocitac i (1 <
< ¢ £ N) je dén pocet pocitaci d;, k nimz je dany pocita¢ pfipojen,
a déle je dan seznam téchto pocitaci a;i,as,...a;q,. Napiste program,
ktery vypiSe seznam pocitaci, k nimz je tfeba pfipojit novy centralni
pocitaé tak, aby jejich pocet byl minimalni. Pokud je moZné centralni
pocitac pripojit vice zpusoby, vypiste libovolny jeden z nich.

Priklad: vstup: vystup:
N=7 2,4,7
dy = 1, pfipojeni: 2 (Jiné mozné FeSeni je 1,4,7.)
do = 2, pfipojeni: 1 5
ds = 1, pfipojeni: 6
dy = 2, pfipojeni: 3 6
ds = 1, pfipojeni: 3
de¢ = 1, pfipojeni: 5
d7 = 0, pfipojeni:
P-11-2
Posloupnost
Necht A = (aj,as,...,apn) je posloupnost celych ¢isel. Posloupnost A’

nazveme vybranou podposloupnosti této posloupnosti, jestlize vznikne
z posloupnosti A vynechdnim nékterych jejich ¢lend, pricemz potradi
ostatnich prvka zachovame. Spole¢né vybrand podposloupnost posloup-
nosti A, B je kazda takova posloupnost C, ktera je vybranou podpo-
sloupnosti obou posloupnosti A i B.

Priklad: Necht A = (1,11,2,1,4,99), B = (9,4,1,2,7,1,99). Posloup-
nost (1,2,1,99) je spoleénou vybranou podposloupnosti posloupnosti A,
B. Posloupnost (1,2, 4) je vybranou podposloupnosti posloupnosti A, ale
neni vybranou podposloupnosti posloupnosti B, takzZe neni ani spoleénou
vybranou podposloupnosti A a B.

Soutézni tloha. Mame diny dvé posloupnosti celych ¢isel A =
= (ay,ag,...,ap) a B = (by,ba,...,by) s délkami M, resp. N. Tyto
posloupnosti jsou uloZeny v polich a[1..M], resp. b[1..N], jejichZ obsah
neni dovoleno ménit. UvaZzujme takovou spoleénou vybranou podposloup-
nost posloupnosti A a B, ve které soucet vSech jejich ¢lent je nejvétsi
mozny. NapiSte program, ktery vypise soucet ¢lent takovéto posloupnosti.

Poznamka. Existuje algoritmus, ktery tuto tlohu fesi v ¢ase imérném
M - N a paméti, jejiz velikost je imérna mensimu z é&isel M, N.
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Priklad:

vstup: vystup:

M=6N=T1 103

A=(1,11,2,1,4,99) (Vybrané podposloupnosti se sou¢tem 103
B=(9,4,1,2,7,1,99)  existuji dvé: 4,99 a 1,2,1,99.)

P-11-3
Volby

V jisté zemi pravée skonéily volby. Kazdy voli¢ v nich hlasoval pro jednoho
z navrzenych kandidata. Vitézem voleb se stane kandidat, pro kterého
hlasovala nadpoloviéni vétsina voli¢iu. Mate k dispozici vysledky hlaso-
vani jednotlivych voli¢h a mate co nejrychleji zjistit, ktery kandidat vy-
hral volby.

SoutéZni uloha. Voleb se ztcdastnilo N voli¢a ocislovanych od 1 do N
a M kandidatt ocislovanych od 1 do M (nékteri kandidati vSak nemuseli
ziskat ani jeden hlas). Vysledky hlasovani jsou uloZeny v poli a, pficemz
plati, ze voli¢ i (1 £ ¢ £ N) hlasoval pro kandidata ¢islo a;. Obsah tohoto
pole nesmite ménit.

Napiste program, ktery zjisti, zda existuje kandidat, pro kterého hla-
sovalo vice nez %N volict. Jestlize takovy kandidat existuje, program
vypise jeho ¢islo, pokud ne, program vypise, ze takovy kandidat neexis-
tuje.

Pozndmka. Cisla M a N mohou byt velmi velké. SnaZte se proto, aby
va$§ program pracoval co nejefektivnéji a aby pouzival co nejméné paméti.

Priklad: vstup: vystup:
N=9 Vyhrél kandidat 2.
A=1{2,3,2,2,3,50001,3,2,2}
vstup: vystup:
N =10 Nevyhral zddny kandidat.

A=1{221,4,3,2,1,2,100,2}

P-11-4
Minského registrové stroje

(Oproti domécimu kolu je popis registrového stroje rozsifen o novy druh
piikazu — vypocet hodnoty funkce.)
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Minského registrovy stroj je jednoduché vypocetni zarizeni. K dis-
pozici ma nékolik registru oznacenych Ro, R, Ra, .. ., pfi¢emz v kazdém
registru muze byt uloZeno jedno libovolné velké nezaporné celé ¢islo.

Minského registrovy stroj muze mit jeden nebo vice vstupt, jejichz
hodnoty jsou na zaéatku vypoctu ulozeny v registrech Ry, ..., Ry, kde k
je pocet téchto vstupt. Ostatni registry jsou na zacatku vypoctu inicia-
lizovany na hodnotu nula. Po skonceni vypoc¢tu Minského registrového
stroje je vysledkem hodnota ulozena v registru Ry.

Kazdy Minského registrovy stroj je fizen pevné danym programem.
V programu se mohou vyskytovat tyto prikazy:

> Zvyseni hodnoty v daném registru o 1.

> SniZeni hodnoty v daném registru o 1 (pokud je v registru nula,
hodnota se nezméni).

> Test na nulu zjisti, zda je v daném registru nula.

> Vypocet hodnoty funkce F. Tento ptikaz vezme obsah urceného vstup-
niho registru (ozna¢me tuto hodnotu registru jako z), vypocitd hod-
notu F'(z) a ulozi ji do uréeného vystupniho registru. Obsah vstupniho
registru po provedeni tohoto pfikazu neni definovan (mize v ném byt
libovolné nezaporné ¢islo).

Registr je uréen svym &islem. Cislo registru je v pfikazu vidy pevné
zadano, neni tedy mozné k urceni registru pouzit obsah jiného registru.

Programy budeme zakreslovat do schémat, pficemz zvyseni hodnoty
registru R; budeme znacit obdélnikem s napisem R;++, snizeni hodnoty
registru R; budeme znacit obdélnikem s nédpisem R;--, test na nulu
v registru R; znaéime ovéalem s napisem R;?. Pfikaz na vypocet funkce F’
se vstupnim registrem R; a vystupnim registrem R; znacime obdélnikem
s napisem R; «— F(R;) (vstupni a vystupni registr musi byt navzajem
ruzné).

Zacatek programu oznac¢ujeme pismenem 7Z v krouzku a konec pro-
gramu pismenem K v krouzku (program muze mit i vice konct, ale jen
jeden zac¢atek). Jednotlivé piikazy jsou pospojovany sipkami, které urcuji
tok Fizeni programu. Z obdélniku vychazi vzdy jedina Sipka. Z ovélu vy-
chazeji dvé sipky, pficemz jedna z nich je oznacena nulou (po ni pokracuje
vypocet tehdy, kdyz byla v testovaném registru nula, v opaéném ptipadé
vypocet sleduje druhou §ipku). Jestlize v programu za sebou néasleduje
nékolik prikazti zvysSeni, snizeni a vypoctu hodnoty funkce, mtzeme je
napsat pod sebe do jednoho obdélniku.

Priklad. Necht F(z) je pfedem dand, ale nezndma funkce. Sestrojte
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registrovy stroj, ktery dostane na vstupu jedno ¢islo n (ulozené v regis-
tru R;) a ktery spoéitd soucet F'(0) + F(1)+ ...+ F(n —1) (ulozi ho do
registru Ry).

0

R37?

Ry—-
Ry++ Ri+# Ro++

Ry++| L1 L1

L]

RESENI. Stroj fesici zadanou tlohu vidime na obrazku. Tento stroj pra-
cuje v cyklu. Pfi kazdém prichodu cyklem snizi hodnotu ulozenou v re-
gistru Ry o jednicku, vypocita hodnotu funkce F'(R;) a pficte ji k re-
gistru Ry. Budeme potfebovat nékolik pomocnych registri. Registr R3
bude slouzit jako vstupni registr pro vypocet funkce F'. Do tohoto re-
gistru zkopirujeme obsah registru R; tak, Ze nejprve ,pfesypeme obsah
registru R; do registri R3 a R4 a potom zpét obsah R4 do R;. Nyni
muzeme pouzit piikaz na vypocet funkce F. Vysledek vypoctu funkce se
zapiSe do registru R,. Na dokonceni jednoho prichodu cyklem nyni staci
,Prisypat®“ obsah Ry do registru Ry a vynulovat registr R3.

Soutézni tlohy:

a) Necht F(z) je néjakd pfedem dand, ale neznidmé rostouci funkce.
(Funkce F je rostouc, jestlize pro vSechna z plati F'(z + 1) > F(x).)
Sestrojte registrovy stroj s jednim vstupem y, ktery bude pocitat
funkci G(y) inverzni k funkci F'. Pfesnéji feceno, vysledek vypoctu
registrového stroje G(y) = z, kde z je nejmensi takové nezdporné
celé &islo, pro které plati F'(z) = .

Priklad. Pfedpokladejme, Ze F(x) = 22 + 6. Potom pro vstupni hod-
notu y = 5 by mél stroj vypodéitat vysledek 0 (protoze F(0) = 5
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a 0 je nejmensi nezdporné celé ¢islo). Pro vstup y = 10 je spravnym
vystupem 2, pro vstup y = 11 je spravna vystupni hodnota 3.

b) Sestrojte Minského registrovy stroj s jednim vstupem n, ktery zjisti,
zda je zapis ¢isla n ve dvojkové soustavé palindromem. Palindrom je
posloupnost cifer, ktera je stejnd, kdyz se ¢te zepfedu i zezadu (neni
povoleno dopisovat nuly na zacatek zapisu ¢isla). Stroj bude na konci
vypoctu obsahovat v registru Ry jednicku v pfipadé, ze dvojkovy zapis
¢isla n je palindrom, nebo nulu v pfipadé, Ze palindromem neni.
Priklad. Zapisy cisel 019 = 02 nebo 21,9 = 101015 ve dvojkové sou-
stavé jsou palindromy, zapisy ¢isel 1039 = 10102 a 1179 = 10115 pa-
lindromy nejsou.

P-Ill-1

Jednosmeérky

V centru mésta je N dulezitych kiizovatek ocislovanych od 1 do N,
které jsou pospojovany M cestami. Cestou rozumime asfaltovy koberec
spojujici dvé konkrétni kiizovatky. Mezi libovolnymi dvéma kiizovatkami
muze vést nejvySe jedna cesta. VSechny cesty jsou obousmérné a na
kazdou kfizovatku se lze po téchto cestdch dostat ze vSech ostatnich
kifizovatek, tzn. pro libovolnou dvojici kfizovatek 7 a j, i # j, existuji
kiizovatky ai,as,...,ar takové,ze a1 =i,ar = japroi=1,2,... . k—1
vede mezi kfizovatkami a; a a;11 cesta. Pro acely této tlohy budeme
k¥izovatkou oznacovat i misto, do néhoz vede jen jedina cesta (pfipadné
dvé cesty).

V ramci zvySovani dopravni bezpec¢nosti se méstska rada rozhodla co
nejvice cest ,zjednosmérnit“. To znamend, Ze pokud mezi kfizovatkami
i a j existuje cesta, po ,zjednosmérnéni od ¢ k j“ (oznacujeme i — j)
bude po této cesté povoleno jet z kiizovatky i na kfizovatku j, ale ne
naopak. Méstskd rada mé jedinou podminku: z kazdé kfizovatky musi
byt mozné dojet na vSechny ostatni k¥izovatky pri dodrZeni ptikdzaného
sméru jizdy.

Yw_ 2

SoutéZni tloha. Je dan pocet kiizovatek N a pocet cest M. Déle je
déno takovych M dvojic kfizovatek {1, j}, ¢ # j, Ze mezi kiiZovatkami i
a j vede cesta. NapiSte program, ktery vypiSe vSechny ,zjednosmérnéné®
cesty a jejich povoleny smér jizdy tak, aby byl pocet zbyvajicich obou-
smérnych cest minimalni. JestliZe existuje vice moznych feSeni, vypiste
jedno libovolné z nich.
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Priklad: vstup: N =8, M =10  vystup:

{1,2} 2—3
(2,3} 3-8
{2,8} 8 =2
{3,4} 4—5
(3,8} 56
{4,5} 6 —7
{4,7} 74
{5,6} 517
{5,7} (Jinym moZnym FeSenim je
{6,7} pfesmérovat {5,7} na 7 — 5.)
P-1ll-2
Volby

V jisté zemi praveé skondéily volby. Kazdy voli¢ v nich hlasoval pro jednoho
z navrzenych kandidat. Za poslance mistniho shromézdéni jsou zvoleni
vsichni kandidéti, pro které hlasovala vice nez jedna k-tina vsech voli¢.
Vsimnéte si, Ze v takovychto volbach je mozné zvolit nejvyse k — 1 kan-
didatt (mozné jich ale bude zvoleno méné). Méte k dispozici vysledky
hlasovéni jednotlivych voli¢t a mate co nejrychleji zjistit, ktefi kandidati
byli zvoleni do zastupitelstva.

SoutéZni tloha. Voleb se ztcastnilo N voli¢t oéislovanych od 1 do N
a M (M £ N) kandidata oéislovanych od 1 do M (néktefi kandidéti
v8ak nemuseli ziskat ani jeden hlas). Vysledky hlasovani jsou uloZeny
v poli a, pficemz plati, Ze voli¢ i (1 £ ¢ £ N) hlasoval pro kandidéta
&islo afi]. Obsah tohoto pole nesmite ménit. Dale mate déno &islo k = 2
(velmi malé v porovnani s N). Napiste program, ktery vypise &isla vSech
kandidéata, pro néz hlasovalo vice nez N/k voli¢a.

Pozndmka. Cisla M a N mohou byt velmi velka. Snaite se proto,
aby vas$ program pracoval co nejefektivnéji a aby pouzival co nejméné
pameéti.

Priklad 1: vstup: vystup:
N=11,k=3, M =717 Zvoleni jsou kandidati 1, 2.
A=(1,2,3,2,1,1,7,2,3,2,1)

Priklad 2: vstup: vystup:
N=8 k=4, M =14 Nebyl zvolen zddny kandidat.

A=(1,2,3,3,4,2,4,1)
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P-1II1-3
Minského registrové stroje

Definice. (Oproti doméacimu kolu se studijni text 1isi prikladem sestaveni
Minského stroje z bloku.)

Minského registrovy stroj je jednoduché vypocetni zatrizeni. K dispo-
zici mé nékolik registri oznacenych Ry, Ry, Ra, ..., pficemz v kazdém
registru muze byt ulozeno jedno libovolné velké nezaporné celé ¢islo.

Minského registrovy stroj mize mit jeden nebo vice vstupi, jejichz
hodnoty jsou na zacatku vypoctu ulozeny v registrech Ry, ..., Ry, kde k
je pocet téchto vstupt. Ostatni registry jsou na zacatku vypoctu inicia-
lizovany na hodnotu nula. Po skonceni vypoc¢tu Minského registrového
stroje je vysledkem hodnota uloZena v registru Ry.

Kazdy Minského registrovy stroj je fizen pevné danym programem.
V programu se mohou vyskytovat tyto prikazy:

> Zvyseni hodnoty v daném registru o 1.
> SniZen? hodnoty v daném registru o 1 (pokud je v registru nula,
hodnota se nezméni).
> Test na nulu zjisti, zda je v daném registru nula.
Registr je uréen svym &islem. Cislo registru je v pifkazu vidy pevné
zadano, neni tedy mozné k urceni registru pouzit obsah jiného registru.

Programy budeme zakreslovat do schémat, pficemz zvySeni hodnoty
registru R; budeme znacit obdélnikem s napisem R;++, sniZeni hodnoty
registru R; budeme znacit obdélnikem s napisem R;--, test na nulu v re-
gistru R; znac¢ime ovalem s napisem R;?7. Zacatek programu oznacujeme
pismenem Z v krouzku a konec programu pismenem K v krouzku (pro-
gram muze mit i vice konct, ale jen jeden zacatek). Jednotlivé prikazy
jsou pospojovany Sipkami, které urcuji tok fizeni programu. Z obdélniku
vychéazi vzdy jedind Sipka. Z ovalu vychazeji dvé sipky, pficemz jedna
z nich je oznacena nulou (po ni pokracuje vypocet tehdy, kdyz byla
v testovaném registru nula, v opa¢ném ptipadé vypocet sleduje druhou
gipku). Jestlize v programu za sebou ndsleduje nékolik ptikazt zvySeni
nebo snizeni, muzeme je napsat pod sebe do jednoho obdélniku.

vvvvv

7e nékteré ¢asti potfebujeme pouzit vicekrat. Abychom se vyhnuli opa-
kovanému kresleni stejnych skupin pfikazt, budeme je seskupovat do
blokt. Blok je skupina prikazu s jednim uréenym pocateénim prikazem
a s jednou nebo vice vystupnimi Sipkami. Kazdy blok musime nejprve de-
finovat, tj. nakreslit pfislusnou skupinu prikazi. Definovany blok potom
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muZeme pouzit na libovolném misté pti kresleni schématu registrového
stroje (pfipadné pii definovani jinych bloka). Blok zna¢ime obdélnikem
s vepsanym jménem bloku, z tohoto obdélniku vychazi prislusny pocet
Sipek. V definici bloku muZeme nékteré registry oznacit proménnymi.
Za tyto proménné se dosadi konkrétni registry az na misté, kde se blok
pouzije (v tom piipadé napiSeme do obdélniku za jméno bloku do zavorek
registry, které se maji dosadit za jednotlivé proménné). Proménnym, za
které nedosadime zadny registr, se nakonec prifadi nepouzité registry
(kazda kopie proménné maé vlastni registr). Pouziti blokt nejlépe objasni
priklad.

Uloha: Sestrojte stroj, ktery bude mit na vstupu ¢slo n (uloZené
v registru R;) a ktery vypodcitd soucet druhych mocnin ¢isel od 0 do n
(vysledny soudet ulozi do registru Ry).

| — } |

y++ ADD(z, y)
A B

Blok ADD a jeho
schématicka znacka

RESEN{. Nejprve nadefinujeme blok ADD(z,y), ktery k registru = pficte
obsah registru y (obsah registru y se

pfitom zachova). Tento blok bude po- @
uzivat jeden pomocny registr p, kte-
rému neni explicitné pfifazen zadny
konkrétni registr. Bude mit dvé vy- |ADD(R2,R1)]—
stupni Sipky: jestlize je v registru y
nula, pouzije se Sipka A, v opacném

A

pripadé pouzijeme Sipku B.

N&s registrovy stroj bude praco-
vat néasledovné: K obsahu registru Ry
(ktery je na zacatku nulovy) budeme
postupné pficitat n2, (n — 1)2,...,1%2. V registru R; bude vzdy uloZeno
Cislo z, jehoz druhou mocninu pravé pric¢itame. Jestlize z = 0, kon&ime
(vétev A bloku ADD(Ra2, Ry)). V opa¢ném piipadé pomoci ADD(Ry, Ry)
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zkopirujeme obsah R; do Ry (obsah Ry byl predtim nulovy) a pomoci
cyklu a dalsitho bloku ADD pficitdme do Ry a-krat ¢islo z. (VSimnéte
si, ze v Ry je po probéhnuti tohoto cyklu opét nula.) Tento postup opa-
kujeme, pfi¢emz snizujeme obsah R; o jednicku.

SoutéZni tloha. Koneénd mnozina nezdpornych celych &isel M =
= {c1,¢2,...,¢cn} se da jednoznacné zakédovat do jednoho nezdporného
n
celého &isla m takto: m = > 2%. (V mnoziné se mize kazdy prvek na-
i=1
chézet nejvyse jednou, tzn. ¢; # c¢; pro i # j.) Jestlize si pfedstavime
zapis Cisla m ve dvojkové soustavé, potom ¢islo ¢ patfi do mnoziny M
pravé tehdy, kdyz c-ty bit zapisu m je jednicka. Bity ¢éislujeme zprava
doleva, tj. nejpravéjsi bit méa ¢islo 0, jeho levy soused éislo 1, atd.
Sestrojte Minského registrovy stroj, ktery dostane na vstupu kéd m
néjaké mnoziny M a Cislo s a zjisti, zda lze ¢islo s vyjadfit jako soucet
nékterych prvkt mnoziny M, tj. zda existuje takova mnozina M’ C M,

7ze Y, c=s. Cislo m je na zagatku vypocétu uloZeno v registru Ry, &islo
ceM’
s v registru Ry. Po skonéeni vypocétu musi registr Ry obsahovat jednicku

v ptipadé, Ze s je souctem nékterych prvka mnoziny M a nulu v opacném
pripadé. Soucet nula prvkia mé definitoricky hodnotu nula.

Priklad. Pro hodnoty m = 203 (11001011 v dvojkové soustavé, tzn.
M = {0,1,3,6,7}), s = 10 je spravny vysledek 1 (10 = 3 + 7). Pro
m = 203, s = 12 je vysledek 0 (protoze 12 nelze ziskat souctem cisel
vybranych z mnoziny M). Pro m libovolné, s = 0 je spravny vysledek 1.

P—1ll-4
Pramen

Program:  pramen.pas / pramen.cpp
Vstup: pramen.in
Vistup: pramen.out

V jistém lazeniském méstecku maji N mineralnich prameni ocislova-
nych 1,2,..., N. Prameny jsou navzajem pospojovany péSinami, pfic¢emz
pésina vede mezi kazdou dvojici pramenti. Turisté obvykle chtéji ochutnat
vodu z kazdého pramenu, ale protoze pésiny nejsou nijak oznacené, obcas
se stane, Ze nékterého zbloudilého turistu najdou az ve vedlejsi doliné.
Spravce lazni se proto rozhodl umistit ke kazdému pramenu pravé jednu
smérovku ukazujici na dalsi pramen, a to tak, Ze turista zacinajici svou
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prochazku u libovolného pramenu a pokracujici ve své cesté podle smé-
rovek obejde postupné vSechny prameny.

Spravece tedy nechal vyrobit N smérovek s ¢isly prament 1,...,N.
Délnici ale prilis nepfemysleli a rozmistili smérovky k pramentim uplné
ndhodné. Tak se stalo, Ze u kazdého pramene sice byla umisténa pravé
jedna smérovka ukazujici k néjakému prameni, ale mohlo se stat, ze pokud
vySel turista od nékterého pramene, tak se k nékterym jinym pramentim
viibec nedostal. Mohlo se dokonce stat, Ze smérovka u nékterého pramene
ukazovala nazpét na ten samy pramen, u kterého byla umisténa.

Spravce vi, Ze na délniky se muze spolehnout jen v této jednoduché
operaci: vzdjemné zaménit smérovky u dvou pevné danych prament p
a g, tzn. jestlize smérovka u pramene p ukazovala na pramen 7 a smérovka
u pramene g ukazovala na pramen 7, tak po této vyméné bude u pramene
p smérovka ukazovat na pramen j a u pramene g bude smérovka ukazovat
na pramen 1.

NapiSte program pro spravce lazni, ktery zjisti, jaké vymény sméro-
vek maji délnici provést, aby bylo mozné podle smérovek obejit vSechny
prameny a aby pfitom pocet provedenych vymeén byl nejmensi mozny.

Vstupni soubor: Vstupni soubor pramen.in obsahuje na prvnim
fadku pocet prameni N (1 < N < 30000). Nasleduje N ¢isel (oddélenych
mezerami nebo konci fadki), pfi¢emz i-tym z nich je ¢islo pramene, na
ktery ukazuje smérovka umisténd u i-tého pramenu.

Vystupni soubor: Prvni fadek vystupniho souboru pramen.out ob-
sahuje minimélni pocet vymén M, které je tfeba provést. Nasleduje M
fadki popisujicich jednotlivé vymeény: (i + 1)-ty fddek vystupniho sou-
boru (1 £ ¢ £ N) obsahuje dvé ¢isla p, ¢ oddélend jednou mezerou,
oznacujici dvojici prament, u nichz je tfeba vyménit smérovky. Vymeény
se provadéji v uvedeném poradi.

Priklad.
pramen.in 7 pramen.out 2
5146237 13
71

Poznamka. Uvedeny vystupni soubor je jednim z moznych spravnych
vystupnich soubori.
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P-1lIl-5
Kina

Program:  kina.pas / kina.cpp
Vstup: kina.in
Vijstup: kina.out

V jisté zemi préavé zacal Mezindrodni Filmovy Festival Umélecké Ki-
nematografie (MFF UK). V zemi je n (1 £ n < 50) mést oznadenych ¢isly
1,2,...,n.V kazdém mésté je jedno kino. O kazdém kiné je zndmo, ktery
film z nabidky filmi MFF UK oéislovanych 1,2,...,t (1 £t < n) v ném
promitaji. Konkrétné, v kiné ve mésté ¢islo 7 promitaji kazdy vecer stejny
film ¢islo f;. Mésta jsou navzdjem pospojovana m obousmérnymi cesta-
mi. Pro kazdou cestu ¢ (1 < ¢ £ m) zname &isla mést z. a k. (2. # ke),
kterd tato cesta spojuje, a také zname jeji délku l. (0 < 1. < 1000). Mezi
kazdou dvojici mést vede nejvyse jedna cesta.

Predpokladejme, Ze mate rozpis k vederi (0 < k& < 1000), pticemz
pro kazdy vecer ¢ (1 £ ¢ < k) je stanoveno cislo filmu p;, ktery byste
chtéli v ten vecer vidét. Nékteré filmy se v rozpisu mohou vyskytnout
i vicekrat. Abyste mohli vecer sledovat naplanovany film, musite se béhem
dne dopravit do nékterého mésta (nezalezi na tom do kterého), v némz
tento film uvadéji. Protoze neradi cestujete, chtéli byste, aby celkova vami
procestovand vzdalenost byla co nejmensi. Prvni den rano se nachéazite
ve mésté Cislo 1. Pri prejizdéni z mésta do mésta je mozné projizdét pres
libovolna jinad mésta. Z kazdého mésta se lze dostat do kazdého a preprava
se stihne vzdy za jeden den. Nezalezi na tom, ve kterém mésté zustanete
po shlédnuti posledniho filmu.

Napiste program, ktery pro kazdé mésto pfecte Cislo promitaného
filmu, dale nacte popis jednotlivych cest a rozpis filmu, které chcete
v jednotlivych dnech vidét, a vypiSe, ve kterém mésté mate jit ktery
vecer do kina, aby vami procestovana draha byla minimélni. Dale vypise
délku této minimalni trasy.

Vstupni soubor: Vstupni soubor kina.in obsahuje na prvnim radku
tfi ¢isla n,m, k. Druhy fadek obsahuje n &isel f1, fo,..., fn. Nésleduje
m Tadka popisujicich cesty, kazdy z nich obsahuje trojici ¢isel z., ke, L.
Posledni fadek obsahuje k ¢isel p1,pa, ..., pr. Kazda dvojice po sobé na-
sledujicich ¢isel v fadku je oddélena jednou mezerou. Muzete predpokla-
dat, ze kazdy film p; (1 £ 7 £ k), ktery cheete vidét, se promita alespon
v jednom mésté.

116



Vystupni soubor: Vystupni soubor kina.out obsahuje na prvnim
fadku délku celkové procestované drahy mezi mésty. Druhy fadek po-
pisuje jednu optimalni trasu. Obsahuje k cisel (kazda dvé po sobé jdouci
&isla jsou oddélena mezerou), i-té &islo v poradi oznacuje mésto, v némz
byste podle zvolené trasy méli vidét film p;.

Pozndmka. Jestlize vystupni soubor obsahuje spravnou minimélni dél-
ku, ale bud neobsahuje Zddny popis optiméalni trasy, nebo obsahuje po-
pis trasy, ktery je chybny, bude feSeni hodnoceno jako ¢astecné spravné
a ziskd pro dany vstup polovi¢ni pocet bodi.

Priklad: kina.in 7T
12314
213
37
45
14
58
3 10
6 0
214321

P N OOR, WD, DNOO

kina.out 49
5326432
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Reseni tloh

P-1-1

Pro vyrobni operaci i ozna¢ime jako h; nejkratsi éas od spusténi vyroby,
v némz muze byt operace i dokonéena. ProtoZe v tovarné lze vykonavat
najednou libovolny pocet vyrobnich operaci, miiZeme vyrobu usporadat
tak, ze kazda operace ¢ bude skuteéné dokoncena v Case h;. Na zhotoveni
celého vyrobku potfebujeme dokoncit vsechny stanovené vyrobni opera-
ce, takze vyrobek je mozné dokondéit nejdfive v ¢ase max{hy, ha,..., hn}.

Zbyva nam spodcitat cas h;. Jestlize vyrobni operace ¢« nemd zadné
predchéazejici operace, muzeme ji okamzité spustit. Hodnota h; je v ta-
kovém piipadé pfimo rovna délce trvani operace i. Pokud operace ¢ mé

néjaké predchézejici operace p1,po, ..., Pk, je tfeba vykonat nejprve tyto
predchézejici operace. Vyrobni operace i mize zaéit nejdiive v ¢ase, ktery
je maximem z Castt hp,,hp,, ..., hp,. KdyZ vime, kdy operace ¢ zacne

a znadme délku jejiho trvani, umime trivialné spocitat, kdy skondi.

Hodnoty h; budeme pocitat rekurzivné. Program obsahuje rekurzivni
funkci urci_cas(7), kterd spocitd hodnotu h;. Pokud operace i nema pred-
chidce, bude to jednoduse ¢as jejiho trvani. Jestlize operace ¢ mé néjaké
predchudce, spusti se funkce urci_cas pro kazdého predchtidce operace
1, z takto ziskanych ¢asti se vezme maximum a k nému se pfipocita cas
trvani operace i. Navic, jakmile vypocitdme hodnotu h; pro néjaké 1,
ulozime si ji do pomocného pole. Kdyz pozdéji zavolame funkci urci_cas
pro stejné i znovu, tato funkce uz nebude znovu podcitat, ale jednoduse
vrati uz vypodcitanou hodnotu z pole.

Nejprve dokdZeme, Ze popsany program vzdy skonéi. Pfedpokladej-
me, Ze bychom pocitali néjakou hodnotu h; a pri jejim vypoétu bychom
potfebovali vypocitat néjakou hodnotu h;, pro pfedchazejici operaci j;.
Pii vypoctu hj, bychom potiebovali vypocitat néjakou hodnotu h;, a tak
bychom se vnotovali hloubéji a hloubéji, az bychom zjistili, Ze k vypoctu
néjakého hj, potiebujeme znét h;. To by zptisobilo nekone¢né volani re-
kurze. Takovyto pfipad v8ak muazZe nastat jediné tehdy, jestlize neni mozné
vykonat operaci i, protoZe operace i se muZe provést az po skonceni j;
a ji lze provést az po skonéeni js atd., a ji je mozné vykonat az po
skonceni 7. Dostali jsme tedy cyklus, takZe i neni mozné provést vibec.
V zadéani je v8ak uvedeno, Ze vSechny operace lze provést, takze tento
pripad nemuze nastat a nas algoritmus vzdy skonéi.
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Na zavér zhodnotime vypoctovou slozitost algoritmu. Predpoklade;j-
me, Ze pro kazdou operaci mame seznam predchazejicich operaci ulo-
zen ve spojovém seznamu. Ozna¢me n pocet vyrobnich operaci a m cel-
kovy pocet predchazejicich operaci pro vSechny operace v technologickém
planu vyrobku. V prvni ¢asti algoritmu nacitidme a ukldddme potfebné
udaje. Tato ¢ast ma Casovou slozitost O(m + n).

V druhé &asti algoritmu zavoldme funkci urci_cas(i) pro kazdé 7 od 1
do n. V ramci kazdého takového volani se funkce mize jesté dale re-
kurzivné volat. Funkei urci_cas(i) voldme pro kazdé i jednou z hlavni
¢asti algoritmu a pro kazdou operaci, pro niz je operace ¢ predchidcem,
tuto funkci opét zavolame. Celkem se tedy vykond m + n volani funkce
urci_cas. Pro kazdou hodnotu ¢ se ale hodnota urci_cas(i) poéita pouze
jednu a pfi dalsich volanich se jen najde vysledek v poli v konstant-
nim ¢ase. Mame tedy presné m volani funkce urci_cas, ktera probéhnou
v konstantnim céase. Zbyvajicich n volani pocitd hodnotu. Pfi volani,
které pocitd hodnotu, se projde seznam vSech predchazejicich operaci
a hledd se maximum z ¢asu. Délka takovéhoto volani je tedy imérna po-
étu predchazejicich operaci (pokud zanedbame ¢as potfebny na vnofena
rekurzivni volani). Celkovy ¢as vSech n volani, kterd po¢itaji hodnotu,
bude tedy O(m+n). VSech m+n volani bude také trvat dobu O(m+n).
Celkova Gasova slozitost algoritmu je proto O(m+n). Pamétova slozitost
je rovnéz O(m + n).

Dveé poznamky na zavér. Pokud bychom vypoéitané hodnoty ve funkci
urci_cas neukladali do pole, ale pocitali bychom je vzdy znovu, dosta-
neme algoritmus s exponencialni ¢asovou slozitosti. V§imnéte si, Ze tilohu
je mozné jednoduse pretransformovat do teorie grafii — operace budou
predstavovat vrcholy grafu a hrany (orientované) povedou vzdy od ope-
race k jejimu predchidci. Ukolem je potom nalézt orientovanou cestu
s nejvétsim souétem cast ve vrcholech. Algoritmus, ktery jsme uvedli,
je v grafové terminologii pouze jednoduchou modifikaci prohledavani do
hloubky.

program P_I_1;

type ppostupy="postupy;
postupy=record {seznam operaci}
postup:integer;
dalsi:ppostupy;
end;
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var predpostupy:array[1..100] of ppostupy;
{seznam piedchazejicich operaci pro kazdou vyrobni operaci}
cas,hotovo:array[1..100] of integer;
{cas[i] je ¢as, kolik trva operace i,
hotovo[i] je nejniZzZi &as, kdy miZe byt operace i hotova}
n:integer; {pocet operaci}

procedure nacti;
var t:text;
i,j:integer;
novy:ppostupy;
begin
assign(t,’TOVARNA.IN’);
reset(t);
readln(t,n); {naéteni po&tu operaci}
for i:=1 to n do begin
read(t,cas[i]); {nacteni Easu jednotlivych operaci}
predpostupy[i] :=nil; {seznam pfedchazejicich operaci}
read(t,j);
while j<>-1 do begin
new (novy) ; {vlozit operaci j do seznamu}
novy~.postup:=j;
novy~.dalsi:=predpostupy[i];
predpostupy [i] :=novy;
read(t,j);
end;
end;
close(t);
end;

function urci_cas(postup:integer) :integer;
{vrati nejmen3i Cas, v némZ miZe byt operace hotova}
var max,kdy:integer;
pom:ppostupy;
begin
if hotovo[postup]=-1 then begin
{pokud jsme Cas je3té& nepolitali, vypocitéame ho
a ulozime do pole ,{"hotovo}, jinak nedé&lame nic}
max:=0;
pom: =predpostupy [postup] ;
while pom<>nil do begin
kdy:=urci_cas(pom~.postup) ;
if kdy>max then max:=kdy;
pom:=pom”.dalsi;
end;
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{max je ¢as, kdy jsou hotové v3echny pfedchézejici operace}
hotovo [postup] :=cas [postup] +max;
end;
urci_cas:=hotovo [postup];
end;

procedure vypocitej;
var i,max,kdy:integer;

t:text;
begin
for i:=1 to n do {inicializace}
hotovo[i]:=-1;
max:=0; {zjistime, kdy skon&i posledni operace}

for i:=1 to n do begin
kdy:=urci_cas(i);
if kdy>max then max:=kdy;
end;
assign(t,’TOVARNA.OUT’);
rewrite(t);
writeln(t,max);
close(t);
end;

begin
nacti;
vypocitej;
end.

P-1-2

Je znamo vice algoritmi na konstrukci fetézce obsahujiciho vSechny per-
mutace znakli dané abecedy jako podfetézce. Nejprve uvedeme priklad
jednoduchého algoritmu, ktery pro N-prvkovou abecedu sestroji retézec
délky N2 — N + 1. Potom ukéZeme komplikovanéjsi algoritmus, ktery
sestroji fetézec délky pouze N? — 2N + 4 (pro N = 3). Neni znamo,
zda existuje i néjaky kratsi fetézec (existuje dolni odhad poétu znaku
takovéhoto Fetézce, tento odhad je viak nizsi nez N2 — 2N + 4).
Nejprve si ukdzeme jednodussi konstrukci fetézce. Méjme N-prvkovou
abecedu {ay,as,...,an}. Retézec bude tvofen N — 1 tuseky tvaru a; x
X az...an a ukonéen bude znakem a;. Napfiklad pro abecedu {a,b, c}
sestrojime Fetézec abcabca. Tento fetézec obsahuje celkem (N —1)- N +
+1= N?2—-N +1 znakt. Pro N = 15 tedy dostavame Fetézec délky 211.
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Zbyvé dokazat, Ze takto sestrojeny retézec skutecné obsahuje kazdou
permutaci znaka abecedy jako vybrany podfetézec. Rozdélime si tedy
fetézec na N — 1 useku tvaru asas...ay. Mezi kazdymi dvéma témito
useky, stejné jako za poslednim a pfed prvnim z nich, se nachazi znak a;.
Vezméme nyni libovolnou permutaci znakt abecedy. Nejprve z této per-
mutace vynechame znak a;. Zbytek permutace je jisté vybranym podfe-
tézcem naSeho Fetézce, nebot z kazdého useku tvaru asas...ay miZzeme
vybrat pravé jeden znak tak, abychom z j-tého tseku vybrali j-ty znak
permutace ruzny od a;.

Necht je nyni znak a; umistén v permutaci na i-tém misté, tzn. pred
nim lezi i — 1 znakt. Potom z fetézce vybereme v poradi i-ty vyskyt
znaku a;. Pfed nim se nachézi i — 1 tsekl tvaru asas...an, a tedy
a; bude i ve vybraném podfetézci na i-tém misté. Dokéazali jsme, Ze
pro libovolnou permutaci znakt abecedy muzeme nalézt takovy vybrany
podretézec naseho fetézce, ktery se této permutaci rovna.

Nyni si popiSeme jinou, slozitéjsi konstrukci. Budeme vytvéaret po-
sloupnost Fetézct T'(1),7(2),7T(3),.. ., pfi¢emz T'(N) obsahuje viech N'!
permutaci N znakid jako podfetézce. UkdZeme si zpusob, jak z T(N)
sestrojit T'(N + 1) (pro N = 3).

Retézce T(1), T(2) a T'(3) zvolime pevné: T'(1) = a1, T(2) = ajaza;
aT(3) = ajazasajazajas. Jsou to nejkratsi mozné fetézce pro N = 1,2,3
(to 1ze snadno dokazat ovéFenim vSech moZnosti).

Mé&jme nyni abecedu {a1,as,...,an}. K Fetézci T(N) vytvorime po-
sloupnost zdkladnich bodi. Prvni zédkladni bod fetézce T'(N) je index
prvniho vyskytu znaku a; v T'(N). Pro ¢ > 1 je i-tym zékladnim bodem
index prvniho vyskytu znaku a; za (i — 1)-nim zékladnim bodem v Fetéz-
ci. Naptiklad v T'(3) = ajasasaiazajas je posloupnost zédkladnich bodu
(1,3,5).

Algoritmus pro konstrukci fetézce T'(N) z fetézce T(N — 1):

1. Pro kazdé i = 2,3,..., N — 1 vsunout tésné pred i-ty zdkladni bod
fetézce T (N — 1) znak ay.
2. Na konec takto vzniklého fetézce pripojit usek

az,as,...,aN-3,aN,01,AN-1-

Podle prvniho bodu algoritmu jsme vlozili N — 2 znakl a podle dru-
hého bodu jsme vlozili N — 1 znakii. Celkové se tedy fetézec prodlouzil
0 2N — 3 znaki. VSechny zékladni body fetézce T'(N — 1) budou i za-
kladnimi body fetézce T'(IN) (jen se posunou kvili vsouvani znaki ay
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podle bodu 1) a N-tym zakladnim bodem se stane znak ay pfidany
v bodé 2. Napiiklad pro N = 4 dostavame pomoci tohoto algoritmu
T(4) = ajazasasaiasasza;azasaas.

Retézec T(N) sestrojeny na$im algoritmem (pro N > 3) ma délku
N2 —2N +4. Toto tvrzeni dokdZeme matematickou indukci. Délka fetézce
T(3) je 7, coz je rovno 32 —2-3+4. Pfedpokladejme nyni, Ze délka T'(N —1)
je (N —1)2 —2(N — 1) + 4 a dokézeme, %e potom délka fetézce T(N) je
N2 — 2N + 4. Retézec T(N) vznikl pfiddnim 2N — 3 znaki do fetézce
T(N —1), jeho délka je (N —1)2—2(N—1)+4+2N -3 = N2 —2N +4.
Dokazali jsme tedy, ze délka fetézce T(N) je skuteéné N2 — 2N + 4.

Nakonec je tieba dokazat, ze fetézec T'(IN) obsahuje vSech N! permu-
taci znaka abecedy jako podretézce. Tento dikaz je pomérné zdlouhavy,
takze uvedeme jen zékladni myslenku. Retézec T'(N) rozdélime na useky.
Prvni tsek zacind prvnim zakladnim bodem a konéi druhym zéakladnim
bodem. Pro 2 £ i £ N — 1 bude i-ty usek zacinat znakem a;, ktery je
hned za i-tym zdkladnim bodem, a konéit znakem a;, ktery se vyskytuje
poprvé za (i + 1)-nim zékladnim bodem.

Matematickou indukei (vzhledem k N) lze dokézat, Ze kazdy z takto
vytvorenych tusekt obsahuje znaky ai,as,...,ay a zafind znakem a;.
Retézec obsahuje N — 1 takovychto tsekt a kazdy z nich obsahuje pravé
jeden zakladni bod s vyjimkou prvniho tseku, ktery obsahuje dva za-
kladni body. Dalsi vlastnosti dvou sousednich tseki i-tého a (i + 1)-niho
je jejich vzajemné prekryti ve dvou znacich, a to a; a a;.

Necht mé naSe permutace znak a; na i-tém misté. UvaZujme nejprve
piipad Ze ¢ £ N — 1. V permutaci vybereme prvni vyskyt znaku a,
z i-tého useku fetézce T'(N). Z i-tého useku je mozné pouzit jesté jeden
znak, nebot se v ném vyskytuji vSechny znaky, a to aZ za vybranym
znakem a;. Pfed i-tym tsekem je 7 — 1 Gsekt a za nim je N — i —
— 1 tusekt. Pii vybéru jednoho znaku z kazdého tseku tedy dostaneme
vSechny permutace se znakem a; v i-té pozici. Pfekryti sousednich usekt
nezpusobi problémy, protoZe pii vybéru znaku a; z i-tého tseku je mozné
v8echny ostatni znaky a; ignorovat a dalsi spolecné znaky se stavaji
hraniénimi prvky tsekt. Hraniéni prvek je povaZovan za prvek patfici
jen do jednoho useku.

Zbyva dokazat tvrzeni v pfipadé, Ze a; je v permutaci na N-tém misté.
V tomto piipadé fetézec T'(N) rozdélime na useky se zdkladnimi body
jako hrani¢nimi body tseki. Pocet tisekii je N —1 a kazdy z nich obsahuje
znaky aj,as, . ..,ay. Jestlize na posledni misto vybereme posledni vyskyt
znaku a; v Fetézci T'(N), tento znak nepatii do zddného z vyse uvedenych
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tisektl. Retézec T(N) tedy obsahuje viechny permutace se znakem a; na
poslednim misté.

Uvedeny algoritmus pro N = 15 dava nasledujici fetézec délky 199:
acdefghijklmnobadefghi jklmnocabefghijklmnodacbfghijklmnoead
bcghijklmnofaebcdhijklmnogafbcdeijklmnohagbcdef jklmnoiahbcd
efgklmnojaibcdefghlmnokajbcdefghimnolakbcdefghijnomalbcdefg
hijkonambcdefghijkloan

Na zavér uvadime program, ktery fetézec T(15) generuje vySe popsa-
nym zpusobem.

program P_I_2;

const N=15; {pocet prvki abecedy}
abeceda:string=’abcdefghijklmno’; {abeceda Fet&zce}
var T: string; {hledany fetézec}
BB: array[1..N] of integer; {indexy zakladnich bodu}
i: integer;
ff: text;

function Dalsi(n: integer; T:string):string;

{funkce dostane fetézec vSech permutaci prvnich n-1 prvkd
a vrati fetdzec vSech permutaci prvnich n prvkid (n>3)}
var i, j: integer;

TN: string;

begin

TN:=’7;

i:=BB[1];
ji=2;

{ptidani novych prvki pfed zakladni body}
while j<n do begin
TN:=TN+copy(T,i,BB[j1-BB[j-11);

i:=BB[j];

Ji=i+

TN:=TN+abeceda[n];
end;

TN:=TN+copy(T,BB[n-1],length(T));

{pfidani prvkd na konec Fetézce}

for i:=2 to n-3 do TN:=TN+abecedal[i];
TN:=TN+abeceda[n] ; {novy zakladni bod}
TN:=TN+abeceda[1]+abeceda[n-1];

{dprava zakladnich bodid}
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BB[n] :=length(TN)-2; {novy zakladni bod}
for i:=2 to n-1 do {ptivodni body se posunuly}
BB[i]:=BB[i]+i-1;

Dalsi:=TN;
end; {Dalsi}

procedure VytvorT3;
{vytvofi Fetézec vSech permutaci pro t¥iprvkovou abecedu}
begin
T:=abeceda[1]+abeceda[3]+abeceda[2] +abeceda[1]
+abeceda[3]+abeceda[1]+abeceda[2];
BB[1]:=1; BB[2]:=3; BB[3]:=5;
end;

begin
assign(ff,’P-1-2.TXT’);
rewrite(ff);
VytvorT3;
for i:=4 to N do

T:=Dalsi(i,T);

writeln(ff,T);
close(ff);

end.

P-1-3

Tuto tlohu si miZeme predstavit tak, e mame dano pole n navzajem
raznych &isel a[l],al2],...,a[n] (preference politickych stran) a mame
za ukol nalézt nejmensi a nejvétsi prvek tohoto pole, pricemz ale k poli
muZeme pristupovat pouze prostfednictvim funkce pruzkum(i,j), ktera
nam fiké, zda je a[i] < a[j], nebo a[j] < ali].

Ukéazeme si nejprve feSeni pro sudé n. Rozdélime vSechny prvky pole
do dvojic a v kazdé dvojici prvky porovname (pomoci funkce pruzkum).
Prvky se nam rozdéli na dvé podmnoziny — do mnoziny X dame ty,
které byly pii porovnavani v dvojici vétsi, a do mnoziny Y ty, které byly
pri porovnavani mensi. Je zfejmé, Zze zadny prvek z mnoziny X nebude
nejmensim prvkem v poli, nebot existuje aspon jeden mensi prvek (ten,
ktery s nim byl ve dvojici). Proto pfi hledani minima stac¢i hledat mezi
prvky mnoziny Y. Podobné Zadny prvek z Y nebude nejvétsim prvkem
pole, a proto sta¢i maximum hledat mezi prvky mnoziny X.
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Nejmensi z prvku mnoziny Y najdeme jednoduSe. V proménné min si
budeme pamatovat nejmensi dosud nalezeny prvek. Na zacatku to bude
libovolny prvek mnoziny Y. Potom budeme nejmensi dosud nalezeny
prvek porovnavat vzdy s dalsim a dalsim prvkem mnoziny Y. Pokazdé,
kdyz bude porovnavany prvek mensi nez prvek ulozeny v proménné min,
stane se on dosud nejmensim nalezenym prvkem (ulozi se do proménné
min). Podobné budeme hledat i nejvétsi prvek v mnoziné X.

V pfipadé, Ze n je liché, budeme postupovat stejnym zptisobem, jenom
do dvojic rozdélime jen prvnich n — 1 prvka a posledni prvek nakonec
priddme do mnoziny X i do mnoziny Y. V nékterych pfipadech mtzZeme
jesté jedno porovnavani uSetfit — pokud se tento posledni prvek stane
nejmensim prvkem mnoziny Y (a tudiz i nejmensim prvkem celého pole),
pak ho muiZeme z mnoziny X vynechat, nebof jisté nebude soucasné
nejvétsim prvkem. Piipad n = 1 oSetfime zvl4st. V tomto pfipadé neni
tfeba nic porovnavat — jedind strana méa soucasné nejvyssi i nejnizsi
preference.

Nyni spocitame, kolik porovnani v nejhorsim pripadé vykondme pro
dané n. Je-li n sudé, vznikne nam %n dvojic. Pro kazdou dvojici prove-
deme jedno porovnani, abychom zjistili, ktery prvek je vétsi. Mnoziny X
a Y budou mit kazda n prvki. Pro nalezeni minima (nebo maxima)
v mnoziné s = prvky pouZijeme z — 1 porovnani (do proménné min ulo-
Zime nejprve prvni prvek, potom tuto proménnou postupné porovname
se vSemi ostatnimi = — 1 prvky). K nalezeni minima v mnoZiné Y tedy
potfebujeme %n — 1 porovnani a k nalezeni maxima v mnoziné X dalsich

1n — 1 porovnani. Celkovy pocet porovnani tedy bude

2
(G- (G- - 252

Pro liché n budeme mit %(n — 1) dvojic, takZe na zacatku vykondme
3(n — 1) porovnéni ve dvojicich. Mnoziny X a Y vSak budou mit 3(n —
—1)+1 prvkd, takZe k nalezeni minima nebo maxima z takovéto mnoziny
potfebujeme %(n — 1) porovnani. Celkovy pocet provedenych porovnani
proto bude

n——1+n—1+n—1_3n—3
2 2 2 2 7

Dosli jsme k zavéru, ze pro n sudé vykondme nejvyse %(371 —4)
porovnéani a pro n liché nejvyse %(371 — 3) porovnani. Tento vysledek

7 2z

1ze zapsat i jednim vzorcem s pouzitim horni celé ¢asti a dolni celé ¢asti
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takto: " "
2[3]+[3)-2

Na zavér par slov o implementaci popsaného algoritmu. Mnoziny X
a Y nebudeme vytvaret na zacitku vypoctu celé, ale prubézné. Nejprve
vezmeme prvni dva prvky v poli, porovname je a mensi z nich se stane
pocate¢ni hodnotou proménné min, zatimco vétsi bude pocatecéni hod-
notou proménné maz. Potom budeme brat vzdy dalsi a dalsi dvojici,
porovname vzdy jeji prvky navzajem, nasledné mensi z nich porovname
s proménnou min (a pokud bude tfeba, tak obsah min zménime) a vétsi
porovname s proménnou maz. Pro lich4 n je tfeba nakonec zvlast zpraco-
vat posledni prvek. Takto naprogramovany algoritmus bude mit linearni
Casovou slozitost (tzn. O(n)) a konstantni pamétovou sloZitost.

program P_I_3;
var n,i,min,max,a,b,pom:integer;

procedure pruzkum(i,j:integer; var min, max:integer);
{provede prizkum pro i a j
stranu s men3imi preferencemi vrati v min, s v&t3imi v max}
begin
writeln(’Proved prizkum ’,i,’,’,j);
write(’> ?);
readln(max) ;
if max=i then min:=j
else min:=i;
end;

begin
writeln(’Zadej po&et stran:’);
write(’> ’); readln(n);

if n=1 then begin {specialni p¥ipad}
min:=1; max:=1;

end

else begin {inicializace - porovname prvni par}
pruzkum(1,2,min,max) ;

end;

i:=3;

while i+1<=n do begin {ostatni pary}
pruzkum(i,i+i,a,b); {porovname navzajem}

pruzkum(min,a,min,pom); {men3i porovname s minimem}
pruzkum(max,b,pom,max); {vét3i s maximem}
i:=1+2;
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end;
if i=n then begin {posledni prvek pro liché n}

pruzkum(min,n,min,pom); {porovname s min i s max,

pokud je t¥ebal}
if min<>n then
pruzkum(max,n,pom,max) ;
end;
writeln(’Nejvyssi preference ma strana ’,max,’, nejnizsi ’,min);
end.

P-1-4

a) Ukolem bylo sestrojit stroj, ktery pro vstup n vypoéita &slo 2™.
Cislo n mame uloZeno v registru R;. Na zadatku vypoétu ulozime do
Ry &islo 1 (tj. 2°). Potom budeme postupovat tak, ze v kazdém kroku
snizime R; o 1 a registr Ry vyndsobime 2. To provadime tak dlouho,
dokud v R; neni 0. Tehdy mame v Ry uloZeno hledané éislo 2™.

Zbyva uz jen popsat, jak nasobime registr Ry dvéma. Jednou moznosti
by bylo ulozit do nékterého dalsiho registru hodnotu 2 a potom pouzit
algoritmus néasobeni uvedeny v prikladu ve studijnim textu. My vSak
vyuzijeme trochu zjednoduseny algoritmus, ktery lze pouzit pouze pro
nasobeni konstantou. V cyklu budeme po jedné snizovat hodnotu Ry,
dokud neklesne na nulu, a pfi kazdém snizeni Ry dvakrat zvysime o 1
hodnotu registru Rs. Po skonéeni cyklu mame v Ry dvojnasobek hodnoty,
kterou jsme méli pivodné v Ry. Zbyva uz jen presunout hodnotu z R,
zpét do Ry, coz provedeme dalsim cyklem, ktery vzdy jednou snizi Rs
a zvysi Ry, dokud nebude v Rs nula.

Ro++

Ry —~FoD) D) i
0
®

Ro—-| | [Ra--
Ro++ Ro++
Ro++ J

L]
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b) Ukolem je vypoéitat n-té Fibonacciho &slo F),. Podle definice
Fob=F=1aF,=F,_1+F,_5 pron 2 2. JestliZe si vSak zavedeme
pomocny ¢len této posloupnosti F_; = 0, bude platit, ze F,, = Fj,_; +
+ F,,_o i pro n = 1, coZ sniz pocet pfipadu, které je tfeba v programu
pro Minského stroj specialné osetfit.

RO ++

NG NG L NG - L N __'_J
(Bi17) (Bo?) (27 ) (f1s7 ) 1B
0

® | [R] | [®] | [B
Ro++ Ro++ Ro++
R3++ ] ]
I

Na&s stroj bude pracovat tak, Ze v cyklu bude sniZovat registr R;
a poditat dalsi ¢len Fibonacciho posloupnosti, dokud nebude v R; nula.
Po k priichodech tohoto cyklu bude registr Ry obsahovat F}, a registr Ro
bude obsahovat Fy_;. Celkem se provede n pruchodu, takze stroj spravné
vypo¢ita hodnotu Fj,.

Pfed prvnim provadénim cyklu (tj. po nula prichodech) potfebujeme
mit v registru Ry ¢islo Fy = 1 a v registru Ry ¢islo F..; = 0. Toho
dosédhneme snadno prikazem Rg++.

Zbyva ndm prozkoumat, co potfebujeme provadét v téle cyklu. V re-
gistru Ry mame ¢islo Fj a v registru Ry ¢islo Fj_1. Chceme dosahnout
toho, aby v registru Ry bylo Fy11 = Fx+Fk_1, tj. soudet registria Ry a Ra,
a v registru Ry aby bylo F}, tj. ¢islo, které bylo piuvodné v Ry. Budeme
postupovat tak, Ze hodnotu v Ry pfi¢itdme k registrim Ro a R3 (a to tak,
ze budeme v cyklu Ry snizovat, dokud neklesne na nulu, a pokazdé pri
tom zvy$ime Ry a R3). Po skonéeni této operace mame v Rp nulu, v Ry
méame Fj.1 a v R3 mame F}. Potfebujeme nyni jesté obsahy registra
premistit tak, abychom do Ry dostali obsah Rs a do Ry obsah R3. To
provedeme opét obvyklym zptsobem (dvéma ,pfesypacimi® cykly).
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P-1l1-1

Jednotlivé pocitace nazvime vrcholmi. Z vrchola ¢ do vrchola j nech vedie
hrana prave vtedy, ked je pocita& i pripojeny k poéitacu j. Vznikne nam
tak orientovany graf G. NaSou tlohou je vybrat mnoZinu vrcholov M
s minimélnym poc¢tom prvkov takd, Ze pre Tubovolny vrchol v existuje
vrchol u € M taky, Ze z u do v vedie cesta (pripastame cestu dizky 0,
t.j. u = ).

Mnozinu vrcholov U, pre ktoru plati, ze
1. pre lubovolné dva vrcholy u,v € U,u # v existuje cesta z v do v

veduca len cez vrcholy patriace do U
2. zo ziadneho vrchola w € G nepatriaceho do U nevedie hrana do

Ziadneho vrchola u € U
nazvime mazimdlny silne suvisly komponent (MSSK) grafu G (pozna-
menajme, Ze vrchol, do ktorého nevedie Ziadna hrana tvori maximalny
silne suvisly komponent). Kazdé dva rézne MSSK st disjunktné. Keby
MSSK U a MSSK V' (U # V) neboli disjunktné, potom existuje u, ktory
patri do obidvoch a vrchol v, ktory patri do U a nepatri do V' (alebo
naopak). Z vrchola v vedie cesta do vrchola u. Na nej niekde musia za
sebou nasledovat vrchol v/, ktory do V' nepatri a vrchol v/, ktory uz do
V patri — mnozina V nemd vlastnost 2 MSSK — spor.

Lahko vidno, Ze z kazdého MSSK grafu G musi nejaky vrchol patrit
do mnoziny M. Zéaroven staci, aby z kazdého MSSK bol v mnoZine M
jeden Tubovolny vrchol.

Budeme ofarbovat vrcholy grafu réznymi farbami. Zac¢nime z Tubo-
volného neofarbeného vrchola v a ofarbime farbou f vetky neofarbené
vrcholy (vratane v), do ktorych existuje cesta z v vedtca cez doteraz
neofarbené vrcholy. Farbenie realizujeme prehladévanim grafu do hibky.
Vrchol v vyhlasime za reprezentanta farby f. Potom si zvolime dal$iu
farbu f a iny neofarbeny vrchol v a opakujeme, kym sa nemina vetky
neofarbené vrcholy. Do kazdého vrchola zrejme existuje cesta z niekto-
rého z reprezentantov. Niektori reprezentanti st vsak zbytoéni: ak do
vrchola 71, reprezentujuceho farbu f; vedie cesta z vrchola ro reprezen-
tujliceho farbu f5, z ro sa dd dostat do vSetkych vrcholov ofarbenych
farbou fi, a preto r; je zbytocny.

Ako rychlo zistit, ktori reprezentanti st zbyto¢ni? Nech r; je zbyto¢ny
reprezentant. Potom existuje reprezentant r; taky, Ze z r; vedie do 7;
cesta prechaddzajuca len cez vrcholy ofarbené farbami f; a f;, pricom
farby na ceste sa nestriedaju, t.j. cesta vedie najprv cez vrcholy farby
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f; a potom cez vrcholy farby f;. Posledny vrchol na tejto ceste ofarbeny
farbou f; oznac¢me v, prvy vrchol ofarbeny f; nech je u. Vrcholy farby
f; boli zrejme ofarbované neskér ako vrcholy farby f;. Preto ak by sme
v okamihu ofarbovania vrchola v vedeli, Ze z vrchola u sa da dostaf
do vrchola 7;, velmi lahko by sme prisli na zbyto¢nost r;. Preto si pre
kazdu farbu f; a pre kazdy vrchol u ofarbeny touto farbou spoéitame, ¢i
sa z vrchola u da dostat do reprezentanta farby f; t.j. vrchola r;. Tato
praca sa d4 tiez zverit rekurzivnej ofarbovacej procedtre. Na zaver treba
skontrolovat, pre kazda hranu, ktora vedie medzi vrcholmi réznych farieb,
& sa z jej koncového vrchola dé4 dostat do reprezentanta farby koncového
vrchola. Ak 4no, oznadime reprezentanta tejto farby ako zbyto¢ného. Tato
kontrola sa dé tiez robif pocdas ofarbovania.

Procedura Prehladaj(v : integer) dostane ako argument éislo vr-
chola, z ktorého ma prehladavat. Ozna¢me N (v) mnozinu vrcholov, do
ktorych vedie z v hrana. Pred spustenim procediry Prehladaj z vr-
chola r; si poznacime, Ze z vrchola r; sa da dostat do reprezentanta r;.
Této procedira

> ofarbi vrchol v aktudlnou farbou f;;

> rekurzivne sa zavold pre vSetky vrcholy u € N(v), ktoré este nie st
ofarbené;

> ak existuje vrchol u € N(v) farby f;, z ktorého sa dé dostat do
reprezentanta r;, poznaéime si, Ze aj z v sa da dostat do r;;

> ak existuje vrchol v € N(v) ofarbeny farbou f; # f; a pritom z u

existuje cesta do reprezentanta r;, poznacime si, Ze reprezentant r;

je zbytocny.

Ostéva ukazat, Ze mnoZina vSetkych reprezentantov, ktori nie st zby-
toéni, tvori nasu hladani mnoZinu M. Lahko vidno, Ze do kazdého zby-
to¢ného reprezentanta r vedie cesta z nejakého reprezentanta, ktory nie
je zbytocny. Nech to tak nie je. Potom existuje reprezentant r; taky, ze
z 1 vedie do r cesta. Ak by aj ten bol zbytoény, existuje ro taky, Ze z neho
vedie cesta do r; atd. Bud po nejakom ¢ase prideme k reprezentantovi,
do ktorého uz ni¢ nevedie, alebo sa ndm zalni reprezentanti opakovat,
teda nejaki dvaja, r; a 7; sa v postupnosti vyskytni aspon dvakrat. Jeden
z nich musel byt ofarbovany skér, nech je to r;. Potom ale z r; vedie do
r;j cesta, a preto by mal byt r; ofarbeny farbou f; (alebo inou, pouzitou
skor ako f;) — spor. Z mnoziny nezbyto¢nych reprezentantov sa teda da
dostat do Tubovolného reprezentanta, a teda aj do IubovoIného vrcho-
la. Zaroven ziadni dvaja reprezentanti nemézu lezat v rovnakom MSSK
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(lebo inak by museli byt ofarbeni rovnakou farbou), teda ich je naozaj
minimélny mozny pocet.

Casova a pamitova zlozitost: Prehladavanie kazdého vrchola je timer-
né poétu hran, ktoré z neho vedu. Ziadny vrchol sa neprehladava viac
nez raz, preto celkova Casova zlozitost algoritmu je O(M + N), kde M je
celkovy pocet hran v grafe. Pamitova zlozitost je tiez O(M + N), pretoze
si potrebujeme zapamitat cely graf.

P-11-2

Riesenie tohoto prikladu pouziva metédu dynamického programovania.
Ozna¢me A; = a[l],a[2],...,a[i] postupnost utvoreni z prvych i ¢lenov
postupnosti a, analogicky B; = b[1],...,b[j]. Budeme riesit vseobecnej-
Siu tlohu: Pre kazdé i, j, (0 £ i < M, 0 £ j £ N) vypoditame, aky
je maximalny stcet vybranej podpostupnosti postupnosti A; a B;. Ti-
eto maximélne sucty si budeme zapisovat do tabulky p[0..M,0..N], kde
pli, j] je stet maximalnej vybranej podpostupnosti postupnosti A; a B;.
Hladany maximalny stcet bude teda hodnota p[M, N].

Tabulku p budeme vypliiaf po riadkoch s vyuzitim predpoéitane;
informécie v predoslom riadku. Riadok p[0] obsahuje samé nuly, pretoze
neexistuje vybrana podpostupnost prazdnej postupnosti. Riadok pl[i] (pre
¢ > 0) vyplnime podla riadku p[i — 1] takto: Policko pl[i,0] je zrejme
nula. Policko p[z,j] (pre j > 0) vieme vyplnif pomocou hodnét p[i —
—1,7], pli,5 — 1] a p[i — 1,7 — 1]. Ak sa disla a[i] a b[j] nezhoduj,
kazda vybrana podpostupnost postupnosti A; a Bj je zaroven vybranou
podpostupnostou postupnosti A;_; a B; alebo A; a B;_;. Teda v tomto
pripade je p[i, j] rovné maximu z é&isel p[i — 1, j] a p[i,j — 1]. Ak afi] =
= b[j], kazd4 vybrana podpostupnost postupnosti A; a B; je vybranou
podpostupnostou postupnosti 4;_; a B; alebo A4; a B,_1, alebo vybranou
podpostupnostou postupnosti A;_; a B;_; s pridanym ¢lenom a[i] = b[j].
Preto pli, j] je rovné maximu z &isel p[i—1, ], p[¢, j—1] ap[i—1, j—1]+ali].

Navrhnuty algoritmus ma ¢asovu zlozitost O(M - N). Pamétové zlo-
zitost je tiez O(M - N). Kedze kazdy riadok tabulky p zavisi iba na
predchddzajticom riadku, stadi si pamiitat len posledné dva riadky (pri
pocitani riadku pli] si pamétame predchadzajuci riadok p[i — 1]. V pro-
grame p1 znadi riadok p[i — 1] a p2 riadok p[i].), pamitova zloZitost je

O(M + N).
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P-11-3

Ulohu budeme riesit v dvoch prechodoch. V prvom prechode najdeme
kandidata — prvok, ktory ako jediny mdéZe mat nadpoloviéni vacsinu.
V druhom prechode len overime, ¢i sa tento prvok nachadza v poli a viac
ako §N-krat.

Kandid4ta budeme hladat nasledovnym spdsobom: pre kazdy prvok k,
ktory sa v poli a aspoti raz vyskytuje, si budeme pocitat jeho silu si. Na
zacdiatku poloZme silu vietkych prvkov rovni 0. Silu prvkov budeme menit
takym spdsobom, aby v kazdom okamihu bola nenulovid pre nanajvys
jeden prvok. Tento prvok nazvime kandiddtom a ozna¢me ho K. Ak maja
vietky prvky silu nulovi, kandiddtom je bud prvok a[1] (pred zadiatkom
vypoétu), alebo prvok, ktory bol kandiddtom v predchadzajtcom kroku.

Pri spracovavani prvku afi] mézu nastat tieto situdcie:

1. K = ali], t.j. daldi spracovavany hlas patri kandidatovi. Zvysime sk

ol.

2. K # ali], sk > 0. spracovavany hlas nepatri kandidatovi, preto zni-

Zime sk o 1.

3. K # ali], sk = 0. Zvysime silu s,[;) prvku afi] o 1. Tym sa prvok ali]

stane novym kandiddtom K.

Tento postup opakujeme, kym nespracujeme vSetky prvky pola.

Je zrejmé, Ze si netreba pamétat silu vietkych prvkov, staci si pamétat
silu kandidéata a to, ktory prvok je kandiddtom. Na to nam stacia dve
premenné typu integer.

Lemma. Nech sa nejaky prvok K vyskytuje v poli a M-krat, kde M >
> %N . Potom po spracovani vsetkych prvkov pola bude K kandidatom
so silou sy 2 2M — N > 0.

Ozna¢me pocet zvyseni sily kandidata K ako k., poCet zniZeni jeho
sily k_, pocet zvySeni sily lubovolného iného kandidata [ a pocet zniZzeni
sily inych kandidatov [_. Znizenie sily kandidata K, ako aj zvySenie sily
iného kandidata je spdsobené jedine vyskytom prvku rozneho od K.
Takychto operacii teda bude najviac N — M. Kazdy vyskyt prvku K
sposobi bud zvysenie sily K, alebo zniZenie sily iného kandidata (prvky
rozne od K si v8ak mézu znizovat silu aj navzajom), preto tychto operacii
bude najmenej M.

N-Mz2Zk_+1,
ky+1_-2M,
ly —1_20.
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Posledné nerovnost vyplyva z toho, Ze pocet zniZeni u Ziadneho prvku
nepresiahne pocet zvyseni. Po séitani nerovnosti a tiprave dostaneme

ky —k_=2M—N >0,

a teda po skonceni algoritmu méa prvok K kladnu silu. To je moZzné len
tak, Ze bude na konci kandidatom.

Casova a pamifova zlozitost: algoritmus vyzaduje dva prechody
polom, kazdy z nich je v ¢ase O(N). Paméitova zlozitost je konstantna.

P-1l-4

Cast A. Stroj, rieSiaci tito tlohu bude postupne skisat ako z &sla
0,1,2,... Vypocita funkéni hodnotu F'(z) v kazdom z tychto ¢isel a po-
rovna ju s hodnotou y v registri R;. Ak je vicsia alebo rovna, mame
rieSenie, ak nie, zvy$ime hodnotu z o 1 a pokradujeme. V registri Ry
budeme uchovévat hodnotu z, v registri R; bude hodnota y. Funkénu
hodnotu F'(z) ulozime do registra R3. Registre Rs a R4 slizia ako po-
mocné registre. Jeden cyklus stroja sa bude skladaf z tychto operéacii:

> skopirovanie obsahu registra Ry do registra Ro, ktory bude sluzif ako
vstupny register pre vypocet funkcie F. Najprv presunieme obsah
registra Ry do registrov Ro a R3 (za kazdé zniZenie registra Ry raz
zvysime kazdy z registrov Ry a R3), potom presunieme naspit obsah
R3 do registra Rg.
> Pouzijeme inStrukciu na vypocet funkcie F. Rs je vstupny register,
vysledok sa ulozi do vystupného registra R3. Po vykonani tejto in-

Strukcie je obsah registra R, nedefinovany, preto ho musime vynulo-

vaf.

> Prekopirujeme obsah registra R; do registra Ry za pomoci registra
R4 rovnakou technikou ako v prvom kroku.

> Porovname velkosti ¢isel ulozenych v registroch Ro a R3. Postupne
budeme od oboch registrov odpoéitavat jednotku, aZz kym sa ndm
jeden z registrov nevynuluje. Ak sa prvy vynuluje register Ry (alebo
sa vynuluju oba registre naraz), znamena to, ze y < F(z). Kedze
sme hodnoty z skaSali od najmensieho, je to najmensie = s touto
vlastnostou. Hodnota z je prezieravo uloZend v registri Ry, takze
mdzeme skoncit. Ak sa naopak prvy vynuluje register Rz, znamené
to, ze F(z) < y, a preto musime pokracovat v cykle. Vynulujeme
register Ry a vratime sa na zaciatok.
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Ry7 Ry?
Ry-- Ry—-
Ro++ Ry++
Ry++ LT

L]

Cast B. Cinnost stroja je zaloZené na jednoduchej myslienke: vstupné
&islo n si skopirujeme do pomocného registra, vypocitame ¢islo, ktoré
vznikne obratenim binarneho zépisu n (oznaéme ho nft). Potom porov-
name obe tieto &sla. Ak st rovnaké, odpoved stroja bude 1, v opaénom
pripade bude odpoved 0.

Podme sa na ¢innost stroja pozriet trochu blizsie. Najprv obsah re-
gistra R;, obsahujticeho vstupné éislo n prekopirujeme za pomoci re-
gistra R4 do registra Rs. Potom budeme v cykle v registri R3 vy-
rdbat ¢&islo, ktoré vznikne otodenim bindrneho zéapisu ¢&isla n. Nech
n = 25b, +2%"1by_; +...42%; je bindrny zépis &isla n. Po i prechodoch
cyklu (0 £ i £ k + 1) bude platit:

Ry = 2F b + 281y 4 ...+ 20,
Rz = 2i_1b0 + 2i-1b1 +...+ 20bi_1.

Na zaciatku teda R; = n, R3 = 0. V jednom prechode cyklom najprv
vynasobime obsah R3 dvoma, potom vydelime obsah R; dvoma. Obe ti-
eto operécie sa daju realizovat s jednym pomocnym registrom tak, Ze na
kazdé zniZenie obsahu R3 dvakrat zvysime obsah pomocného registra,
resp. na kazdé dve zniZenia R; raz zvySime obsah pomocného regist-
ra. Potom stadl len presypat obsah pomocného registra naspit do Rgs,
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resp. Ry. Ak ndm pri deleni vznikne zvySok, vieme, Ze posledna cifra
zapisu R bola 1, a preto nastavime poslednt cifru aj ¢islu v registri Rs
(t.j. pripo¢itame k R3 jednotku).

Ked je v registri Ry nula, zrejme plati i > k, a teda v Rj3 je &islo ni.
Posledné vec, ktort treba urobif, je porovnat obsah registrov R3 a Rs.
Budeme postupne znizovat obsah oboch registrov o 1, az kym sa jeden
z nich nebude nulovy. V pripade, Ze je aj druhy nulovy, zvysime obsah
registra Ry (lebo n je palindrém). V opa¢nom pripade zanechdme v re-
gistri Ry nulu a skonéime.

@

R17) o Ba?)— Rl?)—0

Ry—- Ry—-
Ry++ Ri++
Rs++ e Jig—
L] Rg—-
L]
Ra?)—Loo(Ra? )2 Rar) C
R3—- Ry—- Ro—-
Ry++ Ra++ Ri++
R4++ LT L]
L]
Ro++
LT
P-1l-1

Vytvorime graf G, ktorého vrcholy s krizovatky a medzi vrcholmi i a j
vedie hrana prave vtedy, ak st krizovatky i a j spojené cestou. Hranu,
ktorej odobratie spdsobi rozpadnutie grafu na dve Casti (komponenty
suvislosti), nazgyvame most. UkdZeme, Ze mosty su prave tie hrany, ktoré
musia zostat obojsmerné. Zrejme hranu e z vrchola v do v, ktord je
mostom, nemozeme orientovat (ak sme ju zorientovali povedzme z u do v,
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nedalo by sa dostat z v do u, pretoZe e je most). Z algoritmu vyplynie,
7e vietky ostatné hrany mozu byt ,zjednosmernené®.

Algoritmus je zaloZeny na myslienke prehladavania grafu do hibky.
Prehladavanie do hibky je rekurzivna procedira s jedinym paramet-
rom — vrcholom v. Tento vrchol oznacime za uz prehladany a rekurzivne
volame t1 istit procediru pre vietkych eSte neprehladanych susedov vr-
chola v. Volajme tychto susedov potomkami vrchola v. Nazvime hlavnou
kazd hranu, ktora vedie z predka do niektorého z jeho potomkov, a hra-
ny, ktoré nie st hlavné, volajme spdtne.

Pre naSe ucely priradime naviac pri prehladdvani kazdému vrcholu
v poradové &islo ¢, oznadujuce, kolkaty v celkovom poradi bol vrchol
v prvykrat objaveny. Zaroven kazdu eSte neorientovani (obojsmerni)
hranu orientujeme (,zjednosmernime*) smerom od vrchola v. Orientéciu
uZ orientovanych hran nemenime.

UkaZeme, ako sa d4 tento algoritmus pouZit na ndjdenie mostov v gra-
fe. Aby sme zistili, ¢i je hrana z v do v most, potrebujeme overit, ¢ sa da
dostat z v do u po hranach réznych od hrany (u,v). Ak sa da, hrana (u, v)
mostom byt neméze. Naopak, ak sa nedd, hrana (u,v) je most. Kedze
kazdy most je hlavnou hranou, predpokladajme, ze v je potomok u, teda
prehlad4vacia procedira pre v bola spustend v prehladdvacej procedure
pre u. Nech w je vrchol s najmensim éislom ¢, taky, do ktorého sa da
dostat z vrchola v po orientovanych hranach.

Ak je hrana (u, v) most, pre kazdy vrchol w’ objaveny volanim prehla-
davacej procediry z v plati c,» = c¢,. Zaroven Ziaden z vrcholov, do
ktorych sa vieme prehladdvanim z v dostat (nepouzivame hlavné, t.j.
uz orientované, hrany), nemohol byt v okamihu volania procediry pre v
objaveny. Teda c¢,, = c¢,.

Naopak, predpokladajme, Ze ¢, < ¢,. Oznaéme P mnoZinu prehla-
danych vrcholov tesne pred spustenim procedury pre v a  mnozinu
vrcholov, ktoré objavime touto procedtrou. Okrem hrany (u,v) nemdze
viest Ziadna hlavnd hrana z vrchola z P do vrchola z @, ani naopak.
(Ak by viedla z P do @, vrchol v @ by bol uz prehladany pred volanim
procedury, ¢o je spor. Ak by viedla z (Q do P, tato hrana by nemohla byt
hlavn4, pretoze vedie do uz objaveného vrchola — opit spor.) Ak ¢, < ¢,
neexistuje ziadna spétnd hrana z @ do P (inak by platilo ¢, > ¢,,), a teda
neexistuje ziadna hrana medzi P a @ okrem (u,v). Z toho vyplyva, Ze
hrana (u,v) je most.

Zostéva nam ukézaf, Ze hrany, ktoré nie st mostami, st orientované
vhodne, t.j. Ze je mozné prejst z kazdého vrchola do [ubovolného iného
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vrchola dodrzujtc orientéciu hran. Predpokladajme, Ze graf G nemé mos-
ty. Nech u a v su také vrcholy, Ze ¢, = 1 a ¢, = 2. Z predoslého vieme,
ze pre hlavnt hranu (u,v), ktord nie je mostom, plati ¢, > ¢y, teda
cw = 1. Teda existuje orientovany cyklus (postupnost vrcholov vy, ..., v
takd, Ze vi = v a pre kazdé i = 1,...,k — 1 vedie z vrchola v; do v;41
orientovana hrana) prechadzajici vrcholmi u, v. Ozna¢me S mnoZinu
vrcholov z cyklu. Pre mnozinu S plati, Ze sa vieme z kazdého do kazdého
z jej vrcholov dostat po orientovanych hrandch. Ak S obsahuje vsetky
vrcholy, ukézali sme, Ze orientdcia grafu vyhovuje. V opac¢nom pripade
nech z je vrchol mimo S taky, ze existuje vrchol y v S, Ze z y vedie
do z orientovand hrana. Z z sa da dostat po orientovanych hranich do
niektorého vrcholu z S, pretoze inak by bola hrana (y,z) most. Takze
sa da dostat aj z z do u, aj z u do z, a teda ak vrchol z priddme do S,
zostane zachovana vlastnost, Ze z kazdého do kaZdého vrchola v S sa da
dostat. Induktivne mézme pridat do S vsetky vrcholy, z ¢oho vyplyva,
Ze navrhnuté orientacia G je vhodna.

Analogickt argumentaciu mozno pouzit aj ked sa v grafe G mosty na-
chadzaja. Nech G, je (neorientovany) graf, ktory vznikne z G po odobrani
vSetkych mostov. Oznacme C4, ..., C; komponenty stvislosti G; (z kaz-
dého vrchola v C; sa d& dostat do kazdého vrchola z C; po hranach
z Gi, pre ¢ = 1,...,1). Existuje asponl jeden komponent C;, do ktorého
viedol jediny most. (Ak si zostrojime graf, v ktorom kaZdému kompo-
nentu zodpoveda jeden vrchol a dva vrcholy st spojené hranou prave
vtedy, ked medzi zodpovedajicimi komponentami v G vedie most, tento
graf je suvisly a neobsahuje kruZnice, musi to byt teda strom. Kazdy
strom mé asponi jeden list.) Pre tento komponent moZno pouzit argu-
menty z predchadzajiceho odstavca, C; z grafu vynechat a induktivne
pokracovat v dokaze pre ostatné C;.

Implementdcia. Pre kazdy vrchol v je v poli kriz uloZeny zoznam
jeho susednych vrcholov. Teda kazda hrana je v tomto poli uloZend dvoj-
nasobne a tieto dve képie na seba navzajom ukazuji pomocou smernikov
dual. Atribat aktiv hovori, ¢i sa d4 v tom smere po danej hrane pre-
chadzat (vyuziva sa pri orientovani, ked povolujeme len jeden z dvoch
moznych smerov hrany). Pole sus [v] uchovava pocet susedov vrchola v,
pole c[v] obsahuje ¢, a v poli naj[v] je ulozené ¢islo ¢,,. Najskér pomo-
cou procedury prehladaj podla vyssie uvedeného algoritmu orientujeme
vSetky hrany grafu, pricom mosty tGplne vymazeme (obidvom hranam
nastavime aktiv na false). Potom vypiSeme vSetky aktivne hrany.

Pamétova zlozitost algoritmu je O(M +N) = O(M). Casové zloZitost
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je zhodna so zloZitostou prehladavania do hilbky, teda tiez O(M) (po
kazdej hrane prejdeme prave raz).

P-1l1-2

Ulohu budeme riesit analogicky ako v krajskom kole — v prvom pre-
chode najdeme kandidétov a v druhom overime pre kazdého z nich, ¢i sa
nachédza v poli a viac ako N/k-krat.

Kandidatov je zjavne najviac k — 1. Budeme ich hladat nasledovne:
pre kazdy prvok p, ktory sa v poli a aspon raz vyskytuje, si budeme
pocitat jeho silu s,. Na za¢iatku polozme silu vetkych prvkov rovnu 0.
Silu prvkov budeme menif takym spésobom, aby v kazdom okamihu bola
nenulova pre nanajvys k — 1 prvkov. Tieto prvky nazvime kandidatmi
a ozna¢me ich Kq,..., Kr_1.

Pri spracovavani prvku afi] mozu nastat tieto situacie:

1. 3j: K; = a[i], t.j. dalsi spracovavany hlas patri niektorému kandida-

tovi. Zvysime sk, o 1.

2. Vj: K; # ali], Yu: sk, > 0. Spracovavany hlas nepatri Ziadnemu

kandidatovi, preto zniZime kazdému kandidatovi silu o 1.

3. Vj: K; # ali], Ju: sk, = 0. Zvysime silu s,p; prvku afi] o 1. Preto sa

prvok a[i] stane novym kandiddtom K.

Tento postup opakujeme, kym nespracujeme vietky prvky pola.

Je zrejmé, Ze si netreba pamiitat silu vSetkych prvkov, stadi si pamitat
sily k — 1 kandidatov a to, ktoré prvky st kandiddtmi. Na to ndm stacia
dve polia velkosti O(k).

Lemma. Nech sa nejaky prvok P vyskytuje v poli a M-krat, kde M >
> N/k. Potom po spracovani vietkych prvkov pola bude P kandiddtom
so silou sp > 0.

DOKAz. Nazvime operacie 1 a 3 zvySenim a operdciu 2 zniZenim.
Dokézme najskor, Ze znizeni je najviac N/k. Sporom. VSimnime si, Ze
sila kazdého prvku je nezaporné celé Cislo, teda sucet sil vsetkych prv-
kov je na konci uréite nezaporny. Ak by bolo zniZeni viac ako N/k,
(t.j. asponl | N/k|+1) znamenalo by to, Ze sa celkovy stcet sil zniZil aspon
o (|[N/k| +1)-(k—1), zatial ¢o sa zvysil najviaco N — (| N/k] + 1). To
ale znamena, Ze sucet sil prvkov na konci je

s (3] 0)- (3] e v-r-s([3] ) o

¢o je spor, preto je naozaj zniZeni najviac N/k.
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Vsimnime si teraz prvok P. Nech jeho vyskyt A-krat sposobil zniZenie,
B-krat zvysenie. Opif sporom. Ukdzeme, ze sp > 0. Ak by mal prvok P
na konci silu 0, znamenalo by to, Ze bolo asponi A + B znizeni — A-krat
ho sposobil prvok P, B inych zniZeni muselo prvku P znizit silu na 0.
Pocet znizeni je teda aspoii A+ B = M > N/k, ¢o je spor s vyssie
dokdzanym tvrdenim, ze zvySeni je najviac N/k. Preto ma prvok P na
konci nenulovu silu. To je mozné len tak, Ze bude na konci kandidatom.

Casovd a pamdtovd zloZitost: algoritmus vyzaduje dva prechody
polom, kazdy z nich je v ase O(kN). Pamitfova zlozitost je O(k).

P—-1ll-3

Stroj riesiaci tuto tlohu je uZ pomerne zlozity a velmi fazko by sa kreslil
naraz, bez toho, aby sme ho rozlozili na mensie celky. Predtym ako ho
budeme konstruovat, si povedzme, ako by sa takyto problém riesil na
normalnom pocitadi.

Prvé rieSenie. Jeden z pristupov by bol backtrackom skusat vSetky
mozné podmnoZiny mnoZiny M, pre kazda vypoditat stcet a overif &
sa nerovna danému c¢islu s. Skoncili by sme, ak by sme nasli podmno-
zinu s vyhovujicim suctom, alebo keby sme vyskusali vetky podmno-
ziny mnoziny M. Klasické backtrackové rieSenie vSak pouziva zasobnik,
ktory by sme pomocou registrového stroja simulovali len s velkou ndma-
hou. Pekny trik, ako vyskusat vSetky podmnoZiny mnoziny M je takyto:
MnoZina M mé kéd m. Postupne budeme skusat vsetky také mnoZiny
N, ktorych kéd n je mensi alebo rovny m. Pre kazda takato mnozinu
vypocitame kéd prieniku M N N, ¢o je vlastne logicky su¢in (AND) po
bitoch ¢isel m a n. Niektoré podmnoziny sice vygenerujeme viackrat, ale
to vobec nevadi. Pre kazdy prienik (t.j. pre jeho kéd m AND n) potom
spoCitame stcet jeho prvkov a skontrolujeme, ¢i sa ndhodou nerovna
hladanému suctu s.

Blok pre bitovy logicky stéin skonstruujeme podobne ako blok pre
logicky sucet (OR, vid. dalej). Na vypocet suctu prvkov v mnozine mo-
zeme pouzit blok SHR(z), ktory zisfuje hodnotu najnizsieho bitu ¢&isla
v registri z a zaroven register x celodiselne vydeli dvoma (vid. dalej)
a blok ADD(z,y), definovany v priklade zo zadania.

Druhé rieSenie. Ako vzorové uvaddzame iné rieSenie, ktoré vyuziva
myslienku dynamického programovania. Postupne budeme budovat mno-
Ziny stctov, ktoré sa daja vytvorif len z k£ najmensich prvkov mnozZiny M.
Ozna¢me tieto mnoziny Sy, Si,...,Sk a ich kédy s, s2,. .., Sk. Jediné
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¢islo, ktoré sa da utvorit su¢tom nula prvkov, je &islo 0. Preto Sy = {0}
a sp = 1. Predstavme si, Ze uZ mame vytvoreni mnozinu S;, a nech
(¢ + 1)-vy najmensi prvok v mnozine M je p. Ku kazdému prvku z mno-
ziny S; pripoc¢itame ¢islo p. Dostaneme tak mnozinu S!, S! = {c¢ + p:
c € S;}. Kedze kazdy stcet z prvych i + 1 prvkov sa dé dosiahnut bud
s pouzitim alebo bez pouzitia prvku p, mnozina S;;+; dostaneme zjed-
notenim mnozin S; a S{. Kéd s, mnoziny S; dostaneme velmi jednodu-
cho: s} = s; - 2P. Zjednotenie mnozin zase dosiahneme bitovym logickym
su¢tom ich kédov, t.j. s;11 = s;0Rs}. Pred tym, ako do detailov rozobe-
rieme ¢innost nasho stroja, si definujeme a popiseme niekolko blokov.

Vsetky popisované bloky pre spravnu &innost predpokladaji, Ze
vSetky pouzité pomocné registre st pred vstupom do bloku vynulované.
Pred vystupom z bloku sa tieto registre opit vynulujt.

Popis blokov.

——{ z? }O { =7 0
SHL(x)
== T++
pt+ Tr++
p--
LT

Tr++
0 1
x?—\o B 0 1
== p--
pt+ Tr++

Blok ADD(z,y) bol popisany a definovany v zadaniach.

Blok SHL(z) vynasobi éislo v registri « dvoma. Potrebuje jeden po-
mocny register p, do ktorého ,presype“ obsah registra x, potom obsah
p presypa do z, pricom za kazdé zniZenie registra p dvakrat zvysi obsah
registra x.
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Blok SHR(z) celociselne deli éislo v registri « dvoma. Ma dva vystupy
oznacené 0 a 1, pricom vystup O sa pouzije, ak bolo ¢islo v registri z pri
vstupe do bloku péarne a vystup 1, ak bolo neparne. Pracuje podobne ako
blok SHL s tym, Ze najprv za kazdé dve zniZenia registra x raz zvySime
pomocny register a potom presypame obsah pomocného registra naspiit
do z.

Blok OR(z,y) je najzlozitejsi. Jeho funkciou je priradit do registra z
bitovy OR ¢isel uloZenych v registroch z a y a zaroven vynulovat regis-
ter y. Budeme to robit podobne ako vo vzorovom rieseni krajského kola.
Pomocou blokov SHR odoberieme posledny bit zo zapisu oboch cisel z,
y. Ak je aspon jeden z odobratych bitov jednotkovy, priddme na koniec
zapisu ¢isla v pomocnom registri p jednotku (t.j. p vynasobime dvoma
pomocou bloku SHL a potom k nemu pripoéitame jednotku), v opa¢nom
pripade priddme na koniec p nulu (t.j. vynisobime ho dvoma). Takto sa
nam bude v registri p postupne objavovat bitovy stucet ¢isel = a y, aviak
s bitmi zapisanymi v obratenom poradi. Na koniec teda musime obsah
registra p otoceny zapisat do registra z, o spravime opif odoberanim
posledného bitu zapisu p a jeho pridavanim na koniec zapisu z. Aby sme
vedeli, kolkokrat mame tto operédciu spravif, pocitame si pocet platnych
bitov registra p v pomocnom registri q.

0

q7?

l SHL(z) l | OR(z,y) l

SHR(p)

0 1
TH+

Nakoniec ndm zostava popisat samotny stroj. Sklad4 sa z dvoch hlav-
nych cyklov. V prvom cykle sa v registri Rz postupne pocitaju kédy mno-
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7in S;, po skonéeni i-teho cyklu R3 obsahuje kéd s;. Zaroven sa v kazdom
prechode odoberie z mnoziny M jej najmensi prvok.

Odoberanie prvku sa robi v dvoch mensich cykloch spolu s vypoctom
kédu mnoziny S;_,, ktory bude ulozeny v registri R4. Na zaciatku si kéd
s;_1 skopirujeme z registra R3 aj do registra R4. V prvom cykle postupne
delime obsah registra R; (t.j. kéd mnoziny M) dvoma a obsah registra
R4 naopak nasobime dvoma, pri¢om si pocitame pocet prechodov cyklu
v registri Rs. Ked sa ndm nepodari vydelit obsah R; dvoma bezo zvysku,
narazili sme na najmensi prvok. V tomto okamihu méme v R4 kéd S)_,,
ktory pomocou bloku OR pridame k obsahu Rs3, ¢im ndm v tomto registri
vznikne kéd mnoziny S;. Na zaver v druhom cykle po sebe upraceme,
t.j. vynasobime obsah R; takou mocninou dvojky, akou sme ho v pr-
vom cykle vydelili. V§imnite si, Ze tymto postupom sa nam automaticky
vynuloval najniz$i nenulovy bit registra R, t.j. odobrali sme najmensi
prvok mnoziny M.

Ked z M odoberieme posledny prvok, jej kéd ulozeny v registri R;
sa vynuluje a riadenie prejde do druhého hlavného cyklu. V tomto cykle
overime, ¢i ¢éislo s ulozZené v registri Ry, patri do mnoziny, ktorej kéd je
uloZeny v registri R3. Hodnotu R3 stacdi s krat vydelif dvoma a potom
zistit, & posledny bit registra je 1.

Ra++ [ le ?\ 0

ADD(R4 , Rg)

— ")

[SHR (Ry)|

lSHL R4)| L}o R(R3, Ry)

P-1l-4

Smerovnik pri prameni ¢islo 7 nech ukazuje na pramen &islo s[i], pre
1 £ 7 £ N. Hovorime, %e pramene pi,ps,...,pr tvoria cyklus, ak od
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pramena p; ukazuje smerovnik k pramerniu ps, od ps k p3 a tak dalej, az
od pramena pi k pramernu p;.

Ak vystartujeme z lubovolného pramena p; a sledujic smerovniky
prechadzame postupne pramene ps, ps3, . . ., po najviac N krokoch sa nam
stane, Ze prideme k pramenu px41, pri ktorom sme uz boli, t.j. px+1 = p;
pre nejaké j < k. KedZe smerovnik ukazujtci na pramer j bol vyrobeny
iba jeden, musi byt bud px = p;_1, alebo j = 1. Ak je k najmensie také, ze
Pr+1 =Pj, J S k, potom j = 1, a teda pramene py,...,px tvoria cyklus.
Takymto spdsobom vieme pre kazdy pramen uréit cyklus, do ktorého
patri.

Vzorovy program vyuziva fakt, Ze ak vymenime smerovniky pri dvoch
pramenoch, ktoré patria do rovnakého cyklu, tento cyklus sa nam rozdeli
na dva, t.j. poCet cyklov sa zvysi o 1. Ak naopak vymenime smerovniky
pri pramenoch z roznych cyklov, tieto dva cykly sa spoja do jedného.

Oznacime si pramene, ktoré patria do toho istého cyklu ako pramen 1.
Postupne budeme hladat dalsie cykly, ktoré budeme pripajat k cyklu
obsahujiicemu pramen 1. Vzdy, ked najdeme novy cyklus, oznadime si
vSetky pramene, ktoré donho patria a zaroven spravime vymenu smerov-
nikov, ktorou sa tento cyklus pripoji k cyklu obsahujacemu prvy pramen.
Vsimnime si, Ze novovzniknuty cyklus obsahuje prave doposial oznacené
pramene. Dalsi cyklus potom hladdme medzi neoznadenymi pramesimi.

Implementdcia. Na ozna¢ovanie prametiov pouzivame pole s. Pramen
j povazujeme za oznaceny, ak s[j] < 0. Novy cyklus zac¢iname hladat
od takého neoznaceného pramena i, zZe vSetky pramene s ¢islom mensim
ako 7 st oznadené. Pramen i ako reprezentanta nového cyklu oznaéime
s[i] = —1, ostatné pramene cyklu ozna¢ime nulou. Ked pri prechadzani
cyklom opif natrafime na pramen 7, cyklus sme uzatvorili. Rovnakym
postupom hladame dalsi cyklus, pricom vieme, Ze kazdy pramer na tomto

Na zaver vymenime jeden smerovnik z kazdého cyklu so smerovnikom
pri niektorom prameni z cyklu obsahujiceho pramen 1, t.j. postupne vy-
miename smerovnik pri prameni 1 so smerovnikmi pri pramenoch ozna-
denych —1 (reprezentanti cyklov). Potrebny poéet vymen je o jednotku
mensi ako pocet cyklov.

Casovd a pamditovd zloZitost. Pamitfové zloZitost je zrejme O(N).
Casové zlozitost algoritmu je tiez O(N), pretoZe s kazdym prvkom pola
s pracujeme maximélne trikrat (dvakrat pri hladani cyklov a na zéaver
robime este jeden prechod polom s).
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P-1ll-5

Ulohu zo zadania si trochu zjednodu$me a venujme sa len podstate ulohy.
Je jasné, Ze ak sa z akéhokolvek dévodu budeme prestvat medzi dvoma
mestami, tak optimalne bude, ak sa medzi nimi budeme prestvat naj-
kratSou moznou cestou. Nech teda h;; (1 < 4,7 < N) oznaluje dizku
najkratSej cesty medzi mestom i a mestom j. RieSenie podulohy, ako
zistit dlzky najkratsich ciest je uvedené o par odstavcov nizsie.

Takto zredukovant tlohu budeme rieSif metédou dynamického pro-
gramovania. Ozna¢me E;; (1 £ i < N, 0 £ j £ K) dizku najkratiej
trasy konciacej v denl j v meste ¢, takej, ze sme videli filmy pq,po,...,p;
a pritom sme posledny film p; videli v meste 7. Ak hodnota E; ; neexistuje
(t.j. neexistuje trasa popisanych vlastnosti), polozime E; ; = occ.

Hodnoty FE;; budeme postupne pocitat z inych skér vypoéitanych
hodnét E; ; a z hodndt h; ;. Zacneme zrejme takto: Fy o= 0a E; g = 00
(2<i< N).

Pocitajme hodnotu E; ; pre 1 £ j < N. Mame dve moznosti: V meste
¢ nehraju film p;. Trasa pozadovanych vlastnosti konciaca v meste i
neexistuje, preto E; ; = oo.

Druhd moznost je, Ze film p; v meste ¢ hraji. Rozoberme tato
moznost. Na to, aby sme videli filmy p;,ps,...,p; sme museli vidiet
filmy p1,p2,...,pj—1. Film p;_; sme mohli vidiet v nejakom meste s.
Do mesta s sme sa pritom zrejme dostali najkratSou trasou, koncia-
cou v tomto meste. Dlzka tejto trasy je E ;1. Z mesta s do mesta %
sme takisto museli ist najkratSou cestou. Teda dlzka takejto trasy bude
E, j—1+hs,;. Prostym vyskasanim vSetkych moznych miest s dostaneme
dlzku najkratsej cesty E; ;:

E;; =min{Es;_1+hs;: 1<s< N}

Najkratsia trasa, potrebna na zhliadnutie vSetkych K filmov konéi
v nejakom meste i. Staéi nam teda vybrat z dlzok tras, ktoré konéia
v jednotlivych mestach ti najmensiu. Pre dfZku optimalnej trasy E teda
plati
E:=min{F; gk:1<i1< N}

Ostava nam este zistif, cez ktoré mesta vlastne optimalna trasa vedie.
Oznac¢me D; ; mesto, z ktorého sme prisli v denn j do mesta ¢, ak by sme
isli po optimélnej trase konciacej v meste 7 v deii j. Hodnotu D; ; budeme
pocitat sibezne s hodnotou E; ;. D; ; bude vlastne to mesto s, pre ktoré
bude E; ;_1 + hs; minimalne.
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Mesto, v ktorom konéi hladané optimélna trasa (t.j. také, pre ktoré
je F; xk minimalne) ozna¢me x k. Potom predchédzajtice mesto na opti-
malnej trase bude g1 = Dy, k. Vo vSeobecnosti mesto na optiméalnej
trase, z ktorého sme prisli do mesta z; bude mesto z;,_; = D, ;.

Nakoniec venujme par slov otazke, ako vzdialenosti h;; (1 < 4,5 <
< N) medzi jednotlivymi mestami pocitat. Pouzijeme standardny Floyd-
-Warshallov algoritmus. Vstupom tohto algoritmu je matica h;; (1 <
<14,7 £ N), obsahujiica dlzky ciest, spajajtcich jednotlivé dvojice miest
(pre cestu vediicu medzi mestami i a j s dizkou [ polozime hij=hj;=
= [, ak medzi 7 a j nevedie ziadna cesta, polozime h;; = h;; = 00).
Vystupom algoritmu je matica h, v ktorej h; ; je minimalna vzdialenost,
ktortt musime precestovat, aby sme sa dostali z mesta i do mesta j.

Algoritmus bude pracovat v N cykloch. Po vykonani k-teho cyklu
(0 £ k £ N) bude platit, Ze h; ; je dlzka najkratiej trasy z mesta i do
mesta j, ktora prechadza len cez mesta s ¢islom mensim alebo rovnym
k. Na zaciatku (t.j. po vykonani 0 cyklov) je v h; ; uloZend dizka priamej
trasy bez prechddzania cez iné vrcholy. Pri vykonédvani k-teho cyklu,
df7ka trasy h; ; mdze byt bud rovnaké ako v predchadzajticom cykle (ak
nevyuzijeme moznost viest trasu z mesta ¢ do mesta j cez mesto k),
alebo rovna h; + hy ; (ak trasu z i do j vedieme cez mesto k). Vzdy si
samozrejme vyberieme kratsiu moZnost.

Implementdcia. Dlzky ciest naditavame priamo do pola h, v ktorom
aj pocitame vzdialenosti medzi mestami F-W algoritmom. Na vypocet
si nepotrebujeme pamitat vSetky hodnoty F; ;, staci si pamitat iba
dva stlpce pre j a j 4+ 1. To robime v poli optim, pricom optim[0]
obsahuje hodnoty E; ; pre j parne a optim[1] pre j neparne. Ak vSak
chceme zrekonsStruovat optimdalnu trasu, potrebujeme si pamétat asponi
hodnoty D; ;. Na tie ndm vSak stac¢i typ byte. Hodnoty D;; mame
v poli pred, ktoré je vo vzorovom programe alokované dynamicky, aj
ked obmedzenia v zadani dovolovali pouzit statické pole.

Casovd a pamdtovd zloZitost. Casova zlozitost celého algoritmu bude
O(N® + KN?), z toho O(N?®) je Floyd-Warshallov algoritmus. Pamé-
tova zlozitost bude O(N? + KN), kde O(N?) pamiti zaberad matica h
a O(NK) zaberaju matice F a D.

Poznamka. Existuje algoritmus, ktory nepotrebuje ivodné predvypo-
&tanie vzdialenosti F-W algoritmom a ktory na vypocet kazdého stipca
matice E pouziva modifikdciu Dijkstrovho algoritmu. Tento algoritmus
mé ¢asovi zlozitost O(K (M log N)), resp. O(K N?) (podla implementa-
cie Dijkstrovho algoritmu) a pamitov zlozitost O(M + NK).
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