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Pfipravné soustredéni pred 41. MMO

V pritbéhu 49. ro¢niku se konalo vybérové soustiedéni pro pfipravu na
mezindrodni matematickou olympiaddu bezprostfedné po skonceném ce-
lostatnim kole kategorie A, a to od 17. do 21. dubna 2000 v Jevicku.
Na soustfedéni byli pozvani nejlepsi fesitelé III. kola kategorie A s pfi-
hlédnutim k vysledkiam II. kola. Soustfedéni bylo zaméfeno na pfipravu
reprezentanti a ke kone¢né nominaci Sesti¢lenného druzstva.

Uspésnost jednotlivych studenti ukazuje nasledujici tabulka:

Jan Housték 7/7, G Jirsikova 244, Pelhfimov 91,5
Jan Herman 3/4, G ti. Kpt. Jarose 14, Brno 76,5
Jan Kyncl 5/6, G Kostelni 259, Jilemnice 86,5
Jan Pipek 7/8, G Parléfova 2/118, Praha 6 61
Jaroslav Hajek 2/4, G 17. listopadu 526, Bilovec 76
Ondfej Suchy 6/7, G Mikuldsské nam. 23, Plzen 63
Josef Kfistan 6/7, G Mikul4sské nadm. 23, Plzen 58
Rudolf Stolar 3/4, G tf. Kpt. Jarose 14, Brno 63

Na zédkladé uvedenych vysledk, v nichz jsou zapoditany i vysledky
oblastniho a celostatniho kola, bylo prvnich Sest vybrano do reprezen-
ta¢niho druZstva a sedmy byl urcen jako nahradnik. Toto druzstvo nés
reprezentovalo i na jiz tradi¢nim stfetnuti s druzstvem Slovenska.

Jednotlivé seminéafe vedli a tlohy pfipravili:
dr. Martin Pandk (17.4.),

dr. Jaroslav Svrcek (18.4.),

doc. Jaromir Simsa (19.4.),

dr. Pavel Calabek (20.4.),

dr. Karel Hordk (21.4.).
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Ulohy zadané na p¥ipravném soust¥ed&ni

1. Najdéte vSechna pfirozend &isla n takovd, Ze 2™ — 1 je ndsobkem ¢isla
3a (2" — 1) je délitelem 4m? + 1 pro n&jaké m.

2. Mgjme piirozend s, t a necht (z,y) je usporddana dvojice celych ¢isel.
Zménou dostaneme z dvojice (z,y) dvojici (z + ¢,y — s). Dvojici (z,y)
nazveme dobrou, jestlize po néjakém poctu zmén (i nulovém) dostaneme
dvojici soudélnych ¢isel.
a) Rozhodnéte, jestli je (s,t) ,dobrd“ dvojice.
b) Ukazte, ze pro libovolné s a t existuji celd z, y takovd, ze dvojice
(z,y) neni dobra.

3. Necht X = {1,2,...,n},n = 2 anecht Aj, Aq, ..., At jsou podmnoZiny
mnoziny X takové, Ze pro libovolné indexy 1 < iq,1i0,143,74 < k plati

|Aiy UA;, UA;, UA, [ Sn—2.

Dokazte, ze k < 2n2,

4. Necht M, N jsou takové vnitini body trojtihelniku ABC, pro néz plati
[« MAB| = |xNAC| a |xM BA| = |xNBC)|. Dokazte, ze plati

|AM|-|AN]| . |BM]| - |BN]| . |ICM|-|CN|
|AB| - |AC] |BA| - |BC| |CA|-|CB|

5. Funkce f: (0;1) — R takova, ze plati f(0) = f(1) = 0, vyhovuje pro
v8echny dvojice u, v rtiznych &isel z intervalu (0, 1) podmince

|f(w) = f)] < |u—l.

Dokazte, ze pro libovolna a,b € (0, 1) plati nerovnost

1
7@~ O € 5.
6. Kazdy bod prostoru je obarven bilou nebo ¢ernou barvou. Dokazte,
Ze (v prostoru) lze vybrat 5 bodu stejné barvy tak, Ze jeden z nich je

e

7. Uhlopfticky konvexniho &tyFuhelniku ABCD se protinaji v bodé R.
Body P, Q necht jsou po fadé stiedy stran AB, CD. Jestlize je ¢tyi-
thelnik ABCD tétivovy, pak primky, které jsou kolmé k BD, AC, AD
a prochézeji po fadé body P, @, R, se protinaji v jednom bodé. Dokazte.

148



8. Necht A je licha a B suda dcislice. Dokazte, Ze pro kazdé prirozené
&islo n existuje prirozené ¢islo, které je délitelné ¢islem 2™ a které nema
ve svém dekadickém zépise cislice razné od A a B.

9. Najdéte nejmensi celé ¢islo ¢ s vlastnosti: Spliuje-li nekonstantni mno-
hoélen P(z) s celociselnymi koeficienty podminku P(1) = P(2) = 0, pak
asporti jeden z jeho koeficienti neni vétsi nez c.

10. Osa uhlu BAC protne stranu BC' trojihelniku ABC v bodé D. Na
poloptimkach AB a AC jsou vybrany po fadé body M a N tak, ze
|xMDA| = |xABC|a|xNDA| = |xACB]|. Oznac¢me P prusecik piimek
AD a MN. Dokazte rovnost |AD|* = |AB| - |AC| - |AP|.

11. Sou¢in kladnych ¢isel aq,as, ..., a, je roven 1. Dokazte nerovnost

1 1 1
+ +ooot —
n—1+4+a n—1+as n—1+a,

A
—

12. Vrcholy A, B, C ostrothlého trojihelniku ABC' lezi po fadé na stra-
nach B1Cy, C1 Ay a Ay By trojuhelniku A; B; Cy, pfi¢emz plati podobnost
ANA1B1C; ~ AABC. Dokazte, ze pruseciky vySek obou trojuhelnikt
maji stejnou vzdalenost od stfedu kruznice opsané trojihelniku ABC.

13. Osy AA;, BB;, CC; thla trojuhelniku ABC se protinaji v bodé M
(A1, B1, C jsou body stran trojuhelniku ABC).

Dokazte: Jestlize jsou si poloméry kruznic vepsanych do trojahelnika
MB1A a MC1 A rovny a poloméry kruznic vepsanych do trojuhelniki
MC1B a M A, B jsou si také rovny, pak je trojuhelnik ABC rovnostranny.

14. Urcete vSechny redlné polynomy f vyhovujici rovnici
f(a?) = f(2)f(z - 1).

nl+4 1\®
15. Z Wilsonovy véty je znamo, Ze posloupnost (%) obsahuje
n n=0
nekone¢né mnoho celych ¢isel.

NI . - . nl+a
a) UrCete vSechna pfirozend éisla a s vlastnosti, Ze posloupnost N
n

obsahuje nekone¢né mnoho celych éisel.
b) Uréete viechny celoéiselné ¢leny této posloupnosti proa =2 aa = 5.

16. Rozhodnéte, zda existuje rostouci funkce f: N — N s néasledujicimi
vlastnostmi:
f(1) =2,

f(f(n) = f(n) +n.

149



17. V roviné je dan trojihelnik A; A3Asz a libovolny bod Py. PoloZzme
Atz = Ak pro k 2 1 a sestrojme posloupnost bodt Py, P;, P, . .. tak, Ze
pro kazdé k = 1 bude bod P obrazem bodu Pj_; pfi otodeni o tthel 120°
(v zdporném smyslu) okolo stfedu Ay. Jestlize Pig9s = Py, je trojuhelnik
A; Ay Az rovnostranny. Dokazte.

18. Je dan pravidelny n-uhelnik, n 2 5; ozna¢me A a B dva jeho sousedni
vrcholy, O jeho stfed. V roviné n-tthelniku se pohybuje trojuhelnik XY Z
shodny s trojuhelnikem OAB, a to tak, ze nejprve X = O, Y = A, Z =B
a potom Y a Z probihaji oba cely obvod n-uhelniku, pficemz X lezi stale
uvnitf n-thelniku. Uréete mnozinu vSech moznych poloh vrcholu X.

19. Dvé shodné kruznice k;, k2 maji vnéjsi dotyk a soucasné se zevnitt
dotykaji po fadé stran AD a AB, resp. AB a BC daného ¢tverce ABCD
(obr. 58). Uvazujme te¢ny DE, CE po fadé ke kruznicim kq, ko. Dokazte,
ze kruznice vepsand trojuhelniku CDF je shodné s kruznicemi k; a k.

D C A
E
AN, N
k1 ko i
A B B
Obr. 58 Obr. 59

20. Nechf AB je primér a CD tétiva dané kruznice k, pficemz AB L
L CD. Uvazujme dvojici shodnych kruznic kq, ko, které se vné dotykaji
v bodé E lezicim na prauméru AB (obr. 59). Dokazte, Ze trojuhelnik BDE
je rovnoramenny.
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