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6. ¢esko-slovenské stretnuti

MODRA-PIESOK 7.-10. CERVNA 2000

Dvé Sestice tspésnych finalistd matematické olympiady kategorie A vy-
branych pro reprezentaci Ceské a Slovenské republiky na MMO se uz
posesté utkaly ve vzajemném stfetnuti, jehoz organizace se v tomto roce
ujala Slovenskd komisia matematickej olympiddy. Spolu se svymi vedou-
cimi byli reprezentanti pozvani do rekreacni Zochovy chaty bratislavské
Tuventy v Modre-Piesok nedaleko Bratislavy. Tam po dva dny fe$ili dvé
trojice tiloh za podminek obdobnych tfetimu kolu kategorie A (4,5 hodiny
na tii Glohy). Z nasich reprezentantt se bohuzel omluvil Jan Housték,
kterého v tomto klani nahradil Josef K¥igfan. Slovenské muZstvo shodou
okolnosti vystoupilo rovnéz s jednim nadhradnikem, Balasze Keszegha na-
hradil Tomas Kulich.

Poradi | Jméno Zemé| body |Soudcet
1. Vladimir Zajac SVK | 772777 | 37
2. Miroslava Sotakova |SVK |771672 30
3. Tom4as Jurik SVK | 722671 25
4. Katarina Quittnerova |SVK |710741 20
5. Jan Kyncl CZE |703711 19
6. Peter Mdjek SVK |710711 17
7. Jaroslav Hajek CZE |711412 16
8. Josef Kristan CZE (604121 14
9. Jan Herman CZE |700600 13
10. Tomas Kulich SVK (700010 8
11.-12. | Ondrej Suchy CZE [000200 2
11.-12. | Rudolf Stolar CZE (200000 2

Jak je vidét z pfipojené tabulky, nedopadli tentokrat nasi reprezentanti
ve spole¢ném méreni sil pred 41. MMO moc dobfe. O nic lépe si nevedli
ani v tradi¢nim volejbalovém stfetnuti (prohrali 0 : 3).

N4s tym doprovézeli RNDr. Jaroslav Svréek, CSc., a Mgr. Pavel Ca-
labek, Dr., slovensky tym vedli Fugen Kovdé¢ a Juraj Féldes.
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Texty soutéZnich uloh

1. Dokazte, ze pokud kladné realnd ¢isla a, b, ¢ spliiuji nerovnost
5abc > a® + b® + ¢,

pak existuje trojuhelnik s délkami stran a, b, c. (MO Bélorusko, 1999)

2. Je dan trojuhelnik ABC' a jemu vepsana kruznice k. Kruznice kg, ks,
k. protinaji ortogonalné kruznici k a tsecky BC, CA, AB jsou (v tomto
poradi) jejich tétivy. Kruznice k,, kp se znovu protinaji v bodé C”, kruz-
nice k., k, v bodé B’ a kruZnice ks, k. v bodé A’. Dokazte, Ze polomér
kruznice opsané trojihelniku A’B’C” je polovinou poloméru kruznice k.
Pozndmka. Rikdme, Ze dvé kruZnice se protinaji ortogondiné, jestlize

jsou jejich teény v kazdém spoleéném bodé navzajem kolmé.
(jury MMO 1999)

3. Dokazte, Ze prirozené cislo n je mocninou 2, pravé kdyz existuje celé
&islo m takové, Ze 2™ — 1 je délitelem ¢isla m2 +9.  (jury MMO 1998)

4. Necht P je mnoho¢len s celo¢iselnymi koeficienty. DokaZte, Ze mnoho-
clen Q, kde
Q(z) = P(a*)P(z*)P(2*)P(z) + 1,

nema celociselny kofen. (E. Kovdc)

5. Je dan rovnoramenny lichobéznik ABCD se zakladnami AB a CD.
KruZnice vepsana trojihelniku BC'D se dotyka strany CD v bodé E.
Necht F' je takovy bod na ose thlu DAC, Ze pfimky EF a CD jsou
navzajem kolmé. Kruznice opsana trojihelniku ACF protind pfimku C D
v bodech C a G. Dokazte, ze trojuhelnik AF'G je rovnoramenny.
(USAMO, 1999)

6. Kazdé celé cislo je obarveno jednou z barev Cervend, modra, zelena
a bild. Necht z a y jsou licha &isla takova, ze |z| # |y|. Dokazte, Ze
existuji néjaka dvé celd ¢isla stejné barvy, jejichz rozdil nabyva jednu
z hodnot z, y, z + y anebo = — y. (jury MMO 1999)

Regeni dloh

1. Tvrzeni dokdZeme sporem. Necht pro néjaka kladna realna ¢isla a, b, ¢
plati dand nerovnost, a pfitom trojuhelnik s délkami stran a, b, ¢ neexistu-
je. To znamend, Ze pro ¢isla a, b, ¢ neplati aspon jedna z trojthelnikovych
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nerovnosti. Bez jmy na obecnosti (dand nerovnost je symetrickd) mii-
7eme piedpokladat, Ze ¢ 2 a + b, neboli ¢ = a + b+ z, kde z = 0. Po
dosazeni dostavame

Sabla+b+z) > a®> +b> + (a+b)* + 3(a + b)%z 4 3(a + b)z? + 2°
a po uprave
2a%b + 2ab* > 2a® + 2b® + abz + 3(a* + b*)z + 3(a + b)z? + 2.

Protoze posledni ¢tyfi ¢leny souctu na pravé strané jsou nezaporné, plyne
odtud 2a%b + 2ab? > 2a® + 2b3, coZ je ekvivalentni nerovnosti (a + b) x
x (a—b)? < 0, kterd pro kladna é&isla a, b zjevné neplati. Tim jsme dospéli
ke sporu, a tvrzeni tlohy je tak dokdzano.

2. Predevsim si uvédomme, Ze kruznice k1 (S1;71) a ka(S2; r2) se ortogo-
nalné protinaji, pravé kdyz r? + r2 = |S152|2. To snadno plyne z Pytha-
gorovy véty pro trojuhelnik S;.52X (obr.60).

Obr. 60

Ozna¢me nyni V stfed kruznice k vepsané trojihelniku ABC, r jeji
polomér D, E,| F po tadé jeji dotykové body se stranami BC, CA, AB
a P, Q, R stredy tseéek EF, FD, DE (obr.61). Ukdzeme, Ze body Q
a R lezi na kruznici k,.

7 Eukleidovy véty o odvésné pro trojuhelniky VBD a VCD plyne, Ze
|[VQ|-|lVB| =r?a|VR|-|VC| = r2. To znamena, 7e body B, C, R, Q lezi
na néjaké kruznici se sttedem O, a polomérem r,. Pro mocnost bodu V'
k této kruznici plati |[VQ| - |VB| = r2 = |VO,|? — r2, co? znamena,
ze kruznice opsand ¢tyfihelniku BC' RQ protind kruznici k ortogonalné.
Body B a C vsak muZe prochéazet nejvyse jedna kruznice, ktera kruz-
nici k protina ortogonalné. Kruznice opsana ¢tyfthelniku BCRQ je tedy
kruZnice k,.
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Analogicky dokazeme, Ze body R, P lezi na kruznici k; a body P,
Q@ na kruznici k.. Je tedy A’ = P, B’ = Q a C' = R, coZ znamen4,
Ze polomér kruznice opsané trojthelniku A’ B’C’ je roven poloviné polo-
meéru kruznice k, kterd je opsana trojuhelniku DEF' (trojuhelnik PQR je
obrazem trojuhelniku D EF ve stejnolehlosti se stfedem V' a koeficientem
%) Tim je tvrzeni Glohy dokazano.

Obr. 61 Obr. 62

Poznamka. To, Ze body B, C, R, Q lezi na kruznici, lze snadno od-
vodit i z rovnosti obvodovych thla v tétivovych ¢tyftahelnicich VEFBD
a VQDR (jsou tétivové podle Thaletovy véty): |xVBD| = |xVBF| =
= |xQDV| = |xQRV|, takze i ¢tyfuhelnik BCRQ je tétivovy (obr.62).

3. Nejprve ukazeme, ze pokud 2" — 1 déli m? + 9 pro né&jaké celé ¢islo m,
je m mocninou cisla 2.

Pokud n neni mocninou dvojky, je délitelné néjakym lichym éislem
1 2 3, a protoze 2! —1 vizdy déli 2" — 1, d&li i m2 +9. Cislo 2! — 1 dava pii
déleni ¢tyfmi zbytek —1, stejny zbytek musi mit i néktery z jeho prvo-
Ciselnych déliteli, takZe existuje prvoéislo p takové, ze p = —1 (mod 4)
a zaroven p | m? + 9. Z malé Fermatovy véty tak plyne

1(p—
1=mP ! = (m?) 2(P-1) - (—9)%(”—1) = (—1)%(”—1) -37~1 (mod p).

Pro p # 3 miiZeme na pravé strané podle stejného tvrzeni dosadit 37! =
1
= 1 a zaroven (—1)5(”"1) = —1, protoZe prvocislo p jsme nasli tak, ze p—1
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neni délitelné ¢tyfmi, takZze exponent %(p — 1) je lichy. Vidime tedy, ze
posledni kongruence vede ke sporu. Pokud oviem p = 3, je 2! — 1 délitelné
tfemi, takZe 2! = 1 (mod 3), a zaroveii pro liché [ plati 2! = (-1)! = —
(mod 3), coz je opét spor. Tim je prvni implikace dokazana.

Predpokladejme nyni, ze n = 2*. Pro k = 0 i k = 1 tvrzeni ziejmé
plati, predpokladejme tedy, Ze k = 2. Potom

2" —1=(2+1)(22+1)(2¥ +1)... (22" +1). 1)

Uvédomme si, Ze pro a < £ jsou &sla 22° + 1 a 22° + 1 nesoudélna.
Pro jejich libovolny spole¢ny délitel d, ktery je nutné lichy, mizeme totiz
modulo d psat —1 = 22° = 22°277" = (22,3)23_,, = 1, coZ znamena, Ze
je d = 1. Podle tzv. ¢inské zbytkové véty (&isla 22 41 jsou navzajem
nesoudélnd) tak existuje pfirozené ¢islo c, které je feSsenim soustavy kon-

gruenci
c=2" (mod 227 +1), 1€{0,1,...,k—2}.

Pro takové c pak dostdvéme ¢? + 1 = 0 (mod 2%t 4 1) (le{o,1,...,
k —2}), takZe podle (1) 2" — 1 d&li 9(c2 + 1) = (3¢)? + 9. Stadi tedy vzit
m=c2.

4. Vsimnéme si, Ze pro kazdé celé ¢islo n plati n® = n (mod 3). To snadno
plyne z rozkladu n® —n = n(n? — 1) = (n — )n(n + 1). Je tedy také
n* =n? (mod 3) a pro mnoho¢len P s celo¢iselnymi koeficienty tak plati
P(n®) = P(n) (mod 3) a P(n*) = P(n?) (mod 3). Pro mnohoélen Q,
ktery ma rovnéz celociselné koeficienty, tak z poslednich dvou kongruenci
plyne

Q(n) = (P(n)P(n?))” +1 (mod 3).

ProtoZe pro kazdé celé &islo m plati bud m? = 0 (mod 3), nebo m? = 1
(mod 3), vidime, zZe kongruence Q(z) = 0 (mod 3) neméa zadné FeSeni
v oboru celych ¢isel, tim spiSe nemuze mit celociselné feSeni rovnice

Q(z) = 0.

5. Ukdzeme, ze |FA| = |FG|. Budeme postupovat odzadu. Na polo-
pfimce opa¢né k DC vezméme bod P tak, ze | DP| = |DA|, a podobné na
poloptimce opaéné k C'D vezméme bod Q tak, ze |CQ| = |CA|. Pomoci
znamych vztahd pro useky stran trojuhelniku BCD vzhledem k jeho
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vepsané kruznici dostavame (obr.63; ziroven vyuzivame toho, ze dany

lichobéznik ABCD je rovnoramenny)

BD|+ |CD| - |BC

\PE| = |PD| + |DE| = |DA| + B2L*] E | = 1BC] _
__|BD| +|CD| + |BC|
- 5 ,

BC|+ |CD| - |BD

Q| = 1QC| + CB| = |acy + FATICDIZ 1B
__|BC|+|CD| + |BD|
= : ,

neboli |PE| = |QE|. To znamen4, Ze trojihelnik PQF je rovnoramenny
a pfimka EF je osou jeho strany PQ.

F
7 e
P = Q
A B
Obr. 63

Uvazme nyni kruznici opsanou trojuhelniku AQP. Jeji stfed O lezi
na E'F, a protoze trojuhelniky APD a AQC jsou rovnoramenné, jsou
DO a CO osami tsecek AP a AQ (obr.64). Odtud plyne, Ze

|XxDAO| = |¥xDPO| = |xCQO| = |xCAO|,

bod O tedy lezi na ose ithlu CAD, coZ znamené, Zze O = F'. Z rovnosti uhli
|*xCAF| = |xCPF)| zéroveii vidime, ze body C, A, F', P lezi na kruZnici,
coz znamend, zZe bod P je druhym prusecikem primky C'D s kruznici
opsanou trojihelniku CAF, je tedy P = G a |FA| = |FP| = |FG|, coz
jsme méli dokézat.

6. Ziejmé staci najit celé ¢islo a takové, ze mezi ¢tyfmi celymi &isly a,
a+z, a+vy, a+ x+y najdeme dvé disla stejné barvy. To budou ta éisla,
jejichz existenci chceme dokazat.
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Obr. 64

Predpokladejme naopak, Ze existuje obarveni celych cisel takové, ze
pro kazdé celé ¢islo a maji éisla a, a + z, a + y, a + = + y vesmés ruznou
barvu, tj. Ze existuje funkce f: Z — {C, M, Z, B} takové, Ze pro kazdé
celé ¢islo a plati

fla,a+z,a+y,a+2x+y})={C,M,Z B} (1)

(pismeny C, M, Z, B jsme oznacili uvazované barvy). Ukdzeme dale, Ze
takovy predpoklad vede ke sporu.

Uvazujme na mnoziné Z x Z (mnoziné vsech mfizovych bodu v roving)
obarveni g: Z x Z — {C, M, Z, B} urcené pro vSechna ¢,j € Z vztahem

9(i,7) = f(iz + jy).

Pri takovém obarveni g maji ovSem vrcholy libovolného jednotkového
Ctverce navzajem rizné barvy: vrcholiim

(9),(G+1,7),6G5+1),(+1,j+1)eZx1Z
totiz odpovidaji celé ¢isla
(i +jy), (iz+jy) + =, (iz+jy) +y, (iz+jy) +2+y,

jez maji podle (1) vesmés rtiznou barvu.

Tato vlastnost jednotkovych ¢tverca uz je podstatnym omezenim pro
existenci takového obarveni. ProtoZe sousedni mtiZzové body (af v fddku
¢i v sloupci) nemohou mit stejnou barvu, obsahuje kazdy fadek (¢éi slou-
pec) bud jen dvé barvy, které se pravidelné stfidaji, anebo se po sobé
vyskytnou tfi vrcholy navzajem rtznych barev.
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Predpoklddejme napriklad, Ze v néjakém sloupci najdeme t¥i po sobé
jdouci vrcholy s navzajem ruznymi barvami; bez ijmy na obecnosti necht
B
to jsou barvy M. Uvazime-li vrcholy sousednich jednotkovych ¢tverct,
C
zjistime, Ze jsou uz jednoznac¢né urceny predevsim barvy obou vrchola
sousedicich s prostfednim vrcholem a pak i barvy zbyvajicich vrcholt
obou sousednich trojic vrcholu:

B CBC BCBCB
ZIMZ, ZMZ, MZMZM,
C BCB CBCBC

Barvy vrcholt v kazdém ze tfi odpovidajicich fadkt se tudiz museji
pravidelné stfidat.

Pokud se v nékterém radku (¢i sloupci) pravidelné stfidaji dvé barvy
(napfiklad ...CMCM ...), museji se diky uvedené vlastnosti jednotko-
vych ¢tverca v dalsim fadku pravidelné stridat obé zbyvajici barvy:

CMCMC CMCMC
nebo

ZBZBZ BZBZB

A v dalsim fadku se zase budou pravidelné st¥idat prvni dvé barvy C
a M atd. Vidime, Ze se pak v kazdém fadku pravidelné stifida vzdy jedna
z dvojic barev C a M, resp. B a Z, a to tak, Ze vSechny liché radky
obsahuji jednu dvojici barev a vSechny sudé radky druhou dvojici.

Miuzeme tedy predpokladat, ze napt. fadky maji tu vlastnost, Ze se
v nich pravidelné stf¥idaji dvé barvy. Ozna¢me C a M barvy bodu (0, 0)
a (1,0), takze ¢(0,0) = C a ¢(1,0) = M. Potom g(y,0) = M (protoze
y je liché). Protoze i z je liché, musi byt g(0,z) € {B, Z}. Z rovnosti
9(y,0) = f(zy) = g(0, z) viak dostdvame spor. Tim je existence takového
obarveni vyvracena a tvrzeni ulohy dokazano.
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