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41. mezinarodni matematicka olympiada

V poradi jiz 41. roénik této mezinidrodni soutéze ‘

se konal 13.-25. dervence 2000 v Korejské republi-
ce. Soutéz probéhla v Taejonu, na pudé jedné z nej-

prestiznéj§ich univerzit v Asii, kterou je pomérné ®

mlada vysoka skola KAIST (Korea Advanced Insti- l "o
tut of Science and Technology), zalozend v r. 1971. 2000
Letosniho roéniku MMO se zacastnili 462 soutézici KOREA

z 82 zemi celého svéta. Logo olympiddy svymi dvéma

¢tverci symbolizuje uplynuléd dvé tisicileti, taeguk (rozdéleny kruh) je tra-
di¢nim symbolem Koreje (najdeme ho i na korejské stétni vlajce). Pouzité
barvy (modra, zelend a Cervena, jejichz kombinaci dostaneme vSechny
barvy spektra) pak symbolizuji krasu a silu matematiky, zakladu veskeré
védy a technologie.

Patronat nad organizaci a priubéhem 41. roéniku MMO pfevzal mi-
nistersky predseda Korejské republiky Han Dong Lee, ktery se osobné
zudastnil slavnostniho zahajeni soutéze. Korejsti organizatori pfipravili
vSem tdastniktim dobré podminky pro samotnou soutéz a také zajimavy
doprovodny kulturni a spole¢ensky program. Soutézici méli moznost na-
vstivit korejsky skanzen v Yonginu pobliz Suwonu, archeologicka nalezisté
v Kyéngju a také pavilony svétové vystavy EXPO, kterd se v Taejonu
konala v roce 1993. Ve Skolském kampusu KAISTu byla po celou dobu
soutézicim k dispozici vSechna sportovisté, plavecky bazén a moderné
vybavena pocitacovéa u¢ebna.

Vybér soutézicich za Ceskou republiku byl proveden v Jevicku na
statniho kola. Vybrani soutézici se pak jesté zucastnili utkani ve sloven-
ské Modre mezi Ceskou republikou a Slovenskem, kde soutézili reprezen-
tanti obou zemi za podminek podobnych soutézi na MMO. Nase druz-
stvo tvofila nasledujici Sestice olympioniki: Jaroslav Hajek, z Gymnézia
M. Kopernika v Bilovci, Jan Herman a Rudolf Stolar z Gymnazia na
t¥. Kpt. Jarose v Brné, Jan Housték z Gymnéazia v Pelhfimové, Jan Kynél
z Gymnéazia v Jilemnici, a Ondrej Suchy z Gymnézia na Mikulasském
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nam. v Plzni. Vedoucim nasi vypravy byl dr. Karel Hordk z Matema-
tického tistavu Akademie véd v Praze, pedagogickym vedoucim druZstva
byl dr. Jaroslav Svréek z Univerzity Palackého v Olomouci. Vedouci de-
legace pricestoval do hlavniho mésta Koreje Soulu kvili vybéru tloh jiz

Dva dny po priletu soutézicich, tedy 18. ¢ervence se konalo slavnostni
zahdjeni. Vlastni soutéz probéhla ve dnech 19. a 20. ¢ervence v pavilonu
univerzitni knihovny KAISTu. Jako obvykle zaci fesili v kazdém soutéz-
nim dni po tfech tlohach. Na kazdou trojici iloh méli vyhrazeny vzdy
4,5 hodiny ¢istého ¢asu a za kazdou tlohu mohli ziskat maximalné 7 bodi.

Nase mladé druzstvo nezklamalo. Svédéi o tom predevsim zisk jedné
stiibrné medaile Janem Houstkem a déle tii bronzovych medaili oproti
jediné bronzové medaili z predeslé 40. MMO v Rumunsku. Jejich vysledky
jsou uvedeny v nasledujici tabulce:

Body za tlohu Body Cena

Umisténi 1 23456
395.-416. Jaroslav Hajek, 000200 2
2. ro¢. GMK
Bilovec,
205.-213. Jan Herman, 720200 11 111

3. ro¢. gymnézia,
Brno, tf. Kpt. Jarose
90.-99. Jan Houstek, 721740 21 1L

7. ro¢. gymnazia,
Pelhfimov

139.-149.  Jan Kyndl, 71420 2 16 II1.
5. ro¢. gymnazia,
Jilemnice

351.-368. Rudolf Stolar, 010300 4
3. ro¢. gymnazia,
Brno, tf. Kpt. Jarose

205.-213.  Ondfej Suchy, 700202 11 I
6. ro¢. gymnazia,
Plzen, Mikulasské nam.

Celkem 28 6 518 4 4 65

O néaroc¢nosti soutéznich tloh svédéi i nizké hranice pro zisk medaili:
na tfeti cenu stacilo 11 bodd, druha cena se udélovala za 21-30 bodu
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a prvni za alespon 31 bodi. Resitelt, ktefi si z Taejonu odvezli zlatou
medaili, bylo celkem 28. Mezi nimi byli ale ctyfi, kteri ziskali plny pocet
42 bodt: Alezandr Usni¢ z Béloruska, Zhiwei Yun z Ciny a dva soutézici
Alexej Pojarkov a Alexandr Gajfullin z Ruska.

Neoficialni poradi vSech zucastnénych zemi s poc¢tem ziskanych cen
a celkovym bodovym ziskem (piipadna ¢isla v zadvorce upozoriiuji na nizsi
pocet reprezentanti):

I II III body I II III body
CLR 6 0 0 218  Ceskd republika 01 3 65
Rusko 51 0 215  Makedonie 01 2 63
USA 2 4 0 184  Kolumbie 0 0 2 61
Korea 3 30 172 Kuba 0 0 2 61
Bulharsko 2 3 1 169  Lotyssko 0 0 3 60
Vietnam 3 21 169  Nizozemsko 00 2 60
Bélorusko 2 2 2 165  Brazilie 0 0 3 58
Tchaj-wan 2 31 164  Francie 0 0 3 58
Madarsko 1 50 156  Italie 0 0 3 57
Iréan 1 4 1 155 Indonézie 0 0 2 54
Izrael 2 1 3 139  Finsko 0 0 3 52
Rumunsko 0 4 2 139  Belgie 0 0 2 51
Ukrajina 2 20 135  Lucembursko (4) 0 0 2 51
Indie 0 5 1 132 Maroko 0 0 1 48
Japonsko 1 2 3 125 Recko 0 0 1 46
Australie 1 3 1 122 Norsko 0 0 1 45
Kanada 1 2 1 112 Estonsko 0 0 1 42
Slovensko 0 2 3 111 Trinidad a Tobago 0 0 O 40
Turecko 0 3 1 111  Island 0 0 0 37
Arménie 0 2 3 108  Déansko 0 0 1 36
Némecko 11 2 108 Litva 0 0 1 34
Velka Britanie 0 2 4 96 Novy Zéland 0 0 O 34
Jugoslavie 0 1 3 93  Azerbajdzan 0 0 O 32
Kazachstan 01 4 91 Kypr 0 0 O 32
Argentina 01 4 88  Malajsie (3) 0 0 2 32
Moldavsko (5) 0 2 3 84  Peru (4) 0 0 O 32
JAR 0 0 4 81  Spanélsko 0 0 0 29
Hongkong 01 2 80  Irsko 0 0 O 28
Bosna a Hercegovina 0 0 4 78  Filipiny (4) 0 0 O 23
Thajsko 01 3 78  Uruguay (3) 0 0 O 23
Svédsko 0 2 0 77  Portugalsko 0 0 O 21
Mexiko 01 3 75  Sri Lanka (3) 0 0O 21
Polsko 01 2 75  Ekvador 0 0 O 19
Chorvatsko 0 0 4 73 Albéanie (5) 0 0O 17
Slovinsko 01 1 73 Kirgizie (4) 0 01 16
Gruzie 01 0 72 Macao 0 0 O 16
Singapur 01 2 71 Kuvajt (4) 0 0 O 12
Uzbekistan 0 0 2 70  Guatemala 0 0 O 11
Rakousko 0 2 1 68  Venezuela (2) 0 00 11
Mongolsko 0 0 4 67  Brunei (2) 0 0O 8
Svycarsko (4) 01 2 67  Portoriko 0 00 8

Jak je patrno z tabulky zGcastnénych stati, na prvnich mistech neo-
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ficidlniho potradi jednotlivych zemi podle celkového bodového zisku se uz
tradi¢né vyskytuji Cina, Rusko, Spojené staty, Korea, Bulharsko a Viet-
nam. NaSe umisténi v druhé poloviné této tabulky nas rozhodné necti.
Slavnostni zakonc¢eni 41. MMO se konalo v mezindrodnim kulturnim
centru statni univerzity Chungnam v Taejonu. Pti této prilezitosti pozvali
zastupci USA v8echny zucastnéné delegace k tcasti na dalsim ro¢niku

MMO.

Texty soutéZnich dloh
(v zévorce je uvedena zemé, ktera tlohu navrhla)

1. Jsou dany dvé kruznice k; a ko, které se protinaji v bodech M a N.
Oznacme [ jejich spole¢nou te¢nu takovou, ze bod M je bliz [ nez bod .
Bod dotyku pfimky [ s k; oznacme A a bod dotyku s ko oznac¢me B.
Pfimka vedend bodem M rovnobézné s | protind kruznici k1 v dals$im
bodé C a kruznici ko v dalsim bodé D. Oznac¢me dale E prusecik pfimek
CA a DB, P prusecik pfimek AN a CD a Q prusecik pfimek BN a CD.
Dokazte, ze |EP| = |EQ). (Madarsko)

2. Necht a, b, ¢ jsou kladn4 redlna &isla takova, Ze abc = 1. Dokazte, Ze

(a—1+%>(b—1+%)(c—1+2)§1.

(Rusko)

3. Necht n 2 2 je pfirozené &islo. Na pocatku je na vodorovné piimce
n blech, ne v8echny v témz bodé. Pro kladné realné ¢islo A\ definujme tah
nasledujicim zptsobem:
vybereme libovolné dvé blechy v bodech A a B, pficemz bod A je
nalevo od bodu B;
blechu z bodu A nechame skocit do bodu C dané pfimky napravo
od B, pticemz |BC|/|AB| = A.
Urcete vSechny hodnoty ) takové, zZe pro libovolny bod M na dané pfimce
a pro libovolnou poc¢éateéni polohu n blech existuje kone¢na posloupnost
tahii, ktera pfesune vSechny blechy na mista napravo od bodu M.

(USA)

4. Kouzelnik mé sto karet oéislovanych od 1 do 100. Vlozi je do tfi kra-
bic — Cervené, bilé a modré — tak, aby v kazdé byla aspon jedna karta.
Jeden z divak si vybere dvé ze tii krabic, z kazdé vytahne jednu kartu
a ozndmi soucet ¢isel na vybranych kartach. Na zdkladé tohoto souctu
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uréi kouzelnik krabici, z které divak kartu nevytahl. Kolika zpusoby lze
rozdélit vSechny karty do krabic, aby kouzelnikiv trik vzdy fungoval?
(Rozdéleni povazujeme za ruzné, pokud se aspon jedna karta objevi v jiné
krabici.) (Rusko)

5. Rozhodnéte, zda existuje kladné celé ¢islo n takové, ze n je délitelné
presné 2000 raznymi prvodisly a 2™ + 1 je délitelné n. (Bélorusko)

6. Necht AH,, BH,, CHj3 jsou vysky ostrouhlého trojuhelniku ABC.
KruZnice vepsana trojuhelniku ABC se po fadé dotyka stran BC, CA,
AB v bodech Ty, Ty, T3. Oznacme po tadé [y, I, I3 pfimky soumérné
sdruzené s primkami HoHj3, H3H,, HiHy podle os ToT3, 13Ty, T1T5.
Dokazte, ze pfimky [y, ls, I3 uréuji trojuhelnik, jehoz vrcholy lezi na
kruznici vepsané trojuhelniku ABC. (Rusko)

ReSeni tloh

1. Ozna¢me K prusecik pfimky MN s te¢nou I obou kruznic (obr. 65).

Obr. 65

Protoze bod K lezi na chordéle obou kruZnic, méa viéi nim stejnou moc-
nost, tj.

|AK|? = |KM|-|KN| = |KB|?.
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Je tedy |AK| = |KB|, a protoze PQ || AB, je diky stejnolehlosti troj-
thelnikt NPQ a NAB také |PM| = |MQ)|. Staci tedy ukazat, Ze je
EM 1 PQ.

Protoze tsecka C'D je rovnobézna s te¢nou AB, puli oba body dotyku
A, B prislusné oblouky CAM a MBD, takze oba trojuhelniky C'M A
a M DB jsou rovnoramenné. Je tedy

|xBAM| = |xAMC| = |xACM| = |xEAB|,

1
|<xABM| = |xBMD| = |xBDM| = |xEBA], S

coz znamena, ze body E a M jsou soumérné sdruzeny podle pfimky AB.
Je proto EM 1 AB, atedy i EM 1 PQ, coz jsme chtéli dokazat.

Jiné feSeni. Vyuzijeme ziejmé rovnosti (1) z pfedchoziho feSeni.
Pfimka CD oddéluje body E a N, takze z vlastnosti obvodovych uhla

Obr. 66

v tétivovych étyfthelnicich NDBM a NM AC plynou rovnosti (obr. 66)
|xNBD| = |xNMD|=180°—|xNMC| = 180° — |[x NAC| = |xNAE)|.
To znamend, Ze také ¢tyfuhelnik ANBE je tétivovy. Je tedy

| XANE| = |xXABE| = |x¥PDE| a |¥xBNE|=|xBAE|=|xQCE|.
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A tak i étyftuhelniky PNDE a CNQF jsou tétivové. Navic ziejmé plati
| xANC| = |xAMC| a |xBND|=|xBMD|,

takze

|xEQC| = |xENC| = |xEND)| = |<xEPD|.

Rovnost |XxFEQC| = |xEPD| v trojuhelniku PQFE ovSem znameni, ze
|EP| = |EQ|.

2. Danou nerovnost muzeme homogenizovat vhodnou zménou promén-
nych: Vezméme kladna ¢isla z, y a z tak, aby

) b:.y—7 Cc= —
z T

(jedna mozné volba je napt. z = 1,y = 1/a a z = 1/(ab)). Misto pivodni
nerovnosti tak dostaneme

(z-y+2)(y—z+2)(z-z+y) S 7Yz
Protoze kazda dvé z cisel
u=r—-y+z, v=yY—2z+x, w=z—+Yy
maji kladny soucet, je nejvyse jedno z nich zaporné. V takovém piipadé
je oviem wvw < 0 < zyz a nerovnost trividlné plati.

Predpokladejme tedy, Zze u = 0, v 2 0, w = 0. Potom podle nerovnosti
mezi aritmetickym a geometrickym prumérem plati

@—y+2)+y—z+2)

Vuv =/(z —y+z)(y—z+x) < 5

Podobné plati i /ow £ y a yJwu £ z, takze vvw < zyz, jak jsme chtéli
dokazat.

Jiné reSeni. ProtoZe
1 1
b——1+—=b<l——+a),
c
je

(a—l—i—%)(b—l—%%)=b<a2—(l—%)2>§ba2. (1)
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Analogicky plati
(b—1+%>(c—1+%) <eb? a (c—1+%)<a—l+%) <act (2)

Jestlize jsou levé strany vSech tfi nerovnosti (1) a (2) neziporné,
muzeme nerovnosti (1) a (2) vynésobit a dostaneme, ze kvadrat levé
strany je nejvyse roven ba?cb?ac?® = 1, ¢imz je nerovnost dokazana.

Pripustme, Ze je néktery z Ciniteld zaporny, napf. a — 1+ 1/b < 0
(to mizeme dokonce predpoklddat bez Gjmy na obecnosti, protoze dand
nerovnost je cyklickd). Pak ovéema < 1—-1/b<lal/b<1l-a <1,
tj. b > 1, takzec—1+1/a>0ab—141/c > 0 a dand nerovnost je
trivialné splnéna. Tim je ditkaz hotov.

Jiné FeSeni. Diky dané podmince abc = 1 plati

Homte ) refo-1ed) -

%(b—-l-f—%)-ka(c—l—f—é)

%(c—l—#é)—i—b(a—l%-%)

Specidlné odtud plyne, Ze nejvyse jedno z Cisel

2,

2.

I

1

1 1
u=a—1+~-, v=b—-14+-, w=c—1+ -
c a

b 4
je zaporné. Pokud ano, pak dand nerovnost trividlné plati, jak uz jsme
ukézali v predchozich FeSenich. Pokud v 2 0, v 2 0, w 2 0, mame podle
nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primeérem

1 1
2=-u+4+cv=2 Euv, 2=-v+aw =2 ng,
a a b b

b
2:1w+bu§2 —wu.
c c

Je tedy uv < a/c, vw < b/a a wu < ¢/b, takie (uvw)? < 1. Protoze
uvw = 0, je dikaz hotov.

Jiné FeSeni (feseni Jaroslava Hdjka, na které pfiSel po soutézi). Dand
nerovnost je invariantni vuci cyklické permutaci ¢isel a, b, ¢, proto mu-
Zeme predpoklddat, Ze je napf. a £ 1 a ¢ 2 1, takZe plati

(a—1)(c—=1)=0.
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To lze zapsat jako ac—a+1 < ¢, zéroveti viak je ac—a+1=a(c—1)+
+121>0, tedy
0O<ac—a+1=Zec

Protoze 1 — (bc — ¢)? £ 1, plyne z pfedchozi nerovnosti nerovnost

(1-(bc—c)*)(ac—a+1) e,
neboli
(1 =bc+c)(1+bc—c)lac—a+1) =Ze,

(1—bc+c)(%+b—l)(ac—a+l)§1.

Vydélime-li ted levou stranu posledni nerovnosti éislem abec = 1 tak,
Ze prvni zavorku vydélime bc a tfeti ¢islem a, dostaneme dokazovanou
nerovnost.

Pozndmka. V kazdém z uvedenych Feseni lze snadno nahlédnout, Ze
rovnost plati, pravé kdyz a=b=c=1.

3. (S vyuzitim myslenek Jana Kyncla.) Oznaéme Ai, Aa, ..., A, pozice
jednotlivych blech zleva doprava v nékterém okamziku a uvazujme sou-
Cet s = |A1A,| + |A24,] + ... + |An—1A,]|. Podivejme se, co se sta-
ne, provedeme-li tah pro blechy v bodech A, A, (1 £ k < n): do-
staneme tak novou posloupnost boda A/, A, ..., Al pro kterou plati

1= A1, Ay = Ay, .., Ay = Ag1, A = Agqr, -, ALy = Ag,
Al = An + MA, — Ag), takze |AL ALl = |AnAil + MAkA,| pro i < k
a |AL ALl = |AnAit1| + A|AkAn| pro k < ¢ < n. Nové poloze blech odpo-
vida soudet s, pfidemz

s —s=|ArAn| + (n — DA ALA,| =
= ((n—1)A = 1)| A An|. (1)

Je tedy zfejmé, Ze pro (n — 1)\ = 1, neboli A =2 1/(n — 1) se pfisludny
soucet s nezmensi. Volime-li tahy tak, Ze postupné skice vzdy prvni
blecha zleva za posledni, pfesunou se tak po n—1 krocich vSechny blechy
za blechu, kterd byla posledni v pocate¢ni pozici. Protoze je vzdy

sS (n—1)|A1An], tj. |A14n] 2 s(0)/(n—1),

kde jsme jako s(0) oznalili odpovidajici soudet s na za¢dtku, octne se
pivodné prvni blecha nejméné o s(0)/(n — 1) déle vpravo. Vidime, Ze

167



uvedenym postupem se lze se vSemi blechami dostat libovolné daleko
(jakmile se jedna blecha octne za néjakym bodem M, dostanou se tam
v dalsich krocich i vSechny ostatni).

Necht nyni A < 1/(n —1). Vime jiz, ze pfi skoku k-té blechy (1 £ k <
< n — 1) pfes posledni se pfislusny soucet s zmensi o hodnotu (1). Tim
spis se soucet s zmensi skokem z k-té pozice pres I-tou blechu (k < [ < n),
i kdyz se tim blecha dostane za posledni. Kone¢né skokem z k-té pozice
pres [-tou nékam vlevo od posledni blechy se pfislusny soucet s zmensi
presné o délku skoku, ktera je (1 + A)|AxA;l.

Vidime tedy, Ze pokud se po néjakém skoku viubec zméni poloha
posledni blechy, zméni se nejvyse o z < M| A, A, |, zatimco odpovidajici
soucet se dle (1) snizi alespon o

(1= (n—=1)A)|Agdn] 2 (1 = (n = 1)A)z/X = Xoz.

Ovsem tento soucet se muze celkem snizit nejvyse o hodnotu s(0), kterou
mél na pocatku, to znamend, ze poloha pravé krajni blechy se nikdy
neposune dale nez o s(0)/A\.

Odpovéd. Uloze vyhovuji viechna realna &isla A < 1/(n — 1).

4. Ukéazeme, ze hledany pocet je 12.

Predpokladejme, ze mame karty rozmistény do tfi krabic tak, ze
kouzelnikuv trik funguje. Jsou-li a, b, ¢, d ¢tyfi razna cisla z mnoziny
{1,2,...,100} takova, ze a + b = c+ d a karty s Cisly a, b, ¢ se nachazeji
v ruznych krabicich, musi byt karta s ¢islem d ve stejné krabici jako c.
(Tuto zdkladni tivahu vyuzijeme i v dalsich FeSenich.)

Necht existuje i takové, Ze karty s ¢isly ¢, 7 + 1 a i + 2 jsou vesmés
v ruznych krabicich (oznacme je po fadé pismeny A, B a C). Protoze
i+ (i+3) = (i+1)+ (i +2), musi byt karta s ¢islem i + 3 (pokud i < 97)
v krabici A. Vidime, Ze t¥i po sobé jdouci ¢isla karet v rtiznych krabicich
urcuji, v jaké krabici bude karta s nasledujicim ¢islem: rozmisténi karet do
krabic se cyklicky opakuje. Stejny argument muzeme samoziejmé pouzit
i opa¢nym smérem. Staci tedy prifadit barvy krabic ¢islam 1, 2 a 3, coz
lze ucinit Sesti zpusoby. Dvé karty pak budou ve stejné krabici, prave
kdyz jejich ¢isla davaji pri déleni tfemi stejny zbytek. Takové rozdéleni
zfejmé vyhovuje, protoze souet dvou ¢isel s ruznymi zbytky modulo 3
dava tfeti mozny zbytek.

Predpokladejme nyni, Ze zadna takova trojice po sobé jdoucich éisel ve
tFfech ruznych krabicich neexistuje. Ozna¢me A krabici, kterd obsahuje
kartu s ¢islem 1, a necht 7 je nejmensi ¢islo, které v krabici A neni,
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necht je v krabici oznacené B. Nejmensi ¢islo ve zbyvajici tfeti krabici C
ozna¢me k. Z pravé uvedenych predpokladu plyne, ze je i + 1 < k.

Predpokladejme, ze k < 100. Protoze i + k = (i — 1) + (k + 1), musi
byt k+1 € A. Na druhou stranu z rovnosti i+ (k+1) = (¢ +1) + & plyne,
ze 1+ 1 € C, a to odporuje predpokladu, ze nejmensi ¢islo v krabici C
je k. Je tedy k£ = 100.

Protoze (i—1)+100 = i+99, je 99 v krabici B. Ukazme, Ze v takovém
pripadé uz museji byt v krabici B vSechna ¢isla mezi 1 a 100: Kdyby
né&jaké t > 1 bylo v krabici A, muselo by byt ¢ — 1 v krabici C, to vsak
odporuje predchozimu zavéru, nebot ¢t + 99 = (¢ — 1) 4 100.

Dostali jsme tak dalsi obarveni ¢isel, které rovnéz vyhovuje: je-li sou-
¢et vybranych c¢isel nejvyse 100, je zbyvajici krabice C; je-li soucet 101,
zbyva B, a je-li soucet vétsi nez 101, zbyva A. Pocet takovych obarveni,
resp. usporadani karet do krabic je opét Sest. Tim je tloha vyfeSena.

Jiné TeSeni. Jsou dvé moznosti, jak karty rozmistit do krabic: bud
dame do stejné krabice vzdy vSechny karty, jejichz ¢isla davaji stejny
zbytek pri déleni tfemi, anebo kartu s Cislem 1 dame do jedné krabice,
kartu s ¢islem 100 do druhé a zbyvajici karty s ¢isly 2,...,99 do zbylé
krabice. Protoze krabice se lisi barvou, je v obou pripadech Sest moznosti
pro vybér prislusnych krabic. Snadno ovérime, Ze obé popsana rozdéleni
karet maji pozadované vlastnosti.

Pron 2 3 oznaéme H,, tvrzeni, Ze jiné rozdéleni n karet do tii krabic,
pri némz popsany trik funguje, neexistuje. Dokdzeme H, matematickou
indukci. Tvrzeni Hj trivialné plati (obé popsané rozdéleni dokonce sply-
vaji). Pfedpokladejme, Zze H, plati pro néjaké n = 3, a uvazujme n + 1
karet (o¢islovanych vSemi ¢&isly z mnoziny {1,2,...,n+ 1}).

Pokud je karta s ¢éislem n + 1 sama v jedné krabici, zatimco karta
s ¢islem 1 je v krabici jesté s jinymi kartami, oznaéme N soucet nejvétsich
¢isel v obou zbyvajicich krabicich, takze n+2 < N < n+(n—1) = 2n—1.
To vsak znamena, zZe ¢islo N muzeme dostat i jako soucet z jiné dvojice
krabic: N = (n+ 1) + (N — n — 1). Karta s éislem 1 musi tedy byt také
samostatné.

Pokud je karta s éislem n+ 1 v krabici jesté s jinym ¢islem, dostaneme
po jejim odstranéni situaci s n kartami, coz nema na fungovéni triku vliv.
Podle indukéniho predpokladu jsou mozna nejvysSe dvé rtzna rozdéleni
karet do krabic. Protoze (n+ 1)+ (n —2) = n+ (n— 1), musi byt n+1
v krabici s ¢islem n — 2. Je-li n karet rozdéleno do krabic podle zbytki
modulo 3, bude i karta s ¢éislem n + 1 v odpovidajici krabici, protoze
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n+1=mn-2 (mod 3); pokud je n karet (pro n > 3) rozdéleno do krabic
druhym moznym zpusobem, vyjde ndm, Ze karta s ¢islem n+ 1 by musela
byt zaroveti i v krabici s ¢islem 1, nebot (n + 1) + 1 = n + 2, coz nejde.
Tim je dikaz indukei hotov: ani pro n + 1 jiné rozdéleni karet do krabic,
pri némz trik funguje, neexistuje.

Vzhledem k tomu, Ze krabice jsou rozliSeny tfemi barvami, existuje
pro kazdé z uvedenych rozdéleni Sest permutaci barev, takze pro kazdé
n > 3 existuje 2 - 6 = 12 raznych rozdéleni karet, pro néz kouzelnikuv
trik funguje.

Jiné Feseni. Pfredpoklddejme, Ze mame karty rozmistény do tii krabic
tak, ze kouzelnikuv trik funguje. Karty s ¢isly 1 a 2 nemohou byt ve stejné
krabici: Jestlize je 1,2,...,i — 1 € A, karta s ¢islem ¢ > 2 je v krabici B
a j je nejmensi Cislo karty v krabici C, musi byt karta s ¢islem j — 1
v krabici B, protoze (j — 1) +¢ = j + (i — 1). To vSak nejde, protoze
souCet 1+ 7 = 2+ (§ — 1) nedovoluje uréit zbyvajici krabici.

Prol € A a2 € B ozna¢me j nejmensi ¢islo karty v krabici C. Pokud
j = 3, dostavame rozdéleni karet do krabic podle zbytku jejich &isla pri
déleni tfemi, pro které trik funguje.

Pokud j = 100, plyne z rovnosti 100+ 1 = 99+ 2, Ze 99 € B, a z rov-
nosti k + 99 = 100 + (k — 1) pak plyne, Ze krabice A nemtZe obsahovat
zaddné k > 1. Dostavame tak rozdéleni karet do krabic, pfi némz v kra-
bici B budou vSechny karty s Cisly 2,3,...,99, coZ je rozmisténi, které
rovnéz vyhovuje.

Kdyby vsak bylo 3 < j < 100, vyjde z rovnosti j +2 = (j+1) + 1, Ze
karta s ¢islem j+ 1 je v A, a z rovnosti j + 3 = (j + 1) + 2 zas, Ze karta
s ¢islem 3 je v krabici C. To je ve sporu s definici ¢isla j.

Existuji tedy jen dvé rizna rozmisténi karet do krabic, a protoze kra-
bice jsou rozlieny tfemi barvami, je celkem 2 -6 = 12 rtznych rozdéleni
karet, pro néz kouzelniktuv trik funguje.

Jiné FeSeni. Pfedpoklddejme, Ze v jedné krabici jsou karty s &isly
a1 < ...< am,vdruhésisly by < ... <b,avtletiscislyc; <...<cp,
piicemzm 21, n2>21,p = 1.

Uvazujme mnoziny

{al +b17a1+b27"'aal +bnaa2+bn7--~7am+bn}a
{bl +c1,b1 +02,...,b1+cp,b2+cp,...,bn+cp},

{Cl +al7cl+a27"'acl+am702+am7"'7cp+am}1
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které maji postupné m+n—1,n+p—1a p+m— 1 riznych prvka vzdy
usporadanych do rostouci posloupnosti. Aby kouzelniktv trik fungoval,
museji byt uvedené t¥i mnoziny navzajem disjunktni, pfitom dohromady
obsahuji 2(m + n+ p) — 3 = 197 ruznych ¢isel, z nichz nejmensi je aspon
1+ 2 = 3 a nejvétsi nejvyse 100 + 99 = 199, takze jsou to vlastné
v§echny mozné soucty. Jinymi slovy to znamena, ze pokud trik funguje,
mé mnozina sou¢tt {a; + b;} pravé m + n — 1 prvkd, mnozina souctii
{bj+ci} pravé n+p—1 prvka a mnozina souét {cx+a;} pravé p+m—1
prvki. Bez ijmy na obecnosti predpokladejme, Ze m = n 2 p.
Pokud n 2 2, uvazujme pro 1 £ i < m — 1 dvé mnoZiny

{a1+b1,...,ai+b1,ai+1 +b1,ai+1 +b2,...,am+b2,...,am+bn},
{a1 +b1,...,a; +b1,a; + ba,a;p1 +bay ... yam +bo, ... am + by}

Obé maji pravé m + n — 1 raznych prvka uspofaddanych do rostouci
posloupnosti, takze se museji rovnat, je tudiz

aiy1 + b1 =a; + by neboli a;y1 — a; = ba — by.
Podobné pro p 2 2 dostaneme
Ciy1—Ci=by—by, 1Si<p—1, biy1—bi=az—a;, 1<iSn—1.

To znamena, Ze v kazdé z krabic, v niZ jsou aspon dvé karty, tvori
prislusna &isla aritmetickou posloupnost s jednou spole¢nou diferenci
d = as — a;. Kdyby bylo d > 3, nemohli bychom vsechny karty roz-
mistit do tii krabic. Pokud d = 3, musi byt karty s ¢isly 1, 2 a 3 v riz-
nych krabicich a vychazi, Ze obsah jednotlivych krabic tvori karty s ¢isly
1,4,7,...,100, 2,5,8,...,98 a 3,6,9,...,99.

Je-li d £ 2, nemtiZe se stat, Ze by ¢ast jedné z moZnych aritmetickych
posloupnosti s diferenci d byla v jedné krabici a ¢ast v druhé: jakmile
jeci —bj =d=ay—ay, jear +c¢ = az+ b; a trik nemize fungovat.
Vidime, Ze pro d = 2 by musela byt krabice neobsahujici 1 nebo 2 prazdna
a podobné i prod = 1.

Zustava jesté moznost n = p = 1, m = 98. Necht b; < ¢; a oznaéme
d = c¢; — by. Kdyby bylo d < 99, pak urcité existuji a; < a; tak, Ze a; —
—a; = d = ¢; —b; a trik by nemohl fungovat. Musi tudiz byt ¢; —b; = 99,
neboli b = 1, ¢; = 100 a v prvni krabici jsou vSechna ¢isla 2,3,...,99.
Snadno ovéfime, Ze pfi takovém usporadani karet bude kouzelnikuv trik
fungovat.

Nasli jsme dvé principidlné odlisna rozdéleni karet do nerozlisenych
krabic, a protoze barvy krabic mizeme permutovat Sesti zptsoby, je pocet
ruznych rozdéleni karet celkem 12.
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5. Nejprve ukazeme, ze pro kazdé prirozené a plati
3023 +1. (1)

Proa =1 je 3| 2%+ 1 = 9; predpokladejme, Ze pro néjaké piirozené k
k
plati 3% | 23" + 1. Protoze

3k+1

2 1= (2% 1) (22 -2 4 1),

staci ukazat, ze vyraz v druhé zavorce je délitelny tfemi. Je ovSem 223" _
23" 41=1-(=1)4+1=0 (mod 3), takze 35+1 | 23" 1 1 a dle principu
matematické indukce plati (1) pro kazdé a € N.

Cislo 2%" 4+ 1 miiZe ovem mit i dalsi délitele, dokonce libovolny pocet
riznych prvoéinitelt. Najdeme-li tedy a tak, ze 23° + 1 ma dalsich 1999
ruznych prvociniteld 3 < p; < ... < p1gg9, bude feSenim ulohy naptiklad
éislon = 3%p1ps . . . p199g, které ma pravé 2 000 ruznych prvocinitelt a déli
&slo 2™ + 1, nebot déli jeho délitele 23” + 1:

23‘1 + 1 | (23a)p1_..p1999 + 1 — 271 + 1’

Ukazme, ze &slo 2°° + 1 ma pro dostateéns velké a dostateény pocet
ruznych prvocinitelt. Vyjdeme opét z rozkladu

m3 +1=(m+1)(m? —m+1).
Protoze je zaroven
m?—m+1=(m+1)(m—2)+3,

je nejvétsi spoleény délitel éisel m + 1 a m? — m + 1 délitelem ¢&isla 3.
Pfitom je-li ¢islo m + 1 délitelné tfemi, je i m — 2 délitelné tfemi, takze
(m+1)(m — 2) + 3 je délitelné tfemi, ale ne deviti. Pro m > 2 tak musi
mit m? —m + 1 alespoti jednoho prvoéinitele p > 3, ktery nedéli m + 1.
Z rozkladu

23" p 1= (2%) +1=(2% +1)(22% 2% +1)
proto plyne, Ze ¢islo 23" 4+ 1 ma prinejmensim aspon jednoho dalsiho
prvoéinitele, ktery neni délitelem é&isla 23° + 1. Pro a > 1999 tak bude
mit &slo 23” 4+ 1 aspoii 2000 riznych prvociniteli. To je vSe, co jsme

potiebovali dokazat.
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6. Oznacme V stied vepsané kruznice a My, M, M3 po fadé body sou-
mérné s body T3, Ts, T3 podle prislusnych os thli AV, BV a CV. Body
M, My, M3 (obr.67) tudiz lezi na kruznici vepsané trojihelniku ABC.
Ukéazeme, Ze to jsou vrcholy trojuhelniku tvoreného pfimkami Iy, lo, [3.

C

Ty
Ty

M. M,

A T5 \ M3 B

Obr. 67

S ohledem na symetrii celé situace staci, kdyz dokazeme, ze bod My
lezi na ptimce [;. Body Ts a Hs lezi vzdy v téze poloroviné uréené prim-
kou BV. Budeme se zabyvat pouze pfipadem, kdy vrchol C trojuhel-
niku ABC lezi ve stejné poloroviné (druhy pfipad se vyfesi analogicky).
Oznacéme S priisecik polopfimky BV se spojnici ToT3 a P prusecik polo-

Obr. 68

ptimky BV s pfimkou I (obr.68). Protoze |T1S| = |T35| a |xV ST3| =
= |XAT3T,| - 18 = (90°—1a)— 38 = 37,je |XVSTi| = |xVCTy| = 1.
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Oba body C' i S lezi ve stejné poloroviné uréené V'Ty, takze ¢tyfuhelnik
VT1CS je tétivovy a navic C'S 1L BV. To ovSem znamena, Ze i ¢tyfthelnik
BCH,S je tétivovy. Odtud plynou rovnosti

|<)(PSH2| =7 a !{SH2T2| = g

Z konstrukce bodu P je tak patrné (obr.69, thly PST, a BST3 jsou
vrcholové), ze

|xPSHa| = v = 2|xPST|,

takze bod P je obrazem bodu Hs v soumérnosti podle pfimky T5T3.
Z této soumérnosti navic vychazi, ze | SPTs| = |xSHyTs| = 3f3. Z vlast-
nosti sttidavych ahlt tudiz plyne, Zze P15 || AB a PM; || BC. Abychom
se tedy ujistili, Ze bod My lezi na [y, ukdZeme, Ze [ je rovnobézna s BC.
Tim bude dukaz tvrzeni tlohy hotov.

Obr. 69

Ukazeme nejprve, Ze primka l3, kterd je obrazem piimky H;H,
v soumérnosti podle osy T1T», je rovnobéznd se stranou AB daného
trojahelniku. Pokud je trojihelnik ABC rovnoramenny (o = f3), je
TyT» | HiHy || AB a tvrzeni je zfejmé. Bez Gjmy na obecnosti pfed-
pokladdejme, ze o > (. V tom pfipadé (obr. 70) z tétivového étyfuhelniku
ABH, H, plyne, ze je |<xH,HyC| = 3, takze HyH, svird s pfimkou AB
uhel a— 3. Podobné z tétivového &tyfuhelniku 77 CT5V (obr. 71) zjistime,
ze |xT'T>C| = 90° — 3v = 3(a + ), takie Ty T, svird s piimkou AB
thel oo — 1(a+ B) = 3(a— B). Obraz piimky H; H> v soumérnosti podle
pfimky T1T5 svir tedy s pfimkou AB thel (o — 8) — 2 (o — 3) = 0°.
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Podobné zjistime, Ze i pfimky [; a [ jsou rovnobézné s odpovidajicimi
stranami trojihelniku ABC.

Obr. 70

Obr. 71

Jiné feSeni. Jak jsme ukdzali na zavér predchoziho FeSeni, jsou
pfimky 1, I, I3 jsou rovnobézné s odpovidajicimi stranami trojihel-
niku ABC. To ovSem znamen4, Ze existuje stejnolehlost h, kterd prevadi
trojahelnik A’ B’C’ uréeny pfimkami [y, l2, I3 na trojuhelnik ABC. Aby-
chom dokéazali, Ze trojtihelnik A’B’C’ je vepsan kruZnici vepsané danému
trojuihelniku ABC, musime ukazat, Ze obrazem této kruznice ve stejno-
lehlosti A je pravé kruznice trojuhelniku ABC opsana. Pritom je zfejmé,
ze prislusny koeficient podobnosti musi byt r/R, kde r znaéi polomér
vepsané a R polomér opsané kruznice trojahelniku ABC.

Oznaéme O stfed kruznice opsané trojuhelniku ABC a uvazujme
bod J, ktery déli usecku VO v uvedeném poméru, tj. |VJ| : |JO| =r : R,
a stejnolehlost h(J, —r/R). UkaZeme, Ze trojuhelnik A’B’C’, ktery je
obrazem trojihelniku ABC' ve stejnolehlosti h, je trojuhelnik tvoreny
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piimkami [y, Iy a l3. Vzhledem k symetrii prvka v trojihelniku staci
ukdzat, ze bod T; lezi na ose soumérnosti piimek HiH, a A'B’, tj. Ze
vzdélenost bodu Ty od ptimky H;Hs je stejna jako od piimky A’'B’.
Protoze analogicky i vzdalenost bodu T3 od obou piimek A’B’ a H,H,
je stejna, bude to znamenat, ze pfimka A’B’ je obrazem piimky HiH,
v soumérnosti podle ptimky 71,75, takze [3 = A’B’.

Nejdiive zjistime vzdalenost obou rovnobézek AB a A’B’. Protoze
vzdélenost bodu O od strany AB je R cos~y, plyne ze stejnolehlosti h, ze

vzdalenost bodu V' od strany A’B’ je % - Rcosy = rcos~y. Vzdalenost

AB a A'B' je tedy r(1 + cosy) = 2r cos? 1.

Vzdélenost bodu T od strany AB je (obr.71) |T1 Bl sin g = 2|T1 B| x
X sin 2ﬁcos 26 = 2rcos? i3, protoze |T1B| = |T3B| = rcotg —é—,@. Ode-
¢tenim od vzajemné vzdalenostl piimek AB a A’ B’ vychéazi, ze vzdalenost
bodu T} od A’B’ je

27

2r|cos 5~ cos? gl = r|cosy — cos (. (1)

Zbyva spocitat vzdalenost bodu T} od primky HiHs. Z tétivového
¢tyfuhelniku ABH, Hy (obr.70) mame |XHyH;C| = «, takZe prisludna
vzdalenost je

|H1Ti|sine = ||CH;| — |CT||sina = sina‘bcosv — rcotg %',
piicemZ b = r(cotg 1o + cotg £7), takze

|H Ty |sine = rsina‘cos*y(cotg % + cotg %) — cotg gl =

. a v
= rsmalcotg 5 CosY — cotg 5(1 - cos'y)’ =

o 27
smacotg—2— cosy — smacotg — - 2sin —2—’

ine sa ota 2 si ’Y'n’yi
— — — COS7y — o —sin —| =
n2co2c g2c07 sin cos2s >

— sinasin’y‘ =
= r|(1 + cosa) cosy — sinasiny| =
= r|cos~y + cos(a + )| = r|cosy — cos F].

Zjistili jsme, Ze vzdélenost bodu T; od piimky H;Hs je stejnd jako
vzdalenost (1) téhoz bodu od pfimky A’B’. Tim je tvrzeni ulohy doka-
Zano.
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