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Kategorie C

Texty tloh

C-1-1
Najdéte vSechna trojmistna &isla n takova, ze posledni trojéisli &isla n?
je shodné s ¢islem n. (J. Zhouf)
C-1-2

Sestrojte lichob&znik, jsou-li dany délky 9cm a 12cm jeho ahlopricek,

délka 8 cm stiedni pricky a vzdalenost 2 cm stfedt thlopricek.
(E. Kovdc)

C-1-3
Najdéte v8echny dvojice pfirozenych ¢isel a, b, pro které plati
n(a,b) + D(a,b) = 63,

kde n(a,b) zna¢i nejmensi spoleény nasobek a D(a,b) nejvétsi spoleény
délitel &isel a, b. (L. Bocek)

C-1-4
Dokazte, ze pro délky a, b, ¢ stran libovolného trojahelniku plati

(a2 + b2)c2 _ (a2 _ b2)2

<2
abc? =
Pro které trojihelniky nastane v predchozim vztahu rovnost?
(J. Simsa)
C-1-5

Tticet maturantti jednoho gymnazia si podalo prihlasku k dalsimu studiu
na nékterou ze Sesti fakult Ceského vysokého uceni technického. Vyuzili
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moznost podat vice pfihlasek, a tak polovina zakid podala pfihlasku aspon
na t¥i fakulty, tfetina si podala pfihlasku na vice nez tfi fakulty. Na fa-
kultu architektury se s ohledem na talentovou pfijimaci zkousku nehlasil
nikdo. DokazZte, Ze na nékterou ze zbyvajicich péti fakult se prihlasilo
méné nez dvacet student. (P. Hlinény)

C-1-6
Do dané kruZnice s polomérem r vepiste lichobéznik ABCD s kratsi

zékladnou CD a pruseéikem thlopfi¢ek E tak, aby platilo |BC| = |CD|
a|AE|=r. (P. Leischner)

C-S-1
Najdéte vSechny trojice a, b, c ptirozenych &isel, pro které soucasné plati
n(ab,c) = 28, n(bc,a) = 2°, n(ca,b) = 21,

kde n(z,y) znali nejmensi spoleény nasobek pfirozenych &isel z a y.
(P. Cernek)

C-§-2

V roviné je dan ¢tverec ABCD. KruZnice k prochazi body A, B a dotyka
se pfimky C'D. Oznalme M (M # B) prusedik kruznice k a strany BC.
Uréete pomér |CM| : |BM|. (J. Svrcek)

C-S-3
Pro ktera dvojmistnd ¢isla n je &islo n® — n délitelné stem? (J. Zhouf)

cC-1-1

Najdéte vSechny dvojice prirozenych Cisel a, b, pro které plati
a+ b+ D(a,b) + n(a,b) = 50,

kde D(a,b) znali nejvétsi spoletny délitel a n(a,b) nejmensi spoleiny
nasobek pfirozenych &isel a, b. (J. Simsa)
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cC-1n-2

Kruznice k(S,r) al(O, R) se vné dotykaji v bodé T'. Jejich spole¢nd te¢na

v bodé T protind jejich vnéjsi spole¢nou te¢nu v bodé M. Dokaite, Ze

trojuhelnik SOM je pravouhly, a vyjadiete jeho obsah pomoci polomért

r, R danych kruznic. (P. Leischner)
C-1H-3

Najdéte vSechny dvojice kladnych ¢isel z, y, které jsou feSenim soustavy
rovnic

Z Yo = 195’6’
Y- -Tio = 241,7

Zapis z10 znadi Cislo, které vznikne zaokrouhlenim éisla z na desitky.
(S. Bedndfovd)

C-1n-4

Sestrojte trojuhelnik ABC takovy, Ze vyska a téZnice z vrcholu C déli
téZnici z vrcholu A na tfi shodné usecky, je-li dana délka strany AB
a velikost vysky z vrcholu C. (J. Féldes)
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Regeni tloh

C-1-1

Budeme hledat nejdfive ta &isla n, pro kterd je posledni &islice &isla n?
totozna s posledni éislici ¢isla n. V tom pripadé se musi posledni ¢islice
¢isla n rovnat nékteré z €islic 0, 1, 5 nebo 6.

Vezméme naptiklad 6 a oznac¢me b, a predchazejici Cislice ¢isla n, tedy
n = 100b+ 10a + 6, n? = 10 000b% + 2 000ab + 1 2005 + 100a? + 120a + 36.
Tato dvé ¢isla se shoduji v poslednim dvojéisli pravé tehdy, jestlize se
20a + 36 rovna 10a + 6 az na cely nasobek ¢isla 100, tedy 10a + 30 ma
byt nasobek 100, coz plati pouze pro a = 7. Je tedy n = 100b + 76,
n? = 100006 + 15200b + 5776. Tato dvé &isla se shoduji v poslednich
trech ¢islicich, pravé kdyz se 200b + 776 rovna 100b + 76 aZ na nasobek
¢isla 1000, to znamend, ze b + 7 ma byt cely nasobek ¢isla 10, proto
b = 3. Jednim feSenim je ¢islo n = 376. Podobné bychom dostali dalsi
TeSeni n = 625, zatimco predpoklad, Ze posledni ¢islice je 0 nebo 1, nevede
k cili.

Vyhodnéjsi je ale postup zalozeny na délitelnosti — dvé cisla se sho-
duji v poslednich tfech ¢islicich, pravé kdyz je jejich rozdil délitelny ¢islem
1000. V naSem pitipadé ma byt &slo n? —n = n(n — 1) délitelné &islem
1000 = 23 . 5%. Cisla n a n — 1 jsou nesoudélnd a men3i nez 1000, proto
musi byt jedno délitelné ¢islem 125 a druhé osmi.

Prvni moznost je tedy: n je lichym nésobkem 125, takZze se rovna
nékterému z Cisel 125, 375, 625, 875, a soucasné je n — 1 nasobek osmi,
proto n = 625.

Druhd moZnost: n je nasobek 8 (tedy sudé) a n —1 lichy nasobek 125,
proto n = 376, nebot z Cisel 126, 376, 626, 876 je pouze Cislo 376 nasobek
osmi.

Pozndmka. Pfi tomto postupu hraje vyznamnou roli nesoudélnost
dvou ¢isel. Pfipomente si pojem nejvétsiho spoleéného délitele Cisel a,
b a ovérte, Ze ten déli také kazdé Cislo tvaru ka + lb, kde k, [ jsou cela.
Existuji-li tedy celd k, [ tak, Ze ka + Ib = 1, jsou ¢isla a, b nesoudélna.
Je-li d nejvétsi spoleény délitel &isel a, b, je a = dp, b = dg, kde p, g jsou
nesoudélnd a éislo n = dpq je nejmensim spoleénym nasobkem ¢isel a, b.
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C-1-2

Zvolme oznaceni podle obr. 1, K P je stfedni pficka v trojuhelniku ACD,

D c C
U
W N
A a B E
Obr. 1

proto |KP| 3IDC|, obdobné |QL| = 3|DC|, |PL| = }|AB|, takze
|PQ| 1(a —c) = 2cm. Protoze |KL| = $(a+c) = 8cm, je a =

= 10cm, ¢ = 6cm. Nejdiive sestrojime trojihelnik AEC podle véty
sss, na useéce AE pak bod B, jim vedeme rovnobézku s CE. Ta protne
pfimku vedenou bodem C rovnobézné s AE v bodé D.

C-1-3

Vyuzijeme to, co jsme uvedli v zavéru feSeni 1. dlohy. Je a = Dp, b =
= Dq, n = Dpq, kde D je nejvétsi spolecny délitel, n nejmensi spole¢ny
nasobek ¢isel a, b a {isla p, ¢ jsou nesoudélnd. Podle textu tlohy mé
platit D(1+ pq) = 63, takZe mame tyto moznosti (bez (jmy na obecnosti
predpokladame, ze a < b):

D pq (p,q) (a,b)

1 62 (1,62), (2,31) (1,62), (2,31)
3 20 (1,20), (4,5) (3,60), (12,15)
7 8 (1,8) (7,56)

9 6 (1,6), (2,3) (9,54), (18,27)
21 2 (1,2) (21,42)

Uloha mé 8 feSeni, nerozlisujeme-li pofadi &isel a, b.
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Uvedenou nerovnost upravime na ekvivalentni tvar

0 £ (a? — b%)? — (a® — 2ab + b?)c?,
.
0< (a=0b)? - [(a+b)?—c?.

Protoze a+b > ¢, plati tato nerovnost pro délky libovolného trojihelniku,
rovnost nastane, pravé kdyz a = b, tedy pro rovnoramenné trojihelniky
se zakladnou c.

C-1-5

Nejdrive odhadneme, kolik prihlasek celkem maturanti podali. Polovina,
tj. 15 studentt, podala jednu nebo dvé prihlasky. Z druhé poloviny podalo
10 studentt aspon 4, tedy 4 nebo 5 prihlasek, a zbyvajicich pét studentid
podalo pfihlasku pravé na tii fakulty. Celkem podali nejvyse 15-2+5 - 3+
+ 10 - 5 = 95 prihlasek. Proto nemohli podat na kazdou fakultu aspon
20 prihlasek, to by jich muselo byt aspon 100.

Nasledujici rozpis pro pripad ukazuje situaci, kdy na kazdou z péti
fakult bylo podano pravé 19 prihlasek: A znamend, ze zdk v pfislusném
sloupci podal prihlasku na fakultu uvedenou v fadku, znak — znamena,
7e prihlasku nepodal. Studenti jsou rozdéleni do tii skupin, prvni je slo-
zena z 15 studenti, kteri podali dvé prihlasky. Nasleduje skupina péti
studentd s tfemi prihlagkami, tfeti skupina ma 10 ¢lend, z nichz kazdy
podal 5 prihlasek:

student 1 23 456 78 9101112131415
1.fakulta: A A AAAA - - - - — — - - -
2.fakulta: — - - A AAAAA- - - - - -
3. fakulta: - - - - — — AAAAAA- - -
4. fakulta: - - - - - - - — - AAAAAA
5.fakulta: A AA - - - - - - — - — AAA
student 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
1. fakulta A A A - - AAAAAAAAAA
2.fakulta — A A A - AAAAAAAAAA
3.fakulta — — A AAAAAAAAAAAA
4.fakulta A - - A AAAAAAAAAAA
5.fakulta A A - — A AAAAAAAAAA
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C-1-6

Predpokladejme, Ze jsme jiz lichob&Znik sestrojili (obr. 2), pfimka SE je

Obr. 2

nutnd jeho osou soumérnosti. Oznaéime-li o velikost Gthlu ACD, maji
stejnou velikost i Ghly BDC, ABD a CAB, jak plyne ze soumérnosti
lichobé&zniku podle pfimky SE a z rovnobéznosti pfimek CD a AB. Pro-
toze |BC| = |CD|, je trojihelnik BC' D rovnoramenny, a proto se o rov-
naji i velikosti thld CBD a CAD. A protoze |AE| = |AS| a AB je kolma
na SE, rovnaji se a také velikosti thli SAB a SBA. Z rovnoramenného
trojahelniku ASD plyne, Ze Ghly SAD a SDA maji velikost 3, velikost
thlu SDB je 2a (trojahelnik SD B je také rovnoramenny). Z trojihelniku
ACD pak plyne, ze 8a = 180°, a = 22,5°. Tim uz je dana konstrukce:
zvolime na dané kruznici libovolné bod A, jim vedeme piimku p svirajici
s pfimkou AS thel 2a = 45°, p protne kruznici £ v bodé C rizném
od A. Na tGsece AC zvolime bod E, |AE| = r. Body B, D sestrojime
jako body soumérné sdruzené k bodim A, C podle pfimky SE. Jina volba
bodu A by vedla pouze k FeSeni, které by vzniklo otocenim feSeni jiz se-
strojeného. Podobné volba druhé pfimky vedené bodem A pod tihlem 45°
s pfimkou AS vede k feSeni soumérné sdruzenému k sestrojenému podle
piimky AS.

C-§-1

Jsou-li ¢isla a, b, ¢ feSenim tlohy, jsou to délitelé mocnin dvou, a tedy
sama mocniny &isla 2, a = 27, b = 25 ¢ = 2t kde r, s, t jsou cela
nezéporné &isla. Z rovnosti n(ab, c) = 28 plyne, ze &isla t, 7 + s se rovnaji
nejvyse 8, pri¢emz aspon jedno z nich se rovna 8. Podobné se ¢isla s+t¢, r
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rovnaji nejvyse deviti a aspon jedno z nich je rovno deviti. Dale se jedno
z Cisel 7 + t, s rovnd 11 a zadné z nich neni vétsi nez 11. NemizZe vSak
platit s = 11, protoze s+t £ 9, takZe r +t = 11. NemtZe byt r = 9,
nebot ma platit 7 + s < 8. Proto s +t = 9. Déle mame dvé moZznosti:

1)t=8,0odkudr=3,s=1,a=2%b=2,c=28%,

2) r+s =28, odkud plyne t =6, r =5, s = 3, tedy a = 25, b = 23,
c =26

Uloha m4 dvé fedeni.

Protoze stfed kruznice k lezi na ose strany AB, kterd je zaroven osou

i protéjsi strany C' D, dotyka se kruznice k tuseCky CD v jejim stiedu S
(obr. 3). Protoze tthel ABM je pravy, je AM primérem kruZnice k,

D S C
/\
/@\\ z
// b M
/ s
/ 7/
/ i k
// //
/ >
/ e
/ //
// a K
A B
Obr. 3

a proto je pravy i thel ASM. Odtud plyne, ze |IXDSA| = 90° —
—|XCSM| =|xSMC|, proto jsou trojihelniky SMC a ASD podobné,
takze |CM| : |CS| = |DS| : |DA|. Oznalime-li a = |DA| a z = |CM], je
z:1a=1a:q, tedy v = a. Proto |[CM|: |BM|=1:3.

Dodejme, Ze rovnost x = %a lze odvodit i z Pythagorovy véty pro
trojuhelniky AM B, AMS:

|AB|* + |BM|*> = |AM|* = |AS|? + |SM?,
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takze
a® + (a—12)* = (a® + (30)?) + ((3a)* + 2?),
odkud po tpravé

8
I
-
8

Pozndamka. Zndme-li pojem mocnosti bodu ke kruznici, mizeme na-
psat |[CM|-|CB| = |CS|?, odkud ihned plyne |CM| = fa.

C-S-3

Je-li &islo n® —n = n(n — 1)(n + 1) d8litelné &islem 100 = 2% - 52, musi
byt jedno z ¢&isel n — 1, n, n + 1 délitelné Cislem 25, protoze ze t¥i po
sobé jdoucich ¢isel mize byt nejvyse jedno délitelné péti. Dale musi byt
bud &islo n délitelné &tyfmi (Cisla n — 1, n+ 1 jsou pak lich4), nebo musi
byt ¢islo n liché (¢isla n — 1, n + 1 jsou sudé a jejich souéin je délitelny
CtyFmi). Mame tedy tyto moZnosti:
n = 25 vyhovuje, nebot je liché,
n = 75 vyhovuje, nebot je liché,
n = 50 nevyhovuje, nebot je sudé, ale neni délitelné ¢ty¥mi,
n — 1 = 25, n = 26 nevyhovuje, nebot je sudé, ale neni délitelné ¢ty¥fmi,
n — 1 =50, n = 51 vyhovuje, nebot je liché,
n — 1 =75, n = 76 vyhovuje, nebot je délitelné ¢tyimi,
n+ 1 = 25, n = 24 vyhovuje, nebot je délitelné ¢tyfmi,
n + 1 = 50, n = 49 vyhovuje, nebot je liché,
n+ 1 =75, n = 74 nevyhovuje, nebot je sudé, ale neni délitelné Ctyfmi,
n + 1 =100, n = 99 vyhovuje, nebot je liché.

Uloha m4 sedm feSeni.

c-u-1

Polozme a = Dk, b = DI, kde D = D(a,b) je nejvétsi spoleény délitel
Cisel a, b, takze Cisla k, | jsou nesoudélnd. Je pak n = n(a,b) = Dkl a ma
platit D(k + 1+ 1+ kl) = 50, tedy (1 + k)(1 + 1)D = 50. Najdeme proto
vSechny rozklady ¢isla 50 na soucin t¥i pfirozenych ¢isel D, 1+ k, 1+,
z nichz posledni dvé jsou vétsi nez 1. Bez (ijmy na obecnosti miZeme
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predpokladat, ze a £ b, tj. k £ I. Dostaneme tak tyto moZznosti:

D 1+k 141 k l a b
1 2 25 1 24 1 24
1 ) 10 4 9 | 4 9
5 2 5 1 4 5 20

Pro D = 2 dostaneme k = [ = 4, ale k, [ maji byt nesoudélna.

Pro D = 10, 25 nebo 50 dostaneme k = 0, coZz nevede k Zadnému
feSeni.

Uloha m4 Sest fefeni: {a,b} = {1,24}, {a, b} = {4,9}, {a, b} = {5, 20}.

C-1-2

Ozna¢me K, L body dotyku té spole¢né teény obou kruznic, na které lezi
také bod M a kterd je rizna od spole¢né teény v bodé T' (obr. 4). Ze sou-
mérnosti podle pfimky M S plyne shodnost thlt KM S a TM S a ze sou-
mérnosti podle pfimky OM plyne shodnost Ghld LMO a TMO. Soucet
téchto ¢tyr ahla je 180°, proto |[XSMO| = |[ASMT|+|XTMO| = 90°.
Tim je vyfeSena prvni ¢ast Glohy.

Obr. 4

Uzitim Pythagorovy véty pro trojahelniky SOM, STM a OT M do-
staneme pro vysku v = |T'M| trojihelniku SOM rovnost

(r+R)* = (r* +v*) + (R* + v%),

odkud v? = Rr. (Tento vztah plyne i piimo z Eukleidovy véty pro troj-
thelnik SOM.)
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Obsah trojthelniku SOM je tedy (R +r)V/Rr.

cC-n-3

Jsou-li z, y feSenim, musi byt x 2 5 a y 2 5, jinak by se 19 nebo yig
rovnalo nule. ProtoZe y10 2 10, je z = 195,6 : y10 < 19,56, takZe z19 se
rovné 10 nebo 20. V prvnim pripadé je y = 24,17, y10 = 20 a x = 9,78,
v druhém piipadé je y = 12,085, y10 = 10 a = = 19,56. Uloha m4 pravé
dvé TeSeni:

(z,y) = (19,56;12,085) a (z,y) = (9,78;24,17).

C-1n-4

Predpokladejme, Ze trojihelnik ABC spliiuje podminky tlohy. Oznaime
S stied strany BC, M stied strany AB, T tézisté trojahelniku, P patu
vy8ky vedené bodem C, K prisecik téZnice AS a vySsky CP. ProtoZe
t8zi8t& T déli tseCku AS v poméru 2 : 1, tj. plati |AT| = 2|T'S|, musi byt
bod K stfedem tsecky AT (obr.5). Z rovnosti |AK| = |KT| = |T'S| navic
plyne, ze |AP| = |PU| = |UV|, kde U, V jsou kolmé priiméty bodi T', S
na pfimku AB. Jelikoz S je stfed strany BC, je V stfed tsec¢ky PB. Proto
|AP| = }|AB|. Odtud jiz plyne konstrukce: Sestrojime tsetku AB dané
délky, na ni bod P tak, aby |AP| = }|AB|. Bodem P vedeme kolmici
k AB, na ni naneseme od bodu P danou vysku a dostaneme tak bod C,
a tim i trojuhelnik ABC.

A P UMYV B

Obr. 5

Yvey
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U, V kolmé priméty bodd T', S do piimky AB. Protoze |CT| = 2|T M|,
je |PU| = 2|UM|, a proto |PU| = 2|PM|. Ozna&ime-li ¢ = |AB, je
|AP| = ic, |PV| = 3(|AB| - |AP|) = 2¢, |PM| = }c - tc = Jc,
|PU| = £|PM| = tc a [UV| = |PV| - |PU| = c. Protoze |AP| =
= |PU| = |UV]|, je také |AK| = |KT| = |T'S|. Tim je spravnost kon-
strukce dokazana.
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