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Pripravna soustredéni pred 42. MMO

V priibéhu 50. roéniku se konalo vybérové soustiedéni pro pfipravu na
mezinarodni matematickou olympiddu bezprostiedné po skonéeném ce-
lostatnim kole kategorie A, a to od 9. do 13. dubna 2001 v Jevicku. Na
zdkladé vysledkd II. a III. kola bylo na né pozvano 10 kandidati na
reprezentaci.

Soustfedéni bylo zaméfeno na feSeni obtiznych tloh v omezeném case
(v soutéznich podminkéch). Po odpoledni relaxaci byl proveden detailni
rozbor opravenych feSeni. Usp&snost jednotlivych studentt ukazuje na-
sledujici tabulka:

Jan Herman 4/4, G Brno, t¥. Kpt. Jarose 14 73
Martin Tancer 3/4, G Ch. Dopplera, Praha 5 72,5
Josef Kfistan 7/7, G Plzen, Mikulasské ndm. 64,5
Tomas Protivinsky  3/4, G Brno, t¥. Kpt. Jarose 14 70
Ondfej Suchy 7/7, G Plzen, Mikula$ské ndm. 69
Martin Kaldy 2/4, G Ch. Dopplera, Praha 5 59,5
Marek Sulovsky 4/4, G Brno, tf. Kpt. Jarose 14 59,5
Jan Kynél 6/6, G Jilemnice 70,5
Pavel Cizek 2/4, G a OA Kralupy n. VIt. 47
Jaroslav Héjek 3/4, GMK, Bilovec 68

Na zakladé uvedenych vysledkd, v nichz jsou zapoditdny i vysledky
oblastniho a celostatniho kola, bylo vybrano Sest reprezentantl a jeden
nahradnik. Ti pak byli jeSté pozvani na pripravné soustfedéni, které se
konalo opét v Jevicku v tydnu od 29. kvétna do 1. ervna a bylo vénovéano
nejen FeSeni uloh, ale i rozsifeni znalosti nasich olympionik.

Jednotlivé seminare vedli a tlohy pfipravili:
dr. Karel Hordk (9.4.),

dr. Jaroslav Svréek (10.4.).

dr. Martin Pandk a dr. Pavel Caldbek (11.4.)
a doc. Jaromir Simsa (12. a 13.4.).
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Ulohy zadané na piipravném soustiedéni

1. V roviné s kartézskou soustavou souradnic je ddn konvexni pétitthelnik
ABCDE, jehoz vrcholy maji celo¢iselné souradnice. Dokazte, ze uvniti
nebo na hranici pétithelniku A; B;C1 D, E; (obr. 28) lezi aspon jeden bod
s celoc¢iselnymi souradnicemi.

2. Je dan ¢tyrahelnik ABCD s vepsa-
nou kruznici w. Jeho strany AB a CD
lezi na riznobézkach, které se protinaji
v bodé O. Ozna¢me w; kruznici, jez se
dotykéd strany BC v bodé K a pro-
dlouzeni stran AB a CD, a ws kruz-
nici, jez se dotyka strany AD v bodé L
a prodlouzeni stran AB a CD. Jestlize
body O, K, L lezi v pfimce, potom lezi
v pfimce i stfed kruznice w a stiedy
stran BC a AD.

D

3. V roviné je dan konvexni n-thelnik
PP, ...P,. Jestlize pro jeho dva libo-
volné vrcholy P;, P; existuje vrchol da-
ného mnohothelniku, z ného# je tisecka Obr. 28
P;P; vidét pod thlem 60°, potom n = 3. Dokazte.

4. Necht I znadi stfed kruznice vepsané trojihelniku ABC, stifedy stran
AB, AC ozna¢me po fadé Cp, B;. Necht pfimky IC; a AC se protinaji
v bodé Bs a pfimky IB; a AB se protinaji v bodé Cy. Stanovte velikost
uhlu CAB, jsou-li rovny obsahy trojihelniki ABC a AB3Cs.

5. Sestrojte ¢tyftuhelnik ABCD, jsou-li dany délky a, b, ¢, d jeho stran
a délka m spojnice stiedt stran AB a CD.

6. Necht D, E, F jsou po fadé vnitini body stran BC, CA, AB troj-
thelniku ABC' a r necht zna¢i polomér kruznice jemu opsané. Dokazte,
ze plati nerovnost

o |AB| +|BC| +|CA|

( L Ly )(lDE|+|EF|+|FD|) :

|AD| * |BE| |CF|

7. Kruznice vepsand ¢tyfiahelniku ABCD se dotyka jeho stran DA, AB,
BC, CD po fadé v bodech K, L, M, N. Necht ky, ko, k3, k4 jsou kruz-
nice vepsané po fadé trojuhelnikim AKL, BLM, CMN, DNK. Uva-
7ujme spole¢né vné&jsi teny ke dvojicim kruznic (kq, k2), (kz2, k3), (K3, k4),
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(K4, k1) razné od stran ¢tyifuhelniku ABCD. Dokazte, ze Ghlopficky ¢tyr-
thelniku, jehoZ strany lezi na téchto spoleénych vnéjsich teénéch, jsou
navzajem kolmé.

8. Existuje rozklad mnoziny celych ¢isel na tii disjunktni podmnoziny
takovy, ze pro libovolné celé ¢islo n lezi ¢isla n, n — 50 a n + 187 vzdy
v ruznych podmnozinich?

9. Bud {a,}52, nekonelnd posloupnost pfirozenych cisel takova, ze
v rozkladu libovolného jejiho ¢lenu na prvodisla se objevuje nejvyse
2001 ¢isel (kazdé prvocislo pocitdme tolikrat, v jaké mocniné déli dany
len). Dokazte, Ze z posloupnosti {a,}3, lze vybrat podposloupnost
{bn}22, takovou, ze nejvétsi spolecny délitel libovolnych dvou jejich ¢lent
(bi,b;) je vidy totéz Cislo.

10. Necht a,a + d,a + 2d, . .. je nekone¢né aritmetickd posloupnost. Do-
kazte, Ze obsahuje-li néjaké druhé mocniny prirozenych ¢isel, tak alespon
jedna z nich je mensi nez a + 2d\/a + d?.

11. Necht A = {1,2,...,m + n}, kde m, n jsou pfirozend ¢isla, a necht
funkce f: A — A je definovana nasledujicim zptisobem:
f@)=i+1 proi=1,2,...m—1m+1,....m+n—1,
flm)=1 a fm+n)=m+1.
a) Dokazte: Necht m a n jsou licha ¢isla, pak existuje funkce g: A — A
takov4, ze pro viechna a € A plati g(g(a)) = f(a).

b) Dokazte: Necht m je sudé ¢islo, pak m = n, pravé kdyz existuje funkce
g:A — A takova, Ze pro viechna a € A plati g(g(a)) = f(a).

12. Ukazte, ze pro libovolné celé ¢islo n existuje pravé jeden polynom
Q s koeficienty z mnoziny {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} takovy, Zze Q(-2) =
= Q(-5) =n.

13. Urdete viechny funkce f:R — R takové, ze f(z + yf(z)) = f(z) +
+ zf(y) pro vSechna redlna ¢isla z a y.

14. Dokaite, ze pro libovolna ¢isla a, b, ¢ z intervalu (0, 1) plati nerovnost
2(a® + b® + ) £ 3+ a®b + bc + cta.

15. Hrdéi A a B hraji pro predem zvolené pfirozené ¢islo n tako-
vou hru. Za¢ind hra¢ A, ktery napiSe libovolnou ¢islici z mnoZiny
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M ={1,2,3,4,5,6}. K ni hrd¢ B pfipiSe opét ¢islici z M, k ni zase pfi-
piSe hra¢ A ¢islici z M atd., az vznikne 2n-mistné ¢islo. Je-li toto &islo
nasobkem deviti, vyhrava hra¢ B; v opatném piipadé vyhrava hrac A.
Ktery z hra¢t ma (v zévislosti na ¢isle n) zarucenu vyhru?

16. Najdéte vSechny dvojice celych ¢isel x a y, pro které plati
B+ 2%y 4+ 2y + 3 =8 4y + 2 +1).

17. Dokazte, Ze existuje rostouci nekonecna aritmeticka posloupnost se-
stavena pouze z téch prirozenych c¢isel, ktera nelze pro zadné k < 10
zapsat jako soucet k£ druhych mocnin lichych celych cisel.

18. Mnozinu vSech sloZenych lichych pfirozenych ¢isel mensich nez 100
zapiSte jako sjednoceni t¥{ (nikoliv nutné disjunktnich) aritmetickych po-
sloupnosti.

19. Doplite cela ¢isla a;, b; v rovnici

1 2n _ ain + by B asn + b3
n+1l\n - asn + by asn + by

tak, aby vznikla rovnost platila pro kazdé prirozené ¢islo n.

20. NapiSte aspon jednoho délitele d ¢isla N = 454% 4 545% spliujiciho
odhady 2%%° < d < N.

21. Z pismen A, B je sestaveno libovolné slovo délky n, ve kterém je pravé
m slabik BA (2m < n). Pocet vSech téchto slov zapiste kombina¢nim
éislem (%), kde N a K jsou mnohoéleny proménnych n a m.
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