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Mezindrodni stfetnuti c¢esko-slovensko-polské

BiLovEc, 14.-15. CERVNA 2001
V ramci pripravy na 42. MMO se uskutecnilo jiz sedmé tradiéni stfet-
nuti ¢eského a slovenského reprezenta¢niho vybéru. Tentokrat se poprvé
soutéze zucastnilo i polské reprezentacni druzstvo.

Soutéz se uskutecnila v terminu 14.-16.6. 2001 na pidé Gymné-
zia MikulaSe Kopernika v Bilovci. VSechna zic¢astnéna druzstva dorazila
do mista konani soutéze jiz ve stfedu 13. Cervna. Organizace a pribéh
soutéze zistal zachovan z predeslych ro¢nikd. Soutézici tedy (podobné
jako na MMO) fesili ve dvou soutéznich dnech (14. a 15. Cervna) po
tfech tlohach. Za kazdou z nich mohli ziskat nejvySe 7 bodi, celkové
tedy maximélné 42 body. Na jejich FeSeni méli zaci kazdy soutézni den
rezervovano (stejné jako na MMO) 4,5 hodiny ¢istého ¢asu.

Poradi | Jméno Zemé| body |Soucet
1.-2. | Michat Adamaszek POL |777773 38
Karol Cwalina POL (775577 38
3. Katarina Quittnerova |SVK |[772777 37
4.-6. |Radovan Bauer SVK |777724 34
Jan Kyncl CZE (727774 34
Jarostaw Wrona POL (776563 34
7.-9. | Jaroslav Hajek CZE |772771 31
Roman Lomowski POL [770773 31
Pawel Walter POL [656563 31
10.-11. | Jana Szolgayova SVK [777620 | 29
Martin Tancer CZE |747713 29
12. | Tomé&s Kulich SVK (347760 27
13.—-14. | Peter Bella SVK (375144 24
Aleksander ZabLocki |POL |732660 24
15. | Jan Herman CZE |040773 21
16. |Robert Lukotka SVK |011773 19
17. | Tomas Protivinsky CZE |122623 16
18. | Ondrej Suchy CZE |002711 11
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Névrh vSech Sesti Gloh (a jejich vzorova feSeni) pfipravili ¢lenové
tlohové komise z Ceské republiky — dr. Jaroslav Suréek a doc. Jaro-
mir Simsa. Ulohy koordinovala mezinarodni komise ve slozeni Jaromir
Sim3a, Jaroslav Svréek, Pavel Calédbek za Ceskou republiku, Eugen Kovaé
a Juraj Foldes za Slovensko a Marcin Kuczma, Jézef Kalinowski a Rafal
Lochowski za Polsko. Jak je vidét z pripojené tabulky, nejlépe si v 7. ro¢-
niku soutéze vedl polsky reprezentacni vybér. Celkové vysledky také na-
znacily, Zze od naSich olympionik nelze za necely mésic na 42. MMO
la.

V pfistim roce se uskuteni 8. mezindrodni stfetnuti MO (CZE -
POL - SVK) na zdkladé pozvani polského druzstva pocatkem Cervna
v horském ptihrani¢nim stiedisku Zwardon.

Texty soutéznich uloh

1. Dokazte, Ze pro libovolna kladné ¢isla aj,as,...,a, (n 2 2) plati
nerovnost

(@3 +1)(a3+1)...(a3 +1) 2 (a%ay + 1)(aZaz + 1)...(a%a; + 1).

2. Trojuhelnik ABC ma ostré vnitini thly pti vrcholech A a B. Nad stra-
nami AC a BC jsou trojuhelniku vné pripsany rovnoramenné trojuhel-
niky ACD a BCE se zdkladnami AC a BC tak, ze |<ADC| = |XABC|
a soutasné | BEC| = | BAC|. Oznalme S stfed kruznice opsané troj-
thelniku ABC. Dokazte, ze délka lomené cary DSE je rovna obvodu
trojuhelniku ABC, pravé kdyz je thel ACB pravy.

3. Pro libovolna pfirozen4 &isla n, k spliujici podminku in < k £ 2n
najdéte nejmensi pocet poli, kterd lze obsadit na ¢tvercové Sachovnici
n X n tak, aby v zddném radku ani v zddném sloupci Sachovnice neexis-

tovalo k volnych (tj. neobsazenych) sousednich poli.

4. V roviné jsou ddny body A, B (A # B). V této roviné uvazujme libo-
volny trojihelnik ABC' s vlastnosti: Uvnitt jeho stran BC, C A existuji
po fadé body D, E, pro néz plati
.. |[BD| |CE| 1
NN Z
(ii) body A, B, D, E lezi (v tomto pofadi) na téze kruznici.
Urcete mnozinu priseciki pfimek AD a BE pro vSechny trojihelniky
ABC s danou vlastnosti.
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5. Urcete vSechny funkce f: R — R vyhovujici rovnici

f@® +y) + f(f(2) —y) = 2f(f(2)) +2¢°
pro vSechna z,y € R.

6. V prostoru je dana kartézskéd soustava souradnic. Kazdy bod s celo-
Ciselnymi soutfadnicemi nazveme mfiZovym. Obarvéme 2000 miizovych
bodd modie a jinych 2000 miizovych bodid Cervené tak, aby zadné dvé
modrodervené tse¢ky nemély spole¢ny vnitini bod. (Use¢ku nazyvame
modrocervenou, pokud je jeden jeji krajni bod obarven modfe a druhy
Cervené.) Uvazujme nejmensi kvadr s hranami rovnobéznymi s osami sou-
fadnic, ktery obsahuje vSechny obarvené body.

a) Dokazte, Ze kvadr obsahuje alesponn 500 000 mfiZovych bod.

b) Udejte priklad popsaného obarveni, kdy uvazovany kvadr obsahuje

nejvyse 8000 000 mfizovych boda.

Reseni tloh
1. Tvrzeni dokdZeme uzitim principu matematické indukce vzhledem
k pfirozenému ¢islu n.
(i) Pro n = 2 dostavame postupné
(a3 +1) (a3 +1) 2 (alaz +1) (a3a1 +1),
3.3, 3, 3 > 3.3, 2 2
aja; +aj +a; +1 2 aja; +ajaz +aja; + 1,
ai(a; — az) + ai(ag — a;) 2 0,
(af - a3)(a1 —az) 20,
(a1 — a2)*(a1 +a2) 2 0.

Posledni nerovnost zfejmé plati pro libovolna kladna ¢isla ay, as. Protoze
vSechny pouzité tpravy byly ekvivalentni, plati i dand nerovnost pro
n=2.

(ii) P¥edpokladejme nyni, Ze nerovnost z textu tlohy plati pro uréité
n 2 2. DokéZeme platnost nerovnosti i pro n + 1. Nerovnost

(a} +1)... (a5 +1)(ad, +1) 2
2 (afaz +1)...(a%an41 + 1) (a2 a1 +1)
bude (za uvedeného pfedpokladu) platit, bude-li splnéna podminka

(a%anﬂ + 1) (aiﬂal + 1)
a2a; +1 '

ai+1+1§
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Pomoci ekvivalentnich tprav zjistime, kdy je uvedena podminka splnéna.
Postupné tak obdrzime

(ai-kl + 1) (aial + 1) ; (a?-,,an-{-l + 1) (a31+1a1 + 1) 3
ad ja%ar +alar +ad  +12ad, a2ar + any1al +ad a1 + 1,
ah(ar = an41) + ahyq(@nt1 —a1) 20,

(@n+1 — a1)(@nt1 — @n)(@nt1 + an) 2 0.

Posledni nerovnost obecné neplati. Zadana nerovnost je vSak cyklicka,
tj. nezméni se, jestlize n-tici kladnych ¢isel (a1, as,...,a,) zaménime li-
bovolnou z n-tic

(ag,as,...,an,a1), (as,a4,...,an,01,a2), ..., (an,a1,02,...,an-1).

Lze tudiz danou (n + 1)-tici (a1, az, . .., an+1) pfedem cyklicky pozménit
tak, aby ¢islo a,41 bylo maximalni ze v8ech n+1 ¢isel a;. Potom jsou obé
Cisla apy1 — a1 a ant+1 —a, nezdpornd, a proto plati i posledni nerovnost.

Tim je dikaz nerovnosti matematickou indukei ukoncen.

2. Uvazujme obvyklé oznaceni délek stran a velikosti vnitinich hla
v trojihelniku ABC, r necht znadi polomér jeho opsané kruznice. Déle
necht G je stfed strany AC a D’ bod soumérné sdruzeny s bodem D podle
osy AC. Protoze | AD'C| = |XABC]|, lezi bod D’ na kruznici opsané
trojahelniku ABC, tj. |SD'| = r, a tudiz |GD| = |GD'| = |SG| + .
Odtud dostaneme |SD| = |SG| + |GD| = 2|SG|+r =r(2cos 3+ 1).
Analogicky |SE| = r(2cosa + 1). Délka lomené ¢ary DSE je tedy

|SD| + |SE| = 2r(cosa + cos § + 1),

zatimco obvod trojtihelniku ABC je 2r(sina + sin 3 + sinv).
Zjistime dale, za jakych podminek plati rovnost

cosa +cosf+1=sina + sinf + sinvy.

Tu postupné upravime nésledujicim zptisobem:

2cosa2ﬁcosagﬁ+1=23ina2ﬂcosa;B+sin7,
v oo 7)2 a—ﬂ( v 'y)

L _gind) =2 L _gin<
(cos 5 —Sing cos — cos 5 —sing ),
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tj.

2 2 2 2 2
Je-li v = 90°, je posledni rovnost splnéna. Je-li v§ak v # 90°, 1ze rovnost
upravit ekvivalentné na tvar cos %'y —sin %'y = 2cos %(a - f3), coz je v8ak
ve sporu s odhady

(cosz—sin1> (cosz—sinz—2cosa—5) =0.

2

cos%—sin% = v/2cos (%-}-g

)<\/§=2cosz<2cosa

(pro ostré thly a, f totiz ziejmé plati |3 (a — B)| < in).
Tim je dikaz ukoncen.

3. UkaZeme, Ze hledany nejmensi pocet poli je roven &islu 4(n — k). Cisla
n, k spliujici podminku z textu zadani budou v celém textu pevna; kazdé
obsazeni nékolika poli Sachovnice n xn s pozadovanou vlastnosti nazveme
»dobrym“. (Dobré je napiiklad obsazeni viech n? poli.)

Popisme nejdfive dobré obsazeni 4(n — k) poli. Jednotlivé fadky Sa-
chovnice ozna¢me postupné ¢isly ¢ = 0,1,...,n — 1, stejné tak sloupce
¢isly 7 =0,1,...,n—1 a obsadme pravé ta pole, jejichz soufadnice (2, j)
spliji i +j = k—1 (mod k). Toto obsazeni je zfejmé dobré a je tvoreno
jednak k poli, pro kterd i + j = k — 1, jednak 2n — 2k poli, pro kterd
i+ j = 2k —1, a kone¢né 2n — 3k poli, pro kterd i + j = 3k — 1 (v pfipadé
k= %n pole tfetiho druhu chybi, tehdy ovSem 2n— 3k = 0), coZ je celkem
k+ (2n — 2k) + (2n — 3k) = 4(n — k) poli.

V druhé Casti feSeni ukdzeme, Ze kazdé dobré obsazeni je tvofeno
alesponi 4(n — k) poli. K tomuto Géelu vy¢lenime na dané 3achovnici n xn
¢tyfi neprekryvajici se obdélniky A, B, C, D o rozmérech k x (n — k),
jak vidime na obr. 29.

k n—=k
n—k A
B k
k D
C n—k
n—=k k
Obr. 29
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Pti libovolném dobrém obsazeni celé Sachovnice musi byt obsazeno
aspon jedno pole v kazdém z (n — k) radkd poli obdélniku A, takze
v obdélniku A je celkem obsazeno alesponi (n— k) poli. Obdobnou tvahou
o sloupcich v B, fadcich v C a sloupcich v D zjistime, Ze rovnéz v kazdém
z obdélnika B, C, D je obsazeno alespon (n — k) poli. Proto je na celé
Sachovnici obsazeno alespon 4(n — k) poli, coz jsme chtéli dokazat.

4. Délky stran uvazovaného trojihelniku ABC ozna¢me obvyklym zpu-
sobem a, b, c.

Obr. 30

Vzhledem k tomu, Ze body A, B, D, E lezi na téze kruznici, plati
(obr.30) |XADC| = | BEC|. Trojahelniky ADC a BEC jsou tudiz
podobné, z ¢ehoz vyplyva

pc| _[cE|
icAl ~ |cB]” ¥
Snadnou tpravou odtud dostdvame b : a = v/2 : 1. Vrchol C trojthelniku
ABC dané vlastnosti lezi tedy na Apolloniové kruznici k (se stfedem na
pfimce AB).

Oznacme dale M prusecik pfimek AD a BE, F prusecik pfimky CM
se stranou AB a |AF| = z. Z Ceévovy véty vyplyva

|AF| |BD| |CE| =z
|FB| |DC| |EA] c-=z

11
LS. =1
22
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Z posledni rovnosti jiz bezprostfedné plyne z = %c, tj. primka C M pro-
tind stranu AB v pevném vnitinim bodé F', pro ktery plati |AF| : |FB| =
=4:1.

Uzitim Van Aubelovy véty pro ceviainy AD, BE a C'F, které se pro-
tinaji v bodé M, dostavame dale

=5 atedy |FM|:|FC|=2:7.

+1
2 2

cM| _[CD| | |CE| _2
|MF| ~ |DB| " |[EA| 1

Uvazujme nyni stejnolehlost h(F, %). Ta zobrazuje vrchol C trojihel-
niku ABC dané vlastnosti na prusecik M pifimek AD a BE a Apolloniovu
kruZnici k£ na kruZnici [, jejiz stfed lezi rovnéz na piimce AB (obr.31).
Hledana mnozina prase¢ikia M primek AD a BE lezi tedy na kruznici [.

UkaZzme naopak, Ze ke kazdému bodu M kruznice [ (z niZ jsou vyhaty
dva body lezici na pfimce AB) existuje bod C' € k, ktery je vrcholem
trojihelniku ABC' s danou vlastnosti. Ukazme tedy, Ze uvnitf jeho stran
BC, CA existuji po fadé body D, E vyhovujici podminkdm (i), (ii).
Ke kazdému bodu M kruznice [ existuje bod C € k tak, Ze plati C =
= h™Y(M). Uvniti stran BC, CA trojthelniku ABC existuji po fadé
body D, E vyhovujici podmince (i). UkdZeme, Ze tyto dva body vyhovuji
také podmince (ii). Stac¢i ovéfit, ze plati cos | X ADC| = cos |t BEC|. To
lze napft. vyuZzitim kosinové véty pro trojuhelniky ADC a BEC. Zde
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vyuZijeme vztah b : a = v/2 : 1. Pfi vypoétu délek tsetek AD, resp. BE
opét vyuzijeme kosinovou vétu v trojihelniku ABC (a to pro vyjadfeni
cos|A BCA|).

Zdvér: Hledanou mnozinou M priseéiki pfimek AD a BE vSech troj-
uhelnikd s vlastnosti danou v textu tlohy je tedy kruZznice [, ktera je
obrazem kruZnice k ve stejnolehlosti h(F, %) a z niz jsou vyhaty dva
body (jejiho priméru) lezici na piimce AB.

5. Uk4Zeme, Ze jediné feSeni je funkce f(z) = x2. PoloZme nejprve y =
= f(z) a dile y = —z2. Porovnanim vysledki, které dostaneme témito
specidlnimi volbami, dostaneme |f(z)| = 2? a také f(0) = 0. Volbou
x = 0 dale obdrzime f(y)+ f(—y) = 2y2. Jak uz ale vime, je nutné f(y) <
< y? a soudasné f(—y) < y%. Obé predchozi nerovnosti viak prechazeji
s ohledem na podminku f(y) + f(—y) = 2y? v rovnosti, a to pro kazdé
y € R.

Zkouskou se presvéd¢ime, zZe feSenim dané funkciondlni rovnice je
funkce f(z) = 2% (z € R).

6. a) Nejprve nahlédneme, ze zddné dvé modrolervené tsecky nesméji
mit stejny (orientovany) smér. V opaném ptipadé by jejich koncové
body tvofily vrcholy lichobézniku (nebo rovnobé&zniku) s modrocerve-
nymi Ghlopfickami majicimi spoleény vnitini bod (plati to i v pfipadé,
kdy ¢tyfahelnik degeneruje v tsecku).

Daéle si uvédomme, ze vSechny dvojice mfizovych bodd v uvazovaném
kvadru o rozmérech a, b, ¢ uréuji nejvyse 8(a+ 1)(b+ 1)(c + 1) smért.

Je-li totiz uvazovany kvadr v kartézské souradné soustavé Ozxyz po-
psén nerovnostmi

roSxSxo+a, YWSySyw+db 2Zz=z2+c

je kazdy zminény smér urcen vektorem (u,v,w), kde u, v, w jsou celd ¢éisla
spliujici nerovnosti |u| £ a, |v| £ b, |w| £ ¢. VSech takovych vektort je
pravé (2a + 1)(2b+ 1)(2¢ + 1), coz je méné nez 8(a+ 1)(b+ 1)(c+ 1).

Danych 2000 modrych a 2000 ¢ervenych bodu urcuje 4 000 000 mod-
roCervenych tsecek, z nichz zddné dvé nemohou mit stejny smér. Je tedy
4000000 < 8(a+1)(b+ 1)(c+ 1), neboli (a+1)(b+ 1)(c+ 1) 2 500 000.
Tim jsme hotovi s diikazem ¢asti a), nebot (a + 1)(b+ 1)(c+ 1) je pocet
miiZovych bodt tohoto kvadru.

b) Vezméme kvadr o rozmérech 1999 x 1999 x 1 s vrcholy v bo-
dech [0,0,0], [0,0,1], [1999,0,0], [0,1999,0], [1999,0,1], [0,1999,1],
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[1999,1999,0], [1999,1999,1]. Modi'e nyni obarvime vSech 2000 miiZo-
vych bodid na hrané o vrcholech [0,0,0] a [1999,0, 0], éervend pak viech
2000 mfizovych bodd na hrané o vrcholech [0,0,1] a [0,1999,1]. Pro-
toZe tyto hrany (na nichz lezi modré, resp. ¢ervené body) jsou mimobéz-
né, zadné dvé rizné modrocervené tsecky nemaji spoleény vnitini bod.
Kvadr pfitom obsahuje pravé 8 000 000 miizovych boda.
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