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42. mezindrodni matematicka olympiada

Tato kazdoro¢ni soutéz stfedoskolakil v reSeni matematickych tloh se
prvnich 21 let své existence konala vzdy v né-
které evropské zemi. Teprve v roce 1981 opus-
tila stary kontinent a zamirila do Washingto-
nu, hlavniho mésta USA, kde jeji 22. ro¢nik
usporadala védeckd spolecnost The Mathe-
matical Association of America. Po dvaceti
letech se soutéz vratila témér na stejné misto,
kdyz se hlavnim déjistém 42. roéniku MMO
v Cervenci 2001 stal aredl Univerzity George
Masona, vzdaleny od centra Washingtonu asi
30km (v roce 1981 to byla Univerzita Georgetown, ke které se dostanete
po 20 minutach chize od Bilého domu). Béhem dvou desetileti se sice ne-
zménila ani napli soutéze (ve dvou dnech fesi jednotlivi i¢astnici vzdy t¥i
ulohy po dobu 4,5 hodin), ani vyhodnoceni dosazenych vysledki (podle
bodového zisku za vSech Sest soutéznich tloh ziskava nejlepsi dvanactina
soutézicich zlaté medaile, dal$i Sestina stfibrné a dalsi tfetina bronzové
medaile), vyznamné v8ak vzrostl rozsah celé akce: zatimco v roce 1981
se soutéze zucastnilo 185 zakd z 27 zemi, v roce 2001 uz to bylo 473 zaki
z 83 zemi. Sestici nasich soutézicich v roce 2001 tvotili Jaroslav Hdjek
(GMK Bilovec), Jan Herman (G Brno, tf. Kpt. Jarose), Jan Kynél (G Ji-
lemnice), Tomds Protivinsky (G Brno, tf. Kpt. JaroSe), Ondrej Suchy (G
Plzen, Mikulasské nam.) a Martin Tancer (G Ch. Dopplera Praha). Ve-
doucim delegace Ceské republiky byl doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc.
(MU AV CR Brno), druzstvo doprovézel RNDr. Jaroslav Svréek, CSc.
(PfF UP Olomouc).

Mezinarodni porota 42. MMO, tvofena vedoucimi delegaci jednotli-
vych zemi, zahajila svou praci pod predsednictvim zndmého amerického
matematika R. Grahama 2. Cervence 2001, den pred priletem soutézi-
cich. Ukolem poroty bylo vybrat Sestici soutéznich tiloh a p¥ipravit jejich
znéni v jazycich zalastnénych zemi. Jak se mnozi vedouci pred vlastni
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soutézi (konané 8. a 9. Cervence) vyjadiili, vybrana Sestice tloh byla ne-
obvykle ndro¢né. Presto nas vedouci véril, ze prvni a ¢tvrta Gloha budou
Ceskym soutézicim vyhovovat a Ze vétsiné z nich prinesou bodové zisky
zarucujici alespon bronzové medaile. Nestalo se tak k nasemu velkému
zklaméni, které nerozptylil ani obdobny ,vypadok“ slovenského druzstva,
jez v pripravé na soutéz vykazovalo lepsi vysledky. Museli jsme se spoko-
jit se ziskem dvou bronzovych medaili Jana Kynéla a Martina Tancera.
Kromé toho ziskali Jaroslav Hdjek a Tomas Protivinsky Cestné uznani,
které se udéluje tém soutézicim, ktefi sice nedosdhli na zadnou z medaili,
ale pfitom za nékterou z loh dostali plny pocet sedmi bodt. Vysledky
naSich soutézicich najdete v prilozené tabulce.

Body za ilohu Body Cena

Umisténi 123456
243.-261. Jaroslav Hajek, 700300 10
3. ro¢. GMK
Bilovec
327.-346. Jan Herman, 200210 5

4. ro€. gymnézia
Brno, tt. Kpt. Jarose

148.-163. Jan Kyn¢l, 700270 16 I1I.
6. ro¢. gymnéazia
Jilemnice

243.-261. Tomas Protivinsky, 070120 10

3. ro¢. gymnazia
Brno, ti. Kpt. Jarose
398.-428. Ondrej Suchy, 000O0Z20 2
4. ro¢. gymnéazia
Plzen, Mikulasské nam.
181.-198. Martin Tancer, 307 220 14 II1.
3. ro¢. G. Ch. Dopplera
Praha 5

Celkem 19 7 71014 O 57

O narocnosti soutéznich tloh svéd¢i i nizké hranice pro zisk medaili:
na bronzovou medaili stacilo 11 bodd, na st¥ibrnou 20 a na zlatou 30
z mozného poétu 42 bodi. Zadny bod neztratili jen &tyfi soutéZici: Liang
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Xao s Zhiquiang Zangem z Ciny a Reid Barton s Gabrielem Carrollem
z USA. Jak je patrno z tabulky zG¢astnénych stati, v neoficidlnim hodno-
ceni jednotlivych zemi podle celkového bodového zisku dopadly nejlépe
(jak uZ je tradici) Cina, Rusko a Spojené stéty.

I II III  body I II III body
CLR 6 0 0 225  Makedonie 0 0 2 59
Rusko 5 1 0 196 Novy Zéland 01 1 58
USA 4 2 0 196 Ceskd republika 0 0 2 57
Bulharsko 3 3 0 185 Italie 0 0 2 56
Korea 3 3 0 185 Mexiko 0 0 2 56
Kazachstan 4 1 0 168 Slovensko 0 0 2 54
Indie 2 2 2 148 Venezuela 01 1 53
Ukrajina 1 5 0 143 Norsko 01 1 48
Tchaj-wan 1 50 141 Bosna a Hercegovina 0 1 1 47
Vietnam 1 4 0 139 Maroko 0 0 1 45
Turecko 1 3 2 136 Arménie 0 0 2 44
Bélorusko 1 2 3 135 Nizozemsko 0 0 2 42
Japonsko 1 3 2 134 Rakousko 001 41
Né&mecko 1 3 1 131 Litva 0 0 1 39
Rumunsko 1 2 2 129 Svycarsko 0 0 2 38
Brazilie 0 4 2 120 Spanélsko 0 01 37
Izrael 1 2 1 113 Indonézie 01 0 36
Iran 0 2 4 111 Malajsie 0 00 36
Hongkong 0 2 4 107 Trinidad a Tobago 00 2 36
Polsko 0 3 1 107 Tunisko 0 0 1 36
Madarsko 0 2 3 104 Finsko 0 0 1 32
Argentina 0 3 2 103 Irsko 0 0 1 32
Thajsko 0 2 2 103 Macao 0 0 1 32
Kanada 1 0 4 100 Turkmenistan 0 0 0 29
Australie 1 0 4 97 Slovinsko 0 0 O 27
Kuba 1 1 3 92 Belgie 0 0 0 25
Uzbekistan 01 3 91 Dansko 0 0 0 25
Francie 0 2 3 88  Svédsko 00 1 25
Singapur 0 1 4 87 Sri Lanka 0 0 1 21
Recko 01 3 86 Albéanie 0 0 O 20
Jugoslavie 01 3 79 Azerbajdzan 0 0 1 19
Mongolsko 0 2 2 79 Island 0 0 0 18
Velka Britanie 01 3 79 Filipiny 0 0 O 16
Kypr 0 0 4 78 Guatemala 0 0 O 12
Chorvatsko 01 2 76 Uruguay 0 0 O 8
JAR 01 3 75 Portugalsko 0 0 O 6
Estonsko 0 1 3 72 Kirgizie 0 0 0 5
Gruzie 01 3 71 Lucembursko 0 0O 4
Lotyssko 01 2 71 Kuvajt 0 0 O 3
Moldavsko 0 21 70 Paraguay 0 0 0 2
Peru 0 0 4 67 Ekvador 0 0 0 0
Kolumbie 0 0 4 64

Velkym prekvapenim je nevidany Uspéch Kazachstanu, jehoz souté-

s

zici se na olympiddu peclivé pripravovali béhem mési¢niho internitniho
soustfedéni pod vedenim pozvaného petrohradského matematika S. Ruk-
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Sina. Najdeme v budoucnu prostfedky a ¢asové moznosti pro obdobnou
intenzivni pfipravu i u nas?

Podékovéani ovSem patii prerovskému podniku PRECHEZA, a.s.,
a spole¢nosti AUTO NISSAN Kobliha v Prerové za jednotné obleéeni
celého Ceského druzstva.

Texty soutéznich tloh
(v zévorce je uvedena zemé, kterd lohu navrhla)

1. Necht O je stfed kruznice opsané ostrothlému trojthelniku ABC.
Bod P strany BC je patou vy$ky z vrcholu A. Predpokladejme, Ze
|XBCA| 2 |XABC| + 30°. Dokaite, ze |XCAB| + |XCOP| < 90°.

(Korea)
2. Dokazte, Ze nerovnost
© b, >
Va2 +8c Vb2 +8ca 2+ 8ab
plati pro vSechna kladna reédlna &isla a, b, c. (Korea)

3. Matematické soutéze se ztcastnilo 21 divek a 21 chlapct. Kazdy souté-
zici vyresil nejvyse Sest uloh. Pro kazdou divku a kazdého chlapce existuje
alespon jedna tloha, kterou vyresili oba soucasné. DokaZte, Ze existuje
uloha, kterou vyfesili alespon tfi divky a alespoi tfi chlapci. (Némecko)

4. Necht n je liché ¢islo vét$i nez 1 a necht ki, ks,...,k, jsou dana
cela ¢isla. Pro kazdou z n! permutaci a = (a1,as,...,a,) mnoZiny
{1,2,...,n} ozname

S(a) = z": k:a;.
i=1

Dokazte, ze existuji dvé permutace b a ¢, b # ¢, pro které je ¢islo n!
délitelem S(b) — S(c). (Kanada)
5. V trojahelniku ABC osa thlu BAC protind stranu BC v bodé P, osa
uhlu ABC protina stranu AC v bodé Q. Je zndmo, ze | X BAC| = 60° a Ze
|AB|+|BP| = |AQ| + |QB]. Jaké jsou mozné velikosti thlt trojihelniku
ABC? (Izrael)
6. Necht pro celd ¢isla a, b, ¢, d plati a > b > ¢ > d > 0. Pfedpokladejme,
ze
ac+bd=(b+d+a-c)(b+d—a+c).

Dokazte, Ze ab + cd neni prvodislo. (Bulharsko)
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Reseni tloh

1. (Podle Jana Kynéla.) Ozna¢me vnitini thly v trojihelniku ABC
obvyklym zptisobem «, 3, 7. Podle pfedpokladu plati v — 8 = 30°,
tj. sin(y — B) 2 % Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze kruznice
opsané uvazovanému trojihelniku ABC mé polomér r = 1. ProtoZe troj-
Ghelnik ABC je ostrouhly, je bod P (pata vysky z vrcholu A) vnit¥nim
bodem strany BC), jejiz stfed oznac¢ime S.

Obr. 32

Z obr. 32 je patrné, ze dokazovand nerovnost |XCOP| < 90° — a je
ekvivalentni s nerovnosti |C'P| < |OP|, nebot ze vztahu mezi stfedovym
a obvodovym thlem plyne | X SOC| = a, takze | X BCO| = 90° — a. Pro
velikost tétivy AC' s obvodovym thlem f plati |[AC| = 2sin 3 a podobné
|CS| = sina. Pomoci téchto vztahd snadno vyjadiime délky tsetek CP
a OP. Plati totiz |CP| = |AC| cosy = 2sin 3 cos~y. Aplikaci Pythagorovy
véty na pravouhly trojihelnik POS obdrzime konecné

|OP| = v/(sina — 2sin B cos )2 + cos? a.

Zbyvé tedy dokazat, Ze pro libovolné vnitini Ghly «, 3, v ostrothlého
trojuhelniku ABC plati nerovnost

V/(sina — 2sin Bcosy)? + cos? a > 2sin Bcos .

ProtoZe prava strana této nerovnosti je kladné ¢islo, prejdeme (po umoc-
néni obou stran nerovnosti na druhou) k ekvivalentni nerovnosti

(sin? a — 4sin a sin  cosy + 4sin® B cos? v) + cos? a > 4sin? B cos? 4.
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Po jeji ipravé zjistime, Ze je tfeba dokdzat nerovnost
1 —4sinasinfBcosy > 0.

Uzitim vztahu 2sin 8 cosy = sin(8 +7) + sin(8 — ) = sina + sin(8 — 7)
vSak vidime, Ze postupné plati

1—4sinasinfBcosy =1 —2sina(sina+sin(ﬂ—'y)) =
=1-2sin’a — 2sinasin(f - ) 2
>1-2sin?a+sina = (1+ 2sina)(1 —sina) > 0,

nebot pro kazdy ostry thel a plati soucasné 1+2sina > 0a l—-sina > 0.
Tim je dikaz ukoncen.

Jiné feSeni. Stejné jako v predchozim feSeni vyjdeme z toho, Ze do-
kazovana nerovnost |ICOP| < 90° — a je ekvivalentni s nerovnosti
|CP| < |OP|. UkéZeme, Ze pro bod X, v némz vyska AP protind po-
lomér OC kruznice opsané, plati |0X| 2 1|OC|, neboli |0X| 2 |CX],
coz dava

|CP| < |CX| < |0X]| < |OP|,

a tim jsme s dikazem hotovi.

Obr. 33

Plati totiz (obr. 33)
|XOAP|=|dXBAP|—|XBAO| = (90° - 3) — (90° —v) = v — 8 = 30°,
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a protoze sin(y — ) 2 2, je

|OO’| |OX| |OX|

<s

DN =

neboli [0X| 2 £|OC]|, coz jsme potiebovali dokdzat.

2. Ma-li nékteré realné ¢islo p tu vlastnost, ze pro libovolné kladna a, b,
c plati nerovnost

o (1)
Va2 +8bc ~ aP +bP +cP’

je tvrzeni tlohy nasnadé: stadi pak totiz seist nerovnost (1) s nerov-
nostmi

b bP c cP

>
V% +8ca = bP +cP +aP * V2 +8ab = cP+aP +bP’

Uvazujme prozatim obecné p a v§imnéme si, Ze z nerovnosti mezi arit-
metickymi a geometrickymi praméry skupin ¢éisel {b?, ¢} a {a?, a?, b?, cP}
plyne

(aP + bP + ¢?)? — (aP)? = (b* + cP)(aP +aP + b7 +cP) 2
> 2(bPcP)? - 4(aPaPbPcP) i = 8aP(be)iP.

Odtud po pfi¢teni ¢lenu (aP)? ziskdme odhad
(@® + b7 + cP)? 2 8a% (bc) iP + (a?)? = a?? - (a2? + 8(bc)i7),

ve kterém nyni zvolime p = %. Dostaneme

(a3 +b3 +c3)2 > a3 (a® + 8bc),

odkud je jiz zfejmé, Ze nerovnost (1) pro zvolené p plati.

Jiné feleni. (Podle Tomdse Protivinského.) Predné si uvédomme, ze
dané nerovnost je homogenni. Vyhovuje-li totiz dané nerovnosti trojice
(a, b, c) kladnych &isel, vyhovuje ji rovnéz kazda trojice (ka, kb, kc), kde
k je libovolné kladné &islo. Bez Gjmy na obecnosti lze tedy predpokla-
dat, ze plati abc = 1. Na zakladé tohoto predpokladu ji mizeme dale
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upravit a uzitim nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primé-
rem dvojice kladnych ¢isel odhadnout napf. prvni s¢itanec na levé strané
nerovnosti nasledujicim zptsobem:

a a 1
VaZ+8bc J/a®+8J/a /1+8/d®
_ 1 > 2 _
2 2 4 :(1 2 (1_2 4
\/(”5)(“5%‘2) *)r- )
o211
B 4 2 1422
2+ =5 1+ ebte
a a

Podobné pro zbylé dva séitance dostaneme odhady
b > 1 a c > 1
Vb2 +8ca T 1+ 2c%a? V2 +8ab T 1+ 2a%b?

Jejich souctem pak dostdvame nerovnost

a b c
+ +
Va2 +8bc Vb2 +8ca Ve + 8ab
> 1 + 1 + 1
T 142b2¢2  1+42c2a? 1+ 2a2b%°

v

Ukéazeme-li nyni, Ze pro libovolna kladna ¢isla a, b, ¢ (abc = 1) je splnéna

nerovnost
1 1 1

- s >1,
1+ 2b%2¢2 14 2c2a® 1+ 2a2b2 =
jsme s dikazem hotovi.
Uvedeme-li nejprve levou stranu posledni nerovnosti na spole¢ného
jmenovatele, dostaneme po nékolika zjednodusujicich Gpravach (za vyu-
ziti podminky abc = 1) ekvivalentni nerovnost

a’b? + b?c® 4+ c?a® 2 3.

Uzijeme-li nyni opét nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym pri-
mérem pro trojici kladnych &isel a?b?, b2c?, c2a?, dostaneme

a®b? + b%c® + ?a® > 3Vatbict = 3,
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v niz rovnost nastava, pravé kdyz a?b? = b%c? = c%a?, tedy proa =b =
=c (=1).
Tim je dikaz nerovnosti ukoncen.

Jiné feSeni. (Podle T. Laffeye, vedouciho irské delegace.) I kdyz pii-
jde o FesSeni, které je ve srovnanim s autorskym feSenim ponékud delsi,
ocenime na ném to, ze je méné trikové. Jeho prvnim krokem je tprava,
kterou bézné pouzivame pii pocitani s homogennimi vyrazy. Protoze plati

a b c

4 + =
Va2 +8bc Vb2 +8ca 2+ 8ab

1 1 1
= 4 + :

be ca ab
\/1-’r8a—2 \/1-1—81)—2 \/1+80_2

zavedeme nové proménné

be ca ab

TEa VS 2T

=3
spliujici podminku zyz = 1 a ukdzeme, ze pro takova kladna éisla z, y,

z plati
1 1 1

+ +
V1+8r V148 148z

Oznatime jesté u = /1 + 8z, v = /1 + 8y, w = /1 + 8z a dokazovanou
nerovnost

v

1.

1.1 1
—+-+=-21
u v v

upravime ziejmym zptisobem na tvar (uv + vw + wu)? 2 (uvw)?. Obg
strany posledni nerovnosti nyni vyjadiime takto:

(wv + vw + wu)? =
= (uwv)? + (vw)? + (wu)? + 2uvw(u + v + w) =
=3+16(z +y + 2) + 64(zy + 22 + y2) + 2uwvw(u + v + w),
(uvw)? = (1 + 8z)(1 + 8y)(1 + 8y) =
=1+8(z+y+2) +64(zy + zz + yz) + 512.

N4&s kol se proto zfejmé redukuje na ditkaz nerovnosti
4(x+y+ 2) + vvw(u + v+ w) 2 255.
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Protoze zyz = 1, plati (z + y + 2) = 3(zyz)? = 3 a také zy + z2z +
1
+yz 2 3((zy2)?)® = 3. S pomoci AG-nerovnosti odhadneme i vyraz
wow(u + v + w):
ww(u + v+ w) 2 uvw - 3(uvw)% 3(uv?w?)
=3((1+8z)(1+8y)(1 +82))
=3(1+8(z +y+2) +64(zy + vz + yz) + 512)° 2
>3(1+8-3+82-3+8%)3 =
2
=3[(1+8)°%]° =3-81=243.

2
3
2
3

2
3

Sectenim obou odhadi dostaneme nerovnost, kterou jsme potfebovali
dokézat.

3. (Podle Martina Tancera.) Soutézni tlohy budeme znacit pismenem p,
soutézici divky pismenem g, soutézici chlapce pismenem b. Trojici (g, p, b)
nazveme spojenim, pokud tlohu p vyfesili divka g i chlapec b. Rekne-
me, ze spojeni (g,p,b) je G-vyhovujici (resp. B-vyhovujici), pokud byla
prislusna tloha p vyfeSena alespon tfemi divkami (resp. alespon t¥emi
chlapci). Na§im cilem je ivahou o po¢tu N vSech spojeni ukazat, ze né-
které spojeni je jak G-vyhovujici, tak i B-vyhovujici.

ProtoZe pro kazdé g a kazdé b existuje alespon jedno spojeni (g, *, b),
je pro kazdé g pocet vSech spojeni (g, *,*) roven 21 + n(g), kde n(g) je
vhodné nezdporné celé ¢islo. Celkovy pocet N vSech spojeni je pak dan
vzorcem

N = 2(21 +n(g)) =441 + Zn(g)

(vyuzili jsme toho, Ze poclty chlapcii i divek se rovnaji 21).

Pfipustme nyni, Ze nékterd divka g vytesila Sest (rtznych) aloh p;
a Ze pfitom zadné z p¥islusnych spojeni (g, p;, *) neni B-vyhovujici, tedy
Ze existuji (pfi pevném i) vzdy nejvySe dvé spojeni (g,p;,*). Protoze
divka g dle zadani Zddnou dalsi tlohu nevyftesila, je pak tato divka za-
stoupena v nejvySe 2 - 6 = 12 spojenich, a to je spor, protoze kazda
z divek je zastoupena nejméné v 21 spojenich. Tak jsme zduvodnili, Ze
kazdd divka g vyreSila nejvyse pét Gloh p; takovych, Ze Zadné ze spojeni
(g, ps, *) neni B-vyhovujici. Znamena to, Ze poclet spojeni (g, , *), kterd
nejsou B-vyhovujici, neprevysuje ¢islo 10. Odtud pro kazdé g plyne, ze
pocet téch spojeni (g, *,*), kterd jsou naopak B-vyhovujici, je alespoii
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21 + n(g) — 10, tedy alesponn 11 + n(g). Selteme-li tyto odhady pies
vSechna g, zjistime, Ze pocet vSech B-vyhovujicich spojeni je alespon
> (11+n(g)) =231+ > n(g) = N - 210.
g g

Uplné stejné zdiivodnime, Ze podet viech G-vyhovujicich spojeni je
alespon N —210. Kdyby tudiz zddné spojeni nebylo souc¢asné B-vyhovujici
i G-vyhovujici, musela by platit nerovnost

N 2 (N —210) + (N —210), neboli N < 420.

To ale neni moZné, nebot N = 441. Diitkaz je ukoncen.

4. Tvrzeni tlohy dokéZeme sporem, a to tvahou o souctu vSech ¢i-
sel S(a).! Ozna¢me zminény soudet pismenem S:

S=Y"S(a).

Pfipustme tedy, Ze zadny z rozdila S(b) — S(c) neni nésobkem &isla n!,
takze kazdé z n! Cisel S(a) dava pfi déleni Cislem n! jiny zbytek. VSech
moznych zbytku je ale pravé n!, proto je kazdy ze zbytkd 0,1,2,...,n!—1
zastoupen mezi zbytky ¢isel S(a) pravé jednou. Znamena to, ze soucet S
viech ¢isel S(a) dava pfi déleni &islem n! stejny zbytek jako soudet

. nl—1
S*=04+14+24...4(n!=1)=n!- .

Soucet S lze vS8ak vypocitat primo: protoze pro libovolnd i,j €
€ {1,2,...,n} existuje pravé (n — 1)! permutaci a s vlastnosti a; = j, je
koeficient &isla k; v souttu S roven (n—1)!-(1+2+...4+n) = n!-3(n + 1),

takze plati rovnost
n

n+1
S=nl-— ki
1=1

ProtoZze ¢islo n je dle predpokladu liché, je zlomek

n+1

celé Cislo, takze

vyjadiend hodnota S je nasobkem ¢&isla n!. Pro zddné n > 1 v8ak zlo-

-1
mekn

z vyjadreni ¢isla S* nemé sudy Citatel, takze soucet S* neni

néasobkem &isla n!. Cisla S a S* tedy davaji pifi déleni ¢islem n! rfizné
zbytky, coz je kyzeny spor.

1 S politovanim konstatujeme, Ze uvazovat o tomto soué¢tu nenapadlo Zidného naseho
soutdZiciho. Nikdo z nich tuto tlohu, patrné nejjednodussi z celé soutéZni Sestice,
nevyfesil.
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5. Uvazujme obvyklé znaleni vnitfnich Ghld trojahelniku ABC. Podle
zadani je tedy a = 60°. Na polopfimce AB (obr. 34) sestrojme bod P’
za bodem B tak, ze plati |BP| = |BP’|, neboli |AP'| = |AB| + |BP|.

Obr. 34

Trojihelnik BP'P je tedy rovnoramenny s vnitfnimi ahly pii zéklad-
né P'P velikosti %ﬂ. Na polopiimce AQ uvazujme podobné bod P”, pro
ktery plati |QP"| = |@B|, neboli |AP"| = |AQ| + |@B|. Trojahelnik
QBP" je tedy rovnéz rovnoramenny a pro jeho ahly plati |XQP"B| =
= |<QBP"| = ;8. Protoze plati

|AP'| = |AB| + |BP| = |AQ| + |@B| = |AP",

je i trojihelnik AP’'P" rovnoramenny, a dokonce rovnostranny, nebot
jeden z jeho Ghli m4 velikost 60°. Protoze bod P lezi na ose AP Ghlu pfi
jeho vrcholu A, plati |PP’| = |PP"| a zéroven |XAP"P| = |JXAP'P| =
= 1B. A protoze |SAP"P| = |XQP"P| = |<QP"B| = 14, lezi body
B, P a P" v pfimce, proto je bod P" totoZny s vrcholem C trojihelniku
ABC.

ProtoZe trojihelnik BC'Q je rovnoramenny, plati

g =y=120°-5,

tudiz g = 80° a y = 40°.

Zdver: Velikosti vnitinich Ghld trojihelniku ABC jsou tedy a = 60°,
B =80° a v = 40°.
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6. Tvrzeni tlohy dokdZeme sporem. Pripustme tedy, Ze za podminek
ulohy je ¢islo p = ab+ cd prvocislo. Rovnost ze zadani nejprve upravime:

ac+bd = (b+d)? - (a —c)?,
ac+ bd = b* + 2bd + d* — a® + 2ac — ¢,
a’? —ac+c =b%+bd+d>.

VSechny zpusoby reSeni, které zname, jsou zalozeny na objeveni po-
znatku, ze &slo b2 + bd + b? je nasobkem prvoéisla p, a to s vyuzitim
nékteré rovnosti typu r(b? + bd + d?) = ps, kde r a s jsou pfirozen4 ¢&isla,
pricemz ¢islo r je bud samo mensi nez p, nebo je souc¢inem ¢&isel mensich
nez p. Uvedme tfi takové rovnosti

(ac + bd)(b* + bd + d*) = p(ad + bc),
(b—c)(b+c)(b* + bd + d*) = p(ab — cd — bc),
(a — d)(a + d)(b* + bd + d?) = p(ab — cd + ad)

a dokazme napiiklad prvni z nich. Plati

(ac + bd)(b? + bd + d?) = ac(b? + bd + d*) + bd(a* — ac + c?) =
= ab’c + abed + acd® + a®bd — abed + bc*d =
=ab-bc+cd-ad+ab-ad+cd-bc =
= (ab + cd)(ad + bc) = p(ad + be).

Z dokazané rovnosti plyne, Ze prvocislo p déli alesponi jedno z pfirozenych
Cisel ac + bd, b + bd + d?. Prvni z nich v8ak délit nemuZe, nebot

p— (ac+bd) = (ab+cd) — (ac+bd) = (a—d)(b—c) >0

(pfipomefime, Zze a > b > ¢ > d). Plati tedy p | (b%>+bd+d?). Z nerovnosti
bd < b? < ab a d* < cd oviem plyne

b% +bd + d* < ab+ ab + cd < 2(ab + cd) = 2p,

tudiz nutné b% + bd + d?> = p. Odtud plyne, Ze &isla b, d jsou nesoud&lna.
Rovnost b? +bd+ d? = ab+ cd lze upravit do tvaru (b+d—a)b = d(c—d),
z néhoz vzhledem k nesoudélnosti ¢isel b, d plyne, Ze prirozené ¢islo ¢ —d
je nasobkem ¢&isla b. To je v8ak nemozné, nebot ¢ — d < ¢ < b. Tvrzeni
ulohy je tim dokézéano.
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