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Kategorie A

Texty uloh

A-1-1

Je-li S obsah trojahelniku o strandch a, b, ¢ a T" obsah trojuhelniku
o stranach a + b, b+ ¢, ¢ + a, pak plati T' 2 4S. DokaZte a zjistéte, kdy
nastane rovnost. (P. Katiovsky)

A-1-2

V oboru celych ¢isel z, y reste rovnici
(m5)2 + (y*)s = 2zy® + 51,

kde ns znadi ndsobek péti nejblizsi k &islu n, napiiklad (—9)s = —10.
(P. Cernek)

A-1-3

V daném trojuhelniku ABC protinad osa thlu ACB stranu AB v bo-
dé K a kruZnici opsanou v bodé L (L # C). Oznalme V stied kruznice
vepsané trojuhelniku ABC, S stfed kruznice opsané trojahelniku K BV
a Z prusecik primek AB a SL. Dokazte, ze primka SK je tetnou kruznice
opsané trojihelniku K LZ. (J. Féldes)
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A-1-4

Necht n 2 2 je dané piirozené ¢éislo. Pro které hodnoty redlného parame-
tru p ma soustava rovnic

1
4 2
Ty + —5 = pz3,
T2
4 2
zn—l + 2 - pxna
Th—1
4 2
x, + oy = px1
T
n
alespon dvé FeSeni v oboru redlnych ¢isel? (J. Svrcek)

A-1-5

Najdéte vSechny mnohocleny P(x) s redlnymi koeficienty, které pro kazdé
redlné ¢islo x splhuji rovnost

(z+1)P(z—1)+ (z—=1)P(z + 1) = 2z P(z).
(E. Kovac)
A-1-6
Najdéte vSechny Ctyfstény, které maji sit tvaru deltoidu a pravé ctyri
hrany dané délky a. (Deltoidem rozumime konvexni ¢tyfthelnik sou-

mérny podle jedin€ ze svych thlopricek; nepatii k nim tedy ani ¢tverec,
ani kosoltverec.) (P. Leischner)

A-S-1

V oboru celych ¢isel z feste rovnici

3(z%)s + (32)s = (32 — 2) (v + 2),

(J. Simsa)
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A-S-2
Oznac¢me S stied kruznice vepsané danému trojthelniku ABC a P, @
paty kolmic z vrcholu C k pfimkam, na kterych lezi osy vnitinich Ghla
BAC a ABC'. Dokaite, ze piimky AB a PQ jsou rovnobézné.
(J. Svrcek)
A-S-3
Zjistéte, pro kterd redlna cisla p ma soustava rovnic
?+1=(@p+1)z+py -z,
Y +1=(p+1)y+pz -z,
Z+1=(p+1)z+pr—y

s neznamymi z, y, z pravé jedno feSeni v oboru realnych c¢isel.
(E. Kovdc)

A-11-1
Dokazte, ze pro libovolnd &isla a, § € (0, %n) plati nerovnost

1 1

2 2\/tga +tg B.
cosa+cosﬂ‘ go+tgf
Zjistéte rovnéz, kdy nastane rovnost. (E. Kovdc)
A-11-2

Najdéte vSechny dvojice prirozenych ¢isel x a y, pro které plati
2?2 =4y +3-n(z,y),
kde n(z,y) zna¢ nejmensi spole¢ny néasobek &isel x ay.  (P. Cernek)
A-11-3
Do kruznice k je vepsan ctyfuhelnik ABC D, jehoz thlopricka BD neni
primérem. Dokazte, ze prisecik primek, jez se kruznice k dotykaji v bo-

dech B a D, lezi na piimce AC, pravé kdyz plati |AB|-|CD| = |AD|-|BC]|.
(E. Kovac)
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V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic

> —1=p(y+2),
y? —1=p(z +g),
22 —1=p(z+7)

s nezndmymi z, y, z a parametrem p. Provedte diskusi po¢tu feSeni.

(E. Kovac)
A-1ll-1
V oboru celych ¢isel feste soustavu rovnic
(4z)s + Ty = 14,
(2y)s — (32)7 = 74,
kde (n)x znaéi nasobek ¢isla k nejblizsi ¢islu n. (P. Cernek)

A-1lIl-2

UvaZujme libovolny rovnostranny trojuhelnik K LM, jehoZ vrcholy K, L
a M lezi po fadé na stranich AB, BC a CD daného ¢tverce ABCD.
Najdéte mnozinu stfeda stran KL vSech takovych trojihelnikia K LM.

(J. Zhouf)

A-1lI1-3

Dokazte, ze prirozené ¢islo A je druhou mocninou nékterého prirozeného
C¢isla, pravé kdyz pro kazdé prirozené n je aspon jeden z rozdilt

(A+1)?2-A, (A+2)°-A, (A+3)°-A4,...,(A+n)? -4
délitelny cislem n. (P. Kariovsky)

A-IllIl-4
Najdéte vSechny dvojice redlnych cisel a, b, pro které méa rovnice

az? — 24z +b
22 -1 -
v oboru redlnych ¢isel pravé dvé reseni, pric¢emz jejich soucet je 12.
(P. Cernek)
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A-1l1-5

V roviné je dan trojihelnik K LM a bod A lezici na polopfimce opacéné
k polopfimce K L. Sestrojte pravouhelnik ABCD, jehoz vrcholy B, C
a D lezi po fadé na pfimkach KM, KL a LM. (P. Caldbek)

A-1lI1-6

Necht RT zna¢i mnoZinu vech kladnych redlnych ¢isel. Najdéte viechny
funkce f: RT — RT spliwjici pro libovolnd z,y € R* rovnost

f(=fy) = flay) + .

(P. Katiovsky)
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Reseni tloh

A-1-1

Vyjadreni obsahu S obecného trojuhelniku z délek jeho stran a, b, ¢ je
déno Heronovym vzorcem

a+b+c
§= ———,

S=+/s(s—a)(s—b)(s—c), kde 5

Bez oznaceni s pro polovi¢ni obvod je zapis Heronova vzorce ponékud
delsi:

S= V@t b+ abTe-aatc-hatbo). (1)

Udélejme malou odbocku a vSimnéme si, jak Heronlv vzorec nepiimo
ytestuje“ zndmé nerovnosti, které zarucuji existenci trojihelniku: Cisla a,
b, c jsou délkami stran nékterého trojihelniku, prave kdyz vsichni cinitelé
pod odmocninou ve vzorci (1) jsou kladni.

Podle vzorce (1) je obsah T trojahelniku o strandch a+b, b+c, c+a
roven

T= i\/(Za 25+ 20)(2)(20)(26) = +/abe(a + b+ ©).

Dokazovanou nerovnost 7' 2 4S tudiz rozepiSeme jako

Vabe(a+b+c) 2 \/(a+b+c)b+c—a)(a+c—b)(a+b—c);

v ekvivalentni nerovnosti mezi odmocnovanymi vyrazy zkratime ¢initel
(a 4+ b+ ¢) a dostaneme tak nerovnost

abcZ (b+c—a)(a+c—b)(a+b-c), (2)

kterou nyni (pro strany a, b, ¢ obecného trojihelniku) nékolika zptisoby
dokazeme.
Pfi prvnim z nich vyuzijeme zfejmych nerovnosti

a22a’—(b-c=(a-b+c)la+b-0),
22 —(c—a)l=(b-c+a)b+c—a), (3)
22t —(a-b?=(c—a+b(c+a—"b).
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ProtoZe jde o t¥i nerovnosti mezi kladnymi vyrazy, soucin jejich levych
stran neni men$i nez soucin jejich pravych stran:

a?b’c® 2 (b+c—a)*(a+c—b)%(a+b—c)?,

odkud po odmocnéni dostaneme nerovnost (2). Tim je nerovnost T' 2 45
dokézéana. Z naseho postupu rovnéz plyne, Ze rovnost 7' = 45 nastane,
pravé kdyz budou splnény soucasné tii rovnosti

a?2=a’-(b-¢)?, b2 =b - (c—a)?, ® =c - (a—-0)?

tj. pravé kdyz bude platit a = b = ¢ (pfipad rovnostranného trojihel-
niku).

Poznamenejme, Ze dikazu (2) jsme dosahli vynasobenim tii analo-
gickych nerovnosti (3). Prvni z nich po odmocnéni obou stran ziskd tvar
nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primeérem (kladnych) éisel
u=a+b—-—cav=a-b+c

(a+b—c)+(a—b+c)

a= 5 >(a+b-c)a—b+c),

Vyuzit takovou AG-nerovnost vas moznd napadne, kdyz dokazovanou
nerovnost (2) pfepiSete z ptivodnich proménnych a, b, ¢ do novych pro-
meénnych

u=a+b—c>0,v=a-b+c>0, w=—-a+b+c>0.

Protoze a = £(u+v), b= $(u+w) a z = (v +w), piejde nerovnost (2)
v nerovnost
(u+v)(u+w)(v+w) 2 8uvw (2"

a souvislost s AG-nerovnostmi

u-;—v > v,

u+w
2

v+ w
2 Juw, 5 2 ow
je nasnadé. Dokézat transformovanou nerovnost (2') mizeme oviem i uZi-
tim jediné AG-nerovnosti: po roznasobeni levé strany (2') a zfejmé apravé
dostaneme

v?v + vPw + v?u + v¥w + wu + w?v
6

> uow,
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coz je AG-nerovnost pro skupinu Sesti ¢lent

u?v, vw, viu, viw, wiu, w?,

nebot jejich geometricky prumér je roven

6
Vu2v - u2w - v2u - 02w - wlu - w2 = uw.

Na zavér uvedme jesté jeden algebraicky dikaz nerovnosti (2). S ohle-
dem na symetrii pfedpoklddejme, Ze a £ min{b, c}, poloZme x = b—a 2 0,
y = ¢ —a 2 0 a prepiSme nerovnost (2) jako nerovnost pro mnohoclen
proménné a s koeficienty zavislymi na z a y:

abc— (b+c—a)la+c—Db)la+b—c)=
=ala+z)(a+y)-(atzty)laty-z)latz—y) =
= a[a® +a(z +y) +2y] — [a+ (@ +y)la® — (z —y)*] =
= [a® + a®*(z + y) + azy] —
—[@®+a*(@+y) —a(z—y)* — (= +y)(z -y)*] =
= afzy + (z —y)*] + (2 + y)(z — y)*.

Posledni vyraz je (vzhledem k tomu, ze a > 0,z 2 0, y
nezaporny, pri¢emz nule se rovnd, pravé kdyz plati zy = 0
neboli z =y = 0.

A-1-2

Necht dvojice celych c¢isel z, y vyhovuje dané rovnici. ProtoZe soucet
(z5)® + (y*)s je délitelny péti, dava &slo 2zy? pii déleni péti zbytek
4,tj. 5 | (2xy? — 4). Cislo y proto neni délitelné péti, takze plati bud
y =5k £ 1, nebo y = 5k £ 2, kde 5k = y5. Obé moznosti ted posoudime
oddélené.

Pripad y = 5k £ 1. Protoze y?> = 25k + 10k + 1, plati 5 | (y? — 1),
a proto z podminky 5 | (2xy? — 4) plyne 5 | (22 — 4) = 2(x — 2), tedy
r = 5n+2, kde 5n = x5. Z podminky 5 | (y*>—1) plyne rovnéz 5 | (y*—1),
neboli (y*)s = y* — 1, tudiZ dan4 rovnice ziskava tvar

()2 + (¥t —1)=2-(5n+2)-y? +51.
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Postupnymi tpravami dostaneme

(y* — 10ny® + 25n?) — 4y? = 52,
(y* — 5n)? — 4° = 52,
(y? = 5n — 2y)(y? — 5n + 2y) = 52. (1)

Na levé strané posledni rovnice je soucin dvou celych ¢isel lisicich se
o 4y, tedy o néasobek &ty¥; protoze 52 = 22 - 13, stoji na levé strané
(1) soucin ¢isel 2 a 26, nebo soucin ¢isel —2 a —26. Tak ¢i onak plati
|[dy| = 26 — 2 = 24, odkud y = %6, takze mensi z obou ¢initeld v (1)
je roven 62 — 5n — 12 = 24 — 5n. Zatimco rovnice 24 — 5n = 2 74dné
celociselné feSeni n nemd, rovnice 24 — 5n = —26 ma feSeni n = 10,
kterému odpovida x = 5-10+ 2 = 52. Podminku y = 5k + 1 tedy spliuji
pravé dvé feseni dané rovnice: (z,y) = (52,6) a (z,y) = (52, —6).

Pripad y = 5k £ 2. Protoze y? = 25k? 4 20k + 4, plati 5 | (y% + 1),
a proto z podminky 5 | (2zy? — 4) plyne 5 | (=22 — 4) = —2(z + 2),
tedy * = 5n — 2, kde 5n = z5. Z podminky 5 | (y* + 1) plyne rovnéz
5| (y* — 1), neboli (y*)s = y* — 1, tudiz dand rovnice ziskavé tvar

(5n)? + (y* —1)=2-(5n —2) -y% + 51.
Postupnymi Gpravami dostaneme

(y* — 10ny? + 25n%) + 4y® = 52,
(y? — 5n)? + 4y* = 52. (2)

Oba sc¢itanci v levé strané posledni rovnice jsou nezaporni, takze nepie-
vysuji ¢islo 52 z pravé strany. Z nerovnosti 4y?> < 52 plyne y? < 13,
coz s ohledem na podminku y = 5k £ 2 znamena, ze bud y = £2, nebo
y = 3. Je-li y = £2, je rovnice (2) splnéna, pravé kdyz (4 — 5n)? = 36,
coz nastane pro jediné celé ¢islo n = 2, kterému odpovidéd z = 5-2—2 = 8.
Je-li y = +3, prejde (2) v rovnici (9 — 5n)% = 16 s jedinym celo&iselnym
korenem n = 1, kterému odpovidd x = 5-1 -2 = 3. Podminku y = 5k +2
tedy spliuji pravé ¢tyii feseni (x,y) dané rovnice: dvojice (8,2), (8, —2),
(3,3) a (3,-3).

Odpovéd. Dané rovnice mé v oboru celych ¢isel celkem Sest feSeni
(z,y): dvojice (52,6), (52,-6), (8,2), (8, —2), (3,3) a (3,—3).1

1 Doporutujeme provést zkousku, i kdyZ neni nutnou souéésti takto podaného feseni.
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Pozndmka. Pro kazdé celé z je ¢islo z5 rovno jednomu z éisel z — 2,
z—1, 2z, 2+ 1 nebo z + 2 (tomu z nich, které je ndsobkem péti). Danou
alohu by bylo mozné proto fesit tak, ze bychom danou rovnici posoudili
v jednotlivych pripadech z = 5n+r ay = 5k+¢, kde ¢isla r a ¢ probihaji
(navzdjem nezavisle) mnozinu {—2, —1,0,1,2}. Takovd diskuse by oviem
byla zdlouhava, vyse podané Tfeseni je jejim promysSlenym zkracenim.

Uvédomme si, ze pfi nasem postupu jsme nejdiive vyloucili pfipad
g = 0 a poté jsme jiz rozliSili pouze pripady ¢ = £1 a ¢ = £2. Bylo to
umoznéno tim, ze ¢islo y? m4 pii déleni péti zbytek nezavisly na zna-
ménku cisla ¢ a ze podle tohoto zbytku lze z dané rovnice jednoznaéné
urcit obdobny zbytek ¢isla z, tedy hodnotu r.

Posledni ,trik“, ktery jsme pfi FeSeni uplatnili, spoc¢ival v tom, Ze
jsme do dané rovnice nedosazovali vyjadreni y = 5k + 1 resp. y = 5k +
+ 2, ¢imz se nam ponékud zjednodusil zapis prislusnych rovnic (1) a (2).
Dodejme jesté, ze algebraické tpravy dané rovnice vedouci k rovnicim (1)
a (2) patfi pfi feSeni rovnic v oboru celych ¢isel k tém nejobvyklejsim
postupim.

A-1-3

KruzZnice opsané trojahelnikim ABC, KBV a KLZ oznafme po radé
k, k1 a ko (obr.22). Nasi tlohou je dokdzat, ze pfimka SK je tetnou
kruZnice ky; k tomu staci vysvétlit, pro¢ jsou shodné thly SKZ a KLZ,
vyznacené na obr. 22 obloucky. Kromé toho ovSem musime zduvodnit,
pro¢ body L a S vzdy lezi v opa¢nych polorovinach s hrani¢ni pfim-
kou AB (jak je tomu v pfipadé naSeho obrazku).

Stied V kruznice vepsané je vzdy vnitinim bodem trojihelniku ABC,
nebot je prusecikem os jeho vnitinich Ghli. Proto je bod V vnitinim
bodem usetky CK, zatimco bod L lezi na jejim prodlouZeni za bod K.
Body V a L proto lezi v opa¢nych polorovinach s hrani¢ni primkou AB.
Oznalime-li jako obvykle a, 3, v velikosti vnitfnich dhla trojuhelniku
ABC, mé trojaihelnik BCV u vrcholi B a C vnitini ahly velikosti %5
a 1, takZe pro jeho vn&jsi thel pfi vrcholu V' plati

|<BVEK| = —ﬁ—g—l < 90°.

Uhel BVK je tudiz ostry, a proto stfed S kruznice k; leZi ve stejné
poloroviné s hrani¢ni pfimkou BK jako bod V, coz spolu s predchozim
tvrzenim o poloze bodi V' a L znamend, ze body L a S skutecné lezi
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G\

L
Obr. 22

v opacnych polorovinach s hrani¢ni pfimkou AB, jak jsme potfebovali
ovérit. Podle véty o obvodovych a stredovych tthlech v kruznici &y plati

|<BSK|=2|<BVK|=8+7,

z rovnoramenného trojuhelniku BK S tudiz plyne

|<SKZ|=|<SKB| = %(180° |<<BSK|) = (180° B—n)= %a.
Zbyva nam proto dokazat, ze také thel K LZ mé velikost %a. Provedeme
to dvéma nezavislymi postupy.

Pfi prvnim z nich nejprve uréime velikost thlu LBV. Protoze
|<<LBA| = |<<LCA| = %7 (obvodové thly v kruznici k) a |[<<ABV| =
. %ﬂ, vzhledem k vzajemné poloze tsecek LV a AB muZeme psat

LBV = |<LBA| + |5 ABV| = (5 +1).

Jiz dfive jsme zjistili, Ze takovou velikost mé i thel BV K (neboli thel
BV L), a tak je trojuhelnik BV L rovnoramenny: |BL| = |V L|. Zaroven
ovsem plati |BS| = |V S|, takZe oba body L a S lezi na ose tise¢ky BV
(¢tytahelnik BLV'S je tedy deltoid, pfipadné kosoltverec nebo tverec).
Odtud plyne, ze usecky BV a SL jsou navzijem kolmé, thel KLZ je
proto doplikovy k thlu BV K:

|<KLZ|=90° - |[xBVK|=90° - 1(8+1) = }a.

Tim je tvrzeni tlohy dokazano.
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Pri druhém zptsobu uréeni velikosti thlu KLZ si nejdfive vSimneme,
ze plati |<cBLK| = |<BLC| = |<BAC| = «a (obvodové thly v kruz-
nici k), coz spolu s diive odvozenou rovnosti |[<cBSK| = 3+ znamen,
Ze ve Ctyrthelniku BLK S je soucet vnitinich thld u protéjsich vrcholt L
a S roven 180°, jednd se proto o Ctyfthelnik, kterému lze opsat kruZznici.
V ni jsou KBS a KLS shodné obvodové thly nad tétivou K S, a proto
plati

|<KLZ| =|<KLS| = |<KBS| = 1a

(pfipominame, Ze BK S je rovnoramenny trojthelnik s thly %a pri zé-
kladné BK).

A-1-4

Protoze dana soustava je velmi slozitd a patrné neexistuje postup, jak
v kone¢ném algebraickém tvaru vyjadrit vSechna jeji feSeni, budeme jed-
nak premyslet o podminkach feSitelnosti této soustavy, jednak hledat
néktera jeji specialni feSeni.

Vsimnéme si nejdiive, ze dand soustava nema zadné feSeni pro hod-
notu p = 0, protoze hodnoty levych stran rovnic jsou kladna ¢isla. Také
druhé zjisténi, které nyni uvedeme, je zfejmé: n-tice éisel (z1, s, ..., T,)
je feSenim dané soustavy s hodnotou parametru p, pravé kdyz n-tice
opalnych éisel (—z1,—z2,...,—2,) je FeSenim dané soustavy s opaénou
hodnotou parametru —p. Hodnoty levych i pravych stran vSech rovnic
soustavy se totiz pfi zméné vSech hodnot z; — —z; a p — —p nezméni,
protoze pro libovolnd x # 0 a p plati

(—z)* + =zt + ; a (=p)(—z)=px.

Dané soustava s hodnotou parametru p ma tedy pravé tolik reSeni, kolik
jich ma dand soustava s hodnotou parametru —p. Budeme proto hledat
pouze vSechna kladnd Cisla p, pro kterd ma dand soustava aspon dvé
feSeni (a v odpovédi k nim pripojime vSechna opacné ¢isla —p.)

A7 do zavéru feSeni budeme tedy uvazovat jen kladné hodnoty para-
metru p dané soustavy. Z kladnosti jejich levych stran plyne, ze také
v8echny pravé strany pz; musi byt kladné, a proto (s ohledem na
predpoklad p > 0) musi platit x; > 0 pro kazdé i. Libovolné Feseni
(z1,22,...,2,) dané soustavy je tedy sestaveno z n kladnych éisel.

Predpoklddejme nyni, Ze pro dané p > 0 néjaké reseni (z1,xs, ..., z,)
dané soustavy existuje, a vSech n rovnic mezi sebou vynasobme. Pro
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kladné ¢isla z1,zs, ..., z, tak dostaneme rovnost

2 2 2
4 4 4 n
ST iy N + =) =p"11T2...Tp. 1
<$1 x%) <$2 x%) (x" z%) ke M)

Kazdy ¢initel na levé strané odhadneme zdola podle zndmé nerovnosti
u+v 2 2v/uv,

ktera plati pro libovolnéd kladna ¢isla u a v, pfiCemz rovnost nastane,
pravé kdyz u = v (je to v podstaté nerovnost mezi aritmetickym a geo-
metrickym pramérem &isel u a v, plynouci snadno ze zifejmé nerovnosti
(Vu — V)? 2 0). Proto pro kazdy index i plat

2

4
fL'i+ 3
7

1\

:'

2zt 5 = |zi| - 2V2 =z - 2V2. (2)

T Ty

Diusledkem rovnosti (1) je tudiZz nerovnost
(w12\/§) (x22\/§) (a:n2\/§) S p'TiTs ... Ty, (3)

ze které po kraceni (kladnym) soucinem x1 x5 . . . z,, dostaneme podminku
na ¢islo p ve tvaru

p" 2 (2v2)", neboli p = 2V2.

Zformulujme, co jsme praveé zjistili: ma-li dand soustava pro pevné p > 0
alespoti jedno Feseni, pak pro toto ¢islo p plati odhad p = 2v/2.

Pro ,krajni“ hodnotu p = 2v/2 nyni danou soustavu tGplné vyfesime,
tj. najdeme vsechna jeji feseni. Je-li (1,2, ..., z,) libovolné Feseni dané
soustavy s hodnotou p = 2v/2, pak podle tvah z piedchoziho odstavce
nastane v nerovnosti (3) rovnost, coz je mozné jediné tak, ze rovnosti
nastanou ve v8ech nésobenych nerovnostech (2). Proto tehdy pro kazdy
index ¢ plati

s_ 2

i = 5, neboli 28 =2, t. z;= V2

Pro hodnotu p = 2v/2 mé tedy dana soustava jediné (!) feSeni
(1,20, 2) = (V3,93 ¥3).
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Z vysledki predchozich dvou odstavct plyne: md-li dand soustava pro
pevné p > 0 alespon dvé Teseni, pak pro toto cislo p plati ostrd nerovnost
p > 2v/2. Najdeme-li proto dvé feSeni dané soustavy s libovolnou hod-
notou parametru p > 2v/2, budeme znat odpovéd na otézku ze zadani
tlohy. Zminéna dvé reSeni budeme hledat mezi n-ticemi (z1,s,...,,)
slozenymi z n stejnych ¢isel; takova n-tice (z,x, ..., z) je zfejmé feSenim
dané soustavy, pravé kdyz je ¢islo x feSenim (jediné) rovnice

24+ = =pz, neboli z®—pz®+2=0.
T

Posledni rovnice je kvadraticka vzhledem k nezndmé y = 2 a ma v oboru
redlnych ¢isel y dvé raznd reseni

pE+/p*-8

Yi1,2 = 5

pro kazdou z nami uvazovanych hodnot p > 2v/2, nebot pro né plati
p? — 8 > 0. Pro kazdé takové p mé tedy piivodni soustava dvé FeSeni

(@1, 2n) = (M1, Y1) a (B1,...,20) = (Y2, -, JY2).

(Nevylu¢ujeme, Ze kromé téchto feSeni tehdy existuji i feSeni jina, totiz
takova, ze x; # x; pro nékterd i # j.)
Odpovéd. VSechny hledané hodnoty p tvorf mnozinu (—oo; —2v/2) U

U(2\/2_;oo).
A-1-5

Dvéma odliSnymi postupy ukizeme, ze vyhovujici mnohocleny jsou pravé
mnohoéleny tvaru P(z) = az® — ax + d, kde a a d jsou libovoln4 realna
C¢isla. Pfi prvnim postupu uplatnime metodu, ktera je uzite¢né i pii feSeni
mnoha jinych tloh o mnohoclenech; rikd se ji metoda neurcitych koefi-
cientti. Jako obvykle budeme ¢leny mnohoclent zapisovat v sestupném
poradi podle mocnin proménné x; pomoci prvnich koeficientti hledaného
mnohoc¢lenu

P(z) =aa™ +ba" ' +ca" P+ dz" 4L (1)

vyjadiime prvni koeficienty obou stran dané rovnice a pak je porovné-
me. Zapisem (1) jsme naznacili, Ze budeme skutecné pocitat s prvnimi
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étyimi koeficienty mnohoclenu P(x). UkaZe se totiz, Ze vypoclty s mensim
poctem koeficienti k vyfeSeni ulohy nestaci. Abychom pro mnohoc¢leny
stupné nejvyse 3 nemuseli provadét dalsi samostatné vypocty, nebudeme
prozatim predpokladat, ze koeficient @ u mocniny ™ v zapisu (1) je rizny
od nuly.
Najdeme nejdfive prvni ¢leny mnoho¢lenu P(z — 1):
Px-1)=alz-1)"+blz-1)"" +ez-1)"2+dz-1)"3+...=
=a(z" - ()" '+ (5)a" % - (g)x"_3 +..)+
T G P ) P S
te(@ 2= (") P+ ) Hd(@v P - )+ =
=az" + [~ (a+ 0" + [(Pa— ("T)b+ 2" +
+[-G)a+ ("3 - ("T7)e+d]a"?
Obdobnym vypoctem zjistime, ze
P@+1)=az" + [(}Ja+b]a" " + [(Hla+ ("T)b+Ja" " +
+[(5)a+ ("3 Do+ ("] e+ d)a"?
Nyni mizeme urdit prvni ¢leny mnoho¢lenu (z+1)P(z—1)+(z—1)P(z+
+ 1), totiz ¢leny s mocninami z"*1, ™ z"~! a 2"~? (vypsali jsme je
predem, abychom pii nasledujicim vypocétu zbyteéné nevypisovali ¢leny
s niz§imi mocninami x):
(z+1)Pz-1)+(z-1)P(zx+1)=
=zP(z-1)+P(z—-1)+2P(z+1)- Pz +1) =
=az""! + [-(Da+ 2" + [(Q)a— ("T1)b+ " +
+[=Ga+ ()b ("T)etdla 4+
+az™ + [— (")a—l—b] +[(2)a—("11)b+c] 2 o el
+a™ "+ [(Pa+ble” + [(5)a+ ”11” +cle”
+[(Ba+ ("FHo+ ("He+da™ 2+~
—az” = [(Ya+b]a"™ = [(QJa+ (7)o + " P =
= 2az™t! + 2bz™ + [2(5)a — 2(})a + 2c]z ! +
+ [2(")0 = 2("7Y)b + 2d] 22
Nasli jsme prvni Cleny levé strany dané rovnice. Vypsat prvni ¢leny jeji

pravé strany je snadné:

2zP(z) = 2az™ + 2b2™ + 2cx™ ! + 2da™ "2 +
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Vidime, Ze prvni dva ¢lenové levé strany se shoduji s prvnimi dvéma ¢leny
pravé strany, at je mnohoclen P(z) vybran jakkoliv. Tteti a ¢tvrté ¢leny
se jiz obecné neshoduji a jejich rovnosti jsou vyjadieny podminkami

n n n—1 n—1
-2 2c=2 b—2 =
2(2>a <1>a+ c=2c a 2( 5 > ( 1 >b+2d 2d,

ze kterych po rozepsani kombinac¢nich cisel dostaneme rovnice tvaru
nn—-3a =0a(n—1)(n—4)b = 02V ptipadé n > 3 tedy musi
platit @ = 0, coz znamen4, ze se mizeme omezit pouze na pripad n = 3.
Tehdy je prvni rovnice splnéna pro kazdé a € R, zatimco z druhé rovnice
pak plyne b = 0. Hledany mnoho¢len P(z) je proto nutné tvaru

P(x)=ar®+cx+d (2)

a po dosazeni libovolného takového mnohoclenu do obou stran dané rov-
nice dostaneme dva mnohocleny, které se shoduji v prvnich ¢lenech s moc-
ninami z*, 23, 22 a z'. Zbyv4 tedy porovnat posledni (absolutni) ¢leny
obou mnoho¢lent

(z+1)P(z-1)+(x—-1)P(x+1) a 2zP(z).

Misto algebraického vypoctu vyuzijeme obvykly obrat, ktery je zalozen
na tomto zfejmém tvrzeni: absolutni ¢len mnohoclenu p je jeho hodnota
p(0) v bodé 0. V nasem piipadé proto zjistime, kdy plati rovnost P(—1)—
— P(1) =0- P(0), tedy podle (2)

(ra—c+d)-(a+c+d)=0.

Je to zifejmé pravé tehdy, kdyz ¢ = —a. Proto jsou feSenimi tlohy pravé
mnohoc¢leny tvaru P(z) = az® — az + d, kde a, d jsou libovoln4 realna
Cisla.

Jiné feSeni. Vyuzijeme postup, ktery se pouziva pii feSeni funkcio-
nalnich rovnic. Ziskdvame pii ném vyznamné informace o neznamych
funkcich tak, ze do rovnic, které hledané funkce splnuji, opakované dosa-
zujeme vhodné vybrané hodnoty proménnych.® Necht je tedy P libovolny

2 Vsimnéte si, Ze rovnice pro koeficient b se 1i5i od rovnice pro koeficient a pouze

tim, Ze je v ni &islo n zaménéno cislem n — 1. Koeficient b totiz prevezme roli
,vedouciho“ koeficientu a, kdyZ v zapise (1) vynechame prvni ¢len soudtu (&imz
sniZime stupeil n o jednicku).

To jsme ostatné uéinili jiz v zavéru ,algebraického* feseni, kdy k urdeni absolutniho
¢lenu jsme do mnohoclenu dosadili hodnotu = = 0.
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mnohoclen spliujici v proménné z € R danou rovnici. Dosadime-li do ni
nejprve hodnotu x = 1 a pak hodnotu x = —1, dostaneme rovnosti

2.P(0)+0-P(2)=2-P(1) a 0-P(=2)—2-P(0)=-2-P(-1),

ze kterych plyne, ze P(1) = P(0) = P(—1). Oznag¢ime-li proto P(0) = d,
mé rovnice P(z) = d kofeny x = 0, x = 1 a « = —1. Existuje tudiz
mnohodlen Q(z) takovy,ze P(z) = z(z—1)(z+1)Q(z)+d. Toto vyjadieni
dosadime do dané rovnice, abychom zjistili, jaké podminky musi spliovat
mnohoclen Q(z) a koeficient d:

(z+Dz(z-1)(z-2)Qx—-1)+dz+1)+
+rxz-1)(z+Dz(z+2)Qxz+1)+dxz—-1)=
=22%(z — 1)(z +1)Q(z) + 2dx.

Cleny s koeficientem d se v posledni rovnici navzajem zrusi a zbylé ¢leny
je mozné zkratit spole¢nym ¢initelem z(x —1)(x+1). Ziskdme tak rovnici

(x—2)Q(z— 1)+ (z+2)Q(z + 1) = 22Q(z) (3)

pro nezndmy mnohoclen Q(z). Ze zpisobu odvozeni plyne, Ze rovnice (3)
plati pro kazdé z € R, které je ruzné od 0, 1 a —1; protoze vSak obé
strany (3) jsou mnohoc¢leny proménné z, které maji stejnou hodnotu
pro nekone¢né mnoho ¢isel x, musi jit o mnohocleny totozné, a proto
rovnost (3) plati i pro z € {0,1,—-1}.

Protoze a(z—2)+a(x+2) = 2ax, rovnici (3) splije kazdy konstantni
mnohoélen Q(z) = a. Pavodni rovnici proto vyhovuje kazdy mnoho¢len

Pa)=z(@x-1)(z+1)a+d=ax®>-ar+d (a,d€R).

Jiné vyhovujici mnohoéleny P(x) neexistuji, pokud ukazeme, Ze kaZdy
mnohoclen Q(x) spliiujici rovnici (3) je konstantni. Necht je tedy Q(z)
libovolny takovy mnohoclen; oznac¢me Q(2) = a a dosadme do rovnice (3)
hodnotu x = 2. Dostaneme

0-Q(1) +4Q(3) = 4Q(2), odkud Q(3)=Q(2) =a
Nyni volbou x = 3 v rovnici (3) ziskame rovnost

Q(2) +50(4) = 6Q(3), odkud Q(4) = GQ(?’)S‘ Q) _ 6"5“ ?—a
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Daéle volbou z = 4 zjistime, ze Q(5) = a, atd. Dokazme proto indukei,
ze Q(n) = a pro kazdé celé n 2 2. Plati-li pro né&jaké n rovnosti Q(n) =
= Q(n+1) = a (jak je tomu pro n = 2), pak volbou z = n+1 v rovnici (3)
dostaneme

Qn+2) =20t 1>Q<nz 1+>3— (n-1)Q(n) _
_ 2(n+1)a—(n-1)a B
B n+3 =@

Dtkaz indukei je hotov. Zjistili jsme, Ze rovnost Q(z) = a plati pro
nekoneéné mnoho &isel z, coz je mozné, jediné kdyz Q(x) = a pro kazdé
z (kdyby byl @ mnohoclen nékterého stupné N > 0, méla by rovnice
Q(z) = a nejvyse N kotent). Celé feSeni je tim ukonceno.

A-1-6

V prvni (podstatnéjsi) ¢asti feSeni najdeme vSechny ¢tyistény, které maji
sit tvaru deltoidu; poté jiz pomérné snadno zjistime, které z nalezenych
CtyTsténi maji pravé ¢tyri shodné hrany.

Uvazujme proto libovolny ¢tytstén ABCD a popisme délky jeho hran
pismeny z, vy, z, u, v, w podle obr. 23. VSechny
sité ¢tyrsténu ABC D rozdélime do dvou sku-
pin. Do prvni z nich zafadime ty sité, v nichz
nékterd sténa Ctyrsténu sousedi s tfemi ostat-
nimi sténami; do druhé skupiny budou pat-
Iit ostatni sité, v nichz kazda sténa sousedi
s nejvySe dvéma sténami. Protoze jsme ozna-
Ceni vrchold ¢tyfsténu predem nijak neupfes-
nili, budeme ddale uvazovat jen po jedné siti
z kazdé z obou skupin, totiz sité znazornéné
na obr.24 a 25. Zabyvejme se kazdou z nich
samostatné.

Sit na obr. 24 je (obecné vzato) Sestitthelnikem AD3BD,C D5, o Ctyi-
thelnik pijde jediné tehdy, kdyz dva z jeho thli u vrcholi A, B, C
budou piimé (tj. budou mit velikost 180°). Je totiz jasné, ze p¥imy thel
nemtize byt u zaddného z vrcholt Dy, Dy, D3. S ohledem na jiz zminénou
liboviili znaceni predpokladejme, ze piimé jsou uhly Dy AD3 a D3BD;
(vyznacené na obr. 24). Nase sit je tehdy ctyfahelnikem Dy D3 D1 C, jehoz
strany maji (v poradi, v jakém za sebou cyklicky nasleduji) délky 2u, 2v,

Obr. 23
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w a w. Je-li tento ¢tyFihelnik deltoid (a ne kosoltverec), musi zfejmé
platit u = v a 2u # w (obr. 26a). Z osové soumeérnosti podle pirimky DsC
pak zjistujeme, Ze plati y = z; ¢tyfstén s ,deltoidni® siti z obr. 26a vidite
na obr.26b. Je to ¢tyfstén soumérny podle roviny soumérnosti hrany
AB. Dodejme, Ze kromé nerovnosti 2u # w musi platit rovnéz nerovnost
z < w, kterd plyne z vlastnosti stfedni pricky AB trojuhelniku Dy Do D3
a trojuhelnikové nerovnosti pro rovnoramenny trojthelnik CD; Ds:

22— 2|ABI = |D1D2| < 1D10| + |DQC| = 2w.

Obr. 24 Obr. 25

Sit z obr. 25 je (obecné vzato) Sestithelnikem ADyBC By Do, o Gtyi-
thelnik puajde jen v téch pripadech, kdy pravé dva z jeho ahla pfi vr-
cholech A, B, C, Dy budou pfimé (takové totiz nemohou byt thly pii
vrcholech Dy a By). S ohledem na libovili znadeni sta¢i uvazovat jen tii
nasledujici pripady.

a) Primé uhly u vrcholi A a D,. Sit je ¢tyfuhelnik By D1 BC, jehoZ strany
maji v poradi délky 2u + v, v, x, x. Zfejmé nejde o deltoid, nebot
2u+v # .

b) Pfimé uhly u vrcholi A o C. Sit je ¢tyftahelnik Dy Dy BBy, jehoz strany
maji v poradi délky 2u, v, 2z, v. Protoze dvojice protéjsich stran ma
tutéz délku v, nejde o deltoid.

c) Primé uhly u vrchold A a B. Sit je ¢tyrtahelnik Dy Dy C By, jehoz strany
maji v poradi délky 2u, x + v, , v. Jde-li o deltoid, pak s ohledem na
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nerovnost  + v > z musi platit 2u=z+vax =v, tedy z = u = v.

V trojthelniku Dy D; C je secka AB stredni pfickou (obr. 27a), takze

plati w = |DyC| = 2|AB| = 2z. Prislusny ¢tyfstén vidite na obr. 27b.

Shriime vysledky nasich dosavadnich Gvah: Pouze dva typy ¢tyrstént
(obr. 26b a 27b) maji sit tvaru deltoidu. Nasim akolem je nyni zjistit, kdy
tyto Ctyfstény maji pravé ¢tyfi shodné hrany (dané délky a). Zabyvejme
se nejdrive Ctyfsténem z obr. 26b, jehoz hrany maji délky z, z, z, u, u, w.
Predpokladejme tedy, ze pravé ¢tyii z nich jsou rovny a, které to jsou?
Predné musi platit x = a, jinak by muselo platit a = z = u = w, coZ je
ale ve sporu s nerovnosti z < w, odvozenou vyse. Protoze jsou vylouceny
i rovnosti z = u a u = w (v obou pfipadech by délku a mélo pét hran
Ctyfsténu ABCD), musi platit v = a. V pfipadé z = u je oviem Ctyf-
thelnik AD3BC kosocCtverec; z rovnobéznosti pfimek AC' a D3 B plyne
rovnost souhlasnych Ghld CADy a BD3A. Rovnoramenné trojihelniky
CAD; a BD3A jsou tehdy shodné podle véty sus, takze |D>C| = |AB|,
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neboli z = w, coz je opét spor.* Zddny ctyrstén z obr. 26b proto neni
reSenim nasi tlohy. Pfejdéme nyni k druhému typu étyfstént a predpo-
klddejme, Ze pravé ¢tyfi z hran nékterého Ctyrsténu ABCD z obr.27b
maji délku a. ProtoZe tfi jeho hrany maji délku z, musi platit z = q;
kterd (jedind) z ostatnich délek y, z, 2z je rovna a? V siti na obr.27a
z trojuhelniku B;CDsy plyne z + x > 2z, tedy x > 2. V téZe siti ma
trojahelnik ABC' tupy vnitini Ghel u vrcholu B, nebot jeho vnéjsi Ghel
ABD; je vnitinim thlem pfi zadkladné A B rovnoramenného trojithelniku
ABD;, takze je nutné ostry. Proto je nejdelsi stranou trojthelniku ABC
strana AC, coz zapiSeme takto: y > max{z, z}. Dohromady dostdvame
y > x > z, s ohledem na rovnost x = a proto nezbyva, nez aby platilo
2z = a. Nalezenymi podminkami je jiz ¢tyfstén ABCD jednozna¢né (az
na shodnost) ur¢en. Délku y posledni hrany AC vypocteme jako téznici
ke strand DD, trojuhelniku C'D; Dy o stranich 2a, 2a, a. Vyjde nam
y = 2aV/6. Resenim nasi tilohy je jediny ctyistén z obr. 28a, jeho sit tvaru
deltoidu je na obr. 28b.

D

Obr. 28a Obr. 28b

Odpovéd. Hledany Ctyfstén je jediny: jeho t¥i hrany délky a vychézeji
z jednoho vrcholu, hrany protilehlé stény maji délku a, %a, %a\/é. Jedna
ze siti tohoto &ty¥sténu mé tvar deltoidu o stranach a, a, 2a, 2a.’

A-S-1

Podle zbytku pii déleni ¢isla z ¢islem 5 muzeme rozliSit pét pripadu:
(i) z = 5k, (ii) x = 5k+1, (iii) * = 5k+2, (iv) ¢ = 5k+3 a (v) z = bk+4

4 V pripadé w = z ma ,deltoidni“ sit z obr. 26a primy thel u vrcholu C, takZe nejde
o deltoid, ale o trojuhelnik.

5 Doporucujeme Fesitelim, aby takovy deltoid vystfihli z papiru a pak model &tyf¥-
sténu slozili.
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(k znadi libovolné celé &islo). Protoze ale leva strana rovnice je ziejmé
ndsobkem péti pro kazdé celé x, musi byt nasobkem péti aspon jeden
z &initeltt 3z — 2, « + 2 pravé strany. Cislo 3z — 2 je délitelné péti pouze
pro x = 5k + 4, Cislo  + 2 pouze pro x = 5k + 3. Proto stac¢i rozebrat
ptipady (iv) a (v) (L znadi levou a P pravou stranu dané rovnice):

(iv) Pro = 5k +3 plati 22 = 25k? + 30k +9, (z?)5 = 25k? + 30k + 10,
3z = 15k + 9, (3x)s = 15k + 10, L = 75k + 105k + 40 a P = 75k +
+110k+ 35, takze z L = P vychéazi k = 1, cemuz odpovidd z = 5+3 = 8.

(v) Pro x = 5k + 4 plati 22 = 25k? + 40k + 16, (22)s = 25k% +
+ 40k + 15, 3z = 15k + 12, (3z)5 = 15k + 10, L = 75k + 135k + 55
a P = 75k? + 140k + 60, takZe z L = P vychézi k = —1, éemuz odpovida
T=-5+4=-1.

Odpovéd: Dané rovnice mé pravé dvé celodiselnd fefeni, a to x = —1
ax =38

A-S-2

Oznalme jako obvykle «, B, v vnitini thly trojihelniku ABC. Protoze
plati (obr.29)

| X ASC| = 180° — |XSAC| — |LSCA| = 180° % - % =90° + =
je thel ASC tupy, takze bod P lezi na polopiimce opa¢né k poloptimce
SA. Obdobné zdiavodnime, Ze bod @ lezi na polopfimce opacné k polo-

pfimce SB. Piimky AB a PQ jsou rovnobézné, pravé kdyz stfidavé

C

Obr. 29
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thly BAP a APQ jsou shodné. Vzhledem k tomu, Ze |XBAP| = %

a | X APQ| = |xSPQ|, stadi ukézat, ze |<SPQ| = % Protoze body P

a Q lezi na Thaletové kruznici nad pramérem CS, je thel SPQ shodny

s thlem SCQ (obvodové ihly nad tétivou SQ zminéné kruznice). Velikost

thlu SCQ snadno vyjadiime z trojuhelniki BC'S a BCQ:
B

_ _ —f(ope _ P _ 7 _
|+:5CQ| = |<BCQ| - |<BCS| = (90° - 5) - 2 =3,

coz jsme potiebovali ukazat.

Jiné FeSeni. Ozna¢me P;, Q1 odpovidajici priuseéiky poloptimek CP
a CQ s piimkou AB (obr. 30, pofadi bodi A, S, P a bodia B, S, @ na
obou oséch bylo vysvétleno v prvnim feSeni). Vyska AP trojihelniku
P,CA lezi na ose AS jeho vnitiniho uhlu Py AC, takze jde o rovno-
ramenny trojuhelnik, ktery ma zdkladnu P,C se stfedem P. Obdobné
pomoci rovnoramenného trojihelniku Q;CB zdtivodnime, ze bod @ je
stiedem tsetky Q;C. Usetka PQ je tedy stfedni piickou trojihelniku
P,Q,C, takze je rovnobézna s primkou AB.

Q1 A B P,
Obr. 30

A-S-3

Vsimnéme si, Ze rovnice dané soustavy se mezi sebou lisi jen cyk-
lickou zdménou nezndmych z, y a z. Ma-li proto soustava za feSeni
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trojici ¢isel (x,y,2) = (%o,Y0,20), jsou jejimi FeSenimi rovnéZ trojice
(x,y,2) = (yo, 20, To) a trojice (z,y, z) = (20, To, Yo)- Je-li FeSeni soustavy
(pfi pevném p) jediné, musi byt uvedené trojice shodné, musi tedy platit
o = Yo = 20. Trojice (zo, o, zo) je ziejmé FeSeni dané soustavy, praveé
kdy? je ¢islo x = xo FeSenim rovnice 2 + 1 = 2px. Pro kazdé hledané
p proto musi mit posledni rovnice jediné feSeni, takze jeji diskriminant
D = 4p? — 4 musi byt nulovy. Odtud vychézi, ze nutné p = +1.

Nyni ukdzeme, ze pro p =1 je z = y = z = 1 skutefné jediné feSeni
ptvodni soustavy tIi rovnic a ze totéz plati i v ptipadé p = —1 o jejim
TeSeni x = y = z = —1. Porovname-li soucet levych stran se sou¢tem
pravych stran soustavy, zjistime, Ze jeji libovolné feSeni (z,y, z) spliuje
téz rovnici

24y +2243=2p(z+y+2),

ze které upravou dostaneme
(@=p)?+@-p?+(z-p?=30"-1). (1)

Pro obé& hodnoty p = +1 plati oviem p? — 1 = 0, takZe tehdy se soulet
nezdpornych &isel (z — p)?, (y — p)? a (2 — p)? rovna nule. To je mozné,
jediné kdyz x =y = z = p.

Odpovéd’: Hledané hodnoty p jsou dvé: p=1ap= —1.

Jiné FeSeni. Stejné jako v prvnim reSenim ziskdme se¢tenim tii danych
rovnic rovnici (1). Z ni vyplyva tento zavér: mé-li soustava pii daném p
aspon jedno feSeni (z,y,z) v oboru redlnych ¢isel, pak plati nerovnost
p? 2 1, neboli |p| = 1. Je-li oviem |p| > 1, miizeme snadno vypsat dvé
ruznd feSeni zkoumané soustavy, totiz trojice (x1,z1,21) a (x2, T2, z2),
kde 12 jsou kofeny rovnice 2 + 1 = 2px (jejiz diskriminant je diky
predpokladu |p| > 1 kladny). Proto ndm zbyva posoudit pouze hodnoty
p = %1, pro které v8ak z rovnice (1) okamZité plyne: mé-li ptivodni
soustava viibec néjaké feSeni, je jim trojice (z,y, z) = (p,p, p). Trividlni
zkouska dosazenim ukazuje, ze jde skutecné o feSeni (pro p = 1 jakoZ
iprop=—1).

A-11-1
Protoze pro libovolné a, 3 € (0, 1x) plati

sinacosfB +cosasinf _ sin(a+p8) _ 1
cosa cos 3 "~ cosacosB = cosacosf3’

tga+tgf = (1)
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sta¢i misto nerovnosti ze zadani tlohy dokazat nerovnost

1 1 1
224/ . 2
cosa+cosﬁ = cos a cos 3 @)

To je ale snadné, nebot po prevedeni odmocniny z pravé strany na levou
dostaneme po tpravé ,na ¢tverec” zfejmou nerovnost

Tim je cely dikaz hotov. Dodejme, Ze nerovnost (2) téz plyne z ne-
rovnosti mezi aritmetickym a geometrickym priamérem (kladnych) ¢éisel
1 1
a .
cosa  cosf
Rovnost v dokdzané nerovnosti nastane, pravé kdyz nastanou rovnosti
v obou nerovnostech (1) a (2'). To lze zfejmé vyjadiit podminkami

1 1
1 =1 _— =
sina+3) 4 cosa  cosf

které jsou pro né&jakd a,B € (0,in) splnény, pravé kdyz a + 8 = irn
a a =/, nebolia = = in.

A-11-2

Protoze &islo x je délitelem obou &sel n(xz,y) a 22, plyne z dané rovnice,
ze &slo z také déli &islo 4y. Cislo 4y je tedy spoleény nasobek &isel z
a vy, takze jejich nejmensi spoleény nasobek n(z,y) je délitelem ¢isla 4y
(a zéroven nasobkem é&isla y). Cislo n(z,y) je tudiz rovno jednomu z &isel
Y, 2y nebo 4y. Tyto tii pripady, jez se pro prirozené y navzajem vylucuji,
nyni posoudime oddélené.

(i) n(z,y) = y. Plati y = kx pro vhodné pfirozené k. Dosazenim do
rovnice dostaneme x? = 4kx + 3kx, odkud = = 7k, a proto y = 7k>.
Protoze n(7k,7k?) = 7k? pro kazdé k, je odpovidajici dvojice (z,y) =
= (7k, 7k?) skute¢né feSeni.

(i) n(z,y) = 2y. Plati 2y = kx pro vhodné liché k (pro k sudé
dostaneme, Ze z déli y, coZ je piipad (i)). Dosazenim do rovnice dostaneme
2?2 = 2kz + 3kz, odkud z = 5k, a proto 2y = 5k?. To je spor s tim, Ze k
je liché.
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(iii) n(z,y) = 4y. Plati 4y = kz pro vhodné liché k (pro k sudé dosta-
neme, ze z déli y nebo 2y, coz vede na piipad (i) nebo (ii)). Dosazenim do
rovnice dostaneme 22 = kz + 3kz, odkud = = 4k, a proto y = k2. Protoze
n(4k, k%) = 4k? pro kazdé liché k, je odpovidajici dvojice (z,y) = (4k, k?)
skutecné FeSeni.

Odpovéd’: Hledanych dvojic (z,y) je nekoneéné mnoho; jsou to jed-
nak dvojice (7k,7k?), kde k je libovolné ptirozené ¢&islo, jednak dvojice
(4k, k?), kde k je libovolné liché piirozené &islo.

Jiné FeSeni. Oznacme d nejvétsi spolecny délitel hledanych éisel x a y.
Potom z = dx; a y = dy;, kde x; a y; jsou nesoudélnd prirozené ¢isla,
an(z,y) = dz1y:. Po dosazeni do dané rovnice dostaneme d?x? = 4dy; +
+ 3dzx1y;, coz po kraceni ¢islem d piepiSeme do tvaru

I (dﬂh - 3y1) = 4y1. (1)

Pfirozené ¢&islo 4y; je tedy nésobkem &fsla ;. Cisla x; a y; jsou ale
nesoudélnd, tudiz ¢islo x; je délitelem ¢isla 4, a proto z; € {1,2,4}.

Je-li z; = 1, pak z (1) vychédzi d = Ty, takze z = dzy = Ty; ay =
= dy; = Ty?. Dvojice ¢&isel x = Tk a y = 7k? je feSenim piivodni rovnice
pro kazdé k.

Je-li 21 = 2, pak podle (1) plati 2d = 5y, takze ¢islo y; je sudé stejné
jako ¢islo z1, coz odporuje jejich predpokladané nesoudélnosti.

Je-li ; = 4, pak z (1) vychézi d = y;, takie x = dxy = 4d ay =
= dy, = d?. Cisla z; = 4 a y; = d jsou oviem nesoudélnd, jenom kdyz
je d liché &islo. Pro kazdé takové d je dvojice z = 4d a y = d? FeSenim
puvodni rovnice.

A-11-3

ProtoZze Gsecka BD neni prumérem kruznice k, jeji te¢ny v bodech B a D
nejsou rovnobézné, takze se protinaji v bodé, ktery oznacime G.

(i) Predpokladdejme, ze bod G lezi na piimce AC, naptiklad na polo-
primce opaéné k C A (obr. 31). (LeZi-li bod G na polopfimce opaéné k AC,
vyménime oznadeni vrcholi A a C, které nic neméni na rovnosti, kterou
mame dokézat.) Trojihelniky ABG a BCG se shoduji jak ve vnitfnich
tthlech u spole¢ného vrcholu G, tak ve vnitinich tthlech BAG a CBG (po-
dle véty o obvodovém a tsekovém tihlu pro tétivu BC kruznice k). Proto
jsou tyto trojihelniky podobné, tudiz plati |AB| : |BC| = |GB| : |GC|.
Analogickd tméra |AD| : |CD| = |GD| : |GC| plyne z podobnych
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trojuhelniki ADG a DCG. Porovname-li obé iméry a prihlédneme-li
k rovnosti |GB| = |GD| (aseky tefen z bodu G ke kruznici k), zjis-
time, Ze plati |AB| : |BC| = |AD| : |CD|, odkud jiz plyne rovnost
|AB|-|CD| = |AD| - |BC]|.

Obr. 31

(ii) Pfedpokladdejme nyni, Ze plati rovnost |AB|-|CD| = |AD| - |BC|
a ze bod G lezi ve stejné poloroviné s hrani¢ni pfimkou BD jako bod C
(jinak opét vyménime oznaceni bodi A a C, které primka BD oddélu-
je.) Pak polopfimka GC protina kruznici k ve dvou bodech, v bodé C
a v bodg, ktery oznalime A’ (obr.32). Pro ¢tyfuhelnik A’BC' D muZeme

Obr. 32

pouzit tvrzeni dokazané v ¢asti (i), dostaneme tak rovnost |A'B|-|CD| =
= |A'D|-|BC|. Porovnanim s rovnosti |AB|-|CD| = |AD|-|BC]| zjistime,
ze plati |A'B| : |AB| = |A'D| : |AD|. Tato améra spolu se shodnosti thli
BA'D a BAD (obvodové tihly nad tétivou BD kruznice k) znamena, ze
trojihelniky BA'D a BAD jsou podobné podle véty sus. Protoze viak
strané BD odpovida strana BD, jde o shodné trojahelniky (lezici ve
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stejné poloroviné s hrani¢ni piimkou BD), tudiz body A a A’ splyvaji.
Bod G proto lezi na primce AC.

A-1l1-4
Odectenim prvnich dvou rovnic soustavy dostaneme

22 —y?> =p(y—z), mneboli (z—y)(x+y+p) =0.

Odtud plyne, Ze aspon jeden z ¢initeld (z —y) a (z +y + p) je roven
nule, takze ¢islo y je rovno z nebo —p — z. Obdobné odectenim prvni
a treti rovnice soustavy zjistime, Ze rovnéz z € {x, —p — z}. Dohromady
to znamend, ze kazdé reSeni (x,y,z) dané soustavy je (aZ na poradi)
trojice tvaru (u,w,u) nebo (u,u, —p — u).

(i) Trojice (u,u,u) je FeSenim, pravé kdyz ¢islo u spliuje rovnici u? —
— 1 = 2pu. Jeji tipravou dostaneme (u — p)? = p? + 1, odkud je vidét, ze
pro kazdé readlné p existuji dvé riizné cisla v a jsou rovna p + /p2? + 1.
Jim odpovidaji prvni dvé feSeni ptivodni soustavy

ri=y1=z1=p+Vp*+1l a za=yp=2z2=p—p*+1. (1)

(ii) Hledejme nyni vSechna FeSeni soustavy tvaru (u, u, —p—u). Snadno
si uvédomime, Ze trojice Cisel (u,u,—p — u) (v jakémkoliv poradi) je
feSenim pivodni soustavy, pravé kdyz ¢islo u soucasné vyhovuje dvéma
rovnicim

W-l=pu-p-u) a (—p—u)?—1=p(u+u).
Je ziejmé, ze kazda z téchto rovnic je ekvivalentni s rovnici u? = 1 —
— p?. Vidime, Ze v pripadé |p| > 1 &slo u neexistuje, v piipadé |p| = 1
plati u = 0, kone¢né v pfipadé |p| < 1 existuji dvé ¢isla u a jsou rovna
+4/1 — p?. Odpovidajici feSeni ptivodni soustavy jsou dvé trojice &isel

.’L‘3:y3:\/1——p2 a zZz3=-—p-— 1—p2,
x4:y4:—\/1———p2 a 24:—]?4{'\/1——27

a dale vSechny jejich permutace

(2)

($57y5725) = (‘T37Z3,-T3)a (x61y6,zﬁ) = (1"4)'247‘7:4)7

(1E7,y7,27) = (Zs,xs,ais), (3387:98,28) = (24,374,534).

(3)
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(Vzorce (2) a (3) miizeme pouzit i v pfipadé |p| = 1, musime v8ak mit
na paméti, ze poskytuji jen tfi riizné feSeni, nebot tfeti feSeni splyva se
Ctvrtym, paté s Sestym a sedmé s osmym.) Nyni jesté posoudime, kdy
nékterd feSeni uvedend v (2) a (3) splyvaji s FeSenimi uvedenymi v (1).
Takovd situace nastane, pokud plati |p| £ 1 a je splnéna néktera z rovnic

V1-p2=—p—+/1—p? respektive —+/1—p?=—p++/1-p>

Snadnym vypoctem zjistime, Ze prvni rovnice mé jediné reSeni p = ——

V5

(pro takové p treti, paté a sedmé feSeni splyvaji s prvnim FeSenim) a ze

p . Tt e 2 PR p
druhd rovnice ma jediné reseni p = E (pro takové p Ctvrté, Sesté a osmé
feSeni splyvaji s druhym feSenim).

Odpovéd: Vsechna feSeni (z;,yi,2;) dané soustavy rovnic jsou po-
psana vzorci (1), (2) a (3). Je-li |p| > 1, existuji pravé dvé riznd reSeni
. . . 2 S o o
(s indexy i = 1,2). Je-li |p| < 1 a |p| # 7 existuje pravé osm riznych

7

2
feSeni (s indexy ¢ = 1,2,...,8). Je-li |p| = 1 nebo |p| = 7 existuje

pravé pét riznych teSeni (s indexy ¢ = 1,2,3,5,7 pro hodnoty p = 1,
2 2
p=-1,p=—asindexyi=1,2,4,6,8 prop=——).

V5 V5
A-1ll-1

Z prvni rovnice dané soustavy plyne, ze ¢islo 7y —14 = 7(y—2) je délitelné
péti, takze y = 5s + 2 pro vhodné celé s. Potom plati 2y = 10s + 4,
a proto (2y)s = 10s + 5. Po dosazeni do soustavy dostaneme dvojici
rovnic (4z)s + 355 = 0 a 10s — (3z)7 = 69. Ode¢teme-li od dvojnasobku
prvni rovnice sedminasobek druhé rovnice, vylou¢ime neznamou s a pro
nezndmou z tak dostaneme rovnici 2(4z)s + 7(3z); = —483. ProtoZe
funkce F(t) = 2(4t)s + 7(3t)7 je v celodiselné proménné t neklesajici
a plati F(—18) = —532, F(—17) = —483 a F(—16) = —473, mé4 nase
rovnice F'(z) = —483 jediné feSeni © = —17. Z rovnice (4z)5 + 355 = 0
pak plyne s = 2, takze y = 12. Zkousku pro dvojici (z,y) = (—17,12)
provedeme snadno dosazenim.
Dana soustava ma jediné reseni (z,y) = (—17,12).

Jiné Feseni. Pro kazdé celé Cislo ¢ zfejmé plati nerovnosti t — 2 <
S(t)s St+2at—3 < ()7 £t+ 3. Podle nich dostaneme z dané
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soustavy rovnic soustavu nerovnic

12 < 40+ Ty £ 16,
69 < 2y — 32 < 79.

Z této soustavy vylou¢ime napiiklad neznamou a: pro vyraz 3(4x + 7y) +
+ 4(2y — 3z), ktery se rovna 29y, tak dostaneme odhady

29y <3-16+4-79=364 a 29y =23-12+4-69 = 312.

Z nerovnosti 312 < 29y < 364 ovSem plyne y € {11,12}. Z prvni rovnice
pluvodni soustavy pro y = 11 vychézi (4z)s = —63, coZ neni ndsobek
péti, zatimco pro y = 12 vychdzi (4a); = —70, odkud —72 < 42 < —68,
takze x € {—18,—17}. Nutné tedy plati y = 12; po dosazeni do druhé
rovnice soustavy zjistime, ze tato rovnice je splnéna pro x = —17, ne
viak pro x = —18. Jedinym FeSenim je tedy dvojice (z,y) = (—17,12).

A-1l1-2

Oznacme S stfed strany KL libovolného z uvazovanych trojihelniké
K LM (obr. 33). Protoze oba tthly LCM a LSM jsou pravé, je ¢tyithel-
nik CMSL tétivovy, a proto plati |[<<MCS| = |<cM LS| = 60°. Bod S
tudiz lezi na fixni tseéce CE, jejiz krajni bod £ € AB je dan rovnosti
|<xECD| = 60°. Ukézeme, ze hledanou mnozinou vSech stiedd S je jista
usecka mezi body C a E, kterd je uréena podminkami S € CE,

(i) |AS|2|BS| a (i) |xCBS|z= 45°.

Z téchto podminek zfejmé plyne, ze se jedna o usecku F'G, kde F je vrchol
rovnostranného trojuhelniku CDF a G je ten bod strany C'F', ktery lezi
na thlopti¢ce BD, obr. 34. Z bodt tsecky C'E totiz podminku (i) spliuji
pravé body tsecky CF, podminku (ii) pravé body tsecky EG.

Zminéné tvrzeni dokadzeme tak, Ze uvnitt tsecky C'E zvolime libovolny
bod S a pokusime se rekonstruovat vyhovujici trojihelnik K LM, jehoz
strana KL mé stfed ve zvoleném bodé S. Zjistime, ze takovy trojihel-
nik K LM existuje, pravé kdyz bod S spliiuje obé podminky (i) a (ii).
Vratme se znovu k obr. 33. Protoze thel K BL je pravy, jsou podle Tha-
letovy véty vSechny tii usecky SK, SB a SL shodné. Proto podle bodu
S lze body K, L ur¢it jako pruseciky tsecek AB resp. BC s kruznici
o stfedu S a poloméru |SB|. Takovy prusetik K (K # B) existuje,
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pravé kdyz plati podminka (i), pruseéik L (L # B) existuje, pravé kdyz
plati nerovnost |BS| < |C'S|, neboli |<xBCS| £ |<xCBS|. Protoze viak
|<<BCS| = 30°, je posledni nerovnost zaru€ena silnéjsi podminkou (ii),
jejiz nutnost se vyjevi za chvili. Zname-li jiz body K a L, miZzeme uréit
bod M jako prusecik strany C'D s osou usecky K L. Predpoklddejme, ze
takovy prisecik M existuje; sestrojeny rovnoramenny trojthelnik K LM
je pak skute¢né rovnostranny, nebot ¢tyrahelnik CM SL je tétivovy (hly
u vrcholi C' a S jsou pravé), a proto plati |[<<M LS| = |<<MCS| = 60°.
Zbyva proto posoudit, kdy existuje prusecik usecky C'D s osou tsecky
KL, tedy kdy body C, D lezi v opa¢nych polorovinach uréenych zminé-
nou osou, jez jsou popsdny nerovnicemi |[KX| < |LX| a |[KX| 2 |LX]|.
Protoze plati |[KC| 2 |BC| a |BC| 2 |LC]|, tedy |KC| 2 |LC|, je na$im
ukolem zjistit, kdy je splnéna nerovnost |KD| £ |LD|. Z pravothlych
trojuhelnikd K DA a LDC usoudime, ze posledni nerovnost plati, pravé
kdyz |AK| £ |LC|, neboli |KB| 2 |LB|, neboli |<xBLK| = 45°. Uhel
BLK je ale shodny s tthlem CBS (vime totiz, Zze |SB| = |SL|), a tak
dostavame podminku (ii). Dikaz je hotov.

A-1I1-3

(i) Predpokladejme nejprve, ze A = d? pro nékteré ptirozené d. Pak pro
kazdé j =1,2,...,n plati

A+ -A=(d®+j)? -d® =(d® —d+j)(d® +d +);
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protoze jedno z n po sobé jdoucich &sel (d? —d +j), kde j = 1,2,...,n,
je délitelné &islem n, je ¢islem n délitelné i p¥islusné ¢islo (A + j)% — A.

(ii) Predpokladejme nyni, Ze ¢islo A neni druhou mocninou zadného
pfirozeného ¢isla. V rozkladu ¢isla A na prvocinitele se pak nékteré pr-
volislo p vyskytuje v lichém poctu exemplari, tedy p**~! | A a p** { A
pro vhodné pfirozené k. Ukazme, e napiiklad ¢islo n = p?* nemé vlast-
nost z textu tlohy. Pripustme naopak, ze pro nékteré j = 1,2,...,p%"
je rozdil (A + j)? — A délitelny ¢islem p?*. Cisla (A + j)? a A pak da-
vaji stejné zbytky pii déleni ¢islem p?*, a tedy i pii déleni ¢islem p?*—1.
Protoze ¢islo A je délitelné &islem p?*~1, ne vak &islem p2*, plati totéz
io &slu (A+ )% To je ale spor, nebot (A + j)? je druhd mocnina piiro-
zeného cisla.

A-I1ll1-4

Po vyndsobeni obou stran rovnice vyrazem x? — 1 (ktery je roven nule,
pravé kdyz x € {—1,1}) a po pievedeni vSech ¢lent na jednu stranu
dostaneme kubickou rovnici

2% —ax? + 237 - b=0. (1)

Jak dobfre vime, kazda kubicka rovnice s realnymi koeficienty ma v oboru
redlnych ¢isel bud jeden, nebo t# kofeny (pocitdme-li je s prihlédnutim
k jejich nasobnosti). Protoze obé feSeni pivodni rovnice jsou kofeny rov-
nice (1), musi mit tato rovnice t7 redlné koteny. Pro tato ¢isla xy, z2,
x3 a pro koeficienty rovnice (1) plati zndmé Vietovy vzorce

r1 + 22+ 23 =a,
T1Xo + 2103 + Tox3 = 23, (2)

T122x3 = b.

Abychom se dale vyhnuli nékterym zkouskdm, pfipomenme znamy fakt,
7e kazdé teSeni soustavy rovnic (2) je tvofeno trojici kofent rovnice (1),
v8echna TeSeni (2) jsou tedy permutace téze trojice ¢isel.

Predpoklad o dvou reSenich ptivodni rovnice znamend, ze bud préavé
jeden z kofent x1, x9, x3 patii do mnoziny {—1,1} a ostatni dva koreny
jsou ruzné, nebo je jeden z korent x1, z2, v3 dvojnasobny a zadny z nich
do mnoziny {—1,1} nepatii. ReSeni piivodni rovnice lze proto oznatit
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s a 12 — s tak, Ze nastane jedna z nasledujicich moznosti: (21,2, 23) =
= (-1,5,12—=3), (71,22, 23) = (1,5,12—5),nebo (x1, x2,23) = (s,5,12—
— 5); vzdy pfitom plati s ¢ {-1,1,6,11,13}. Vyjmenované moznosti ted
jednotlivé posoudime.
(i) (z1, 22, 23) = (—1,8,12—3). Soustava (2) ma po dosazeni a Gpravé
tvar
a=11, §*-12s-35=0, b= —s(12-s).

Druhé rovnice mé dva koreny s = 5 a s = 7, kterym podle tfeti rovnice
odpovida stejnd hodnota b = —35. Dvojice (a,b) = (11, —35) je feSenim
ulohy.
(i) (z1,29,23) = (1,8,12 — s). Soustava (2) ma po dosazeni a Gprave
tvar
a=13, s?—-12s+11=0, b=s(12-3s).

Druhé rovnice mé kofeny s = 1 a s = 11, které vSak patii k nepfipustnym
hodnotdm s (viz vyse).
(i) (z1,x2,23) = (8,8,12—5). Soustava (2) ma po dosazeni a Gpravé
tvar
a=s+12, s>—-245+23=0, b=s*(12-5s).

Druhd rovnice mé kofeny s = 1 a s = 23. Hodnota s = 1 je nepfipustna,

hodnoté s = 23 podle prvni a tfeti rovnice odpovidaji hodnoty a = 35

ab=—11-23% = —5819. Dvojice (a,b) = (35, —5819) je feSenim tlohy.
Hledané dvojice (a,b) jsou dvojice (11, -35) a (35, —5819).

A-1lIl1-5

Predpokladejme, ze ABCD je hledany pravothelnik, a ozna¢me A’ B'C'D’
jeho obraz v posunuti o vektor BA (obr.35, B’ = A). Bod A’ lezi na
primce soumérné sdruzené s primkou K M podle stiedu A — odpovidajici
priseciky této piimky s pfimkami LK a LM oznaéme K' a M'. ProtoZe
uhlopricka AC hledaného pravothelniku lezi na pfimce K L, je thlopiicka
A’'C’ posunutého obdélniku A’B'C’'D’ s KL rovnobézna. Ve stejnoleh-
losti se stiedem M’ kterd prevadi bod A’ do bodu K’ (a bod C' = D do
bodu L) odpovidé pravotihlému trojihelniku A’ AC” trojuhelnik K'A” L.
Bod A" uz dovedeme sestrojit, protoze lezi na Thaletové kruznici nad
prumérem K'L a na piimce M'A. Nyni jiZz snadno sestrojime hledany
pravothelnik ABCD: nejprve uréime body A" a C' = D, které jsou ob-
razy bodi K’ a L ve stejnolehlosti se sttedem M’, jez prevadi bod A”
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do bodu A, a k nim doplnime vrcholy B a C jako obrazy bodi B’ = A,
C' = D v posunuti o vektor A’A = AB.

ProtoZze bod A lezi uvniti Gsetky K'L a M’ # A, protina piimka M'A
Thaletovu kruZnici nad primérem K'L vidy ve dvou bodech. Je-li A”
jeden z priseéiki uvedené Thaletovy kruznice s primkou M'A a M' #
# A", uruji body A, A” hledanou stejnolehlost se stifedem M’. Pokud
tedy bod M" nelezi na kruZnici s primérem K'L, ma tloha dvé riizna
feSeni ABCD, A1 B;Cy1D; (obr.36). V opa¢ném pfipadé méa tloha pouze
jedno feSeni.

A-1l1-6
Dosadime-li do dané rovnice za x hodnotu f(z), dostaneme rovnici
F(F@)f() = f(f(2)y) + f(a),

ze které vyjadiime f(f(z)y) = f(f(z)f(y)) — f(z). Jiné vyjadieni téhoz
vyrazu f(f(z)y) dostaneme, kdyZ v pivodni rovnici vyménime navz4jem
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hodnoty z a y; vyjde ndm f(f(z)y) = f(yz) + y. Porovnanim obou
-vyjadreni tak dostaneme rovnici

F(f@)f() = flyz) +y + f(2),

jejiz leva strana se nezméni, vyménime-li navzajem hodnoty x a y. Stej-
nou vlastnost musi proto mit i prava strana této rovnice, takze musi
platit

fyz) +y+ f(2) = f(ay) + =+ f(y), neboli y+ f(z) =2z + f(y).

Dalsi zfejmou tipravou dostavame rovnici f(z) —z = f(y) —y, kterd musi
byt splnéna pro libovolna z,y € R*. Znamena to, Ze funkce z — f(x) —z
je na mnoziné Rt konstantni, tedy hledana funkce f musi byt tvaru
f(z) = x + ¢ pro vhodné ¢&islo ¢. Po dosazeni tohoto predpisu do obou
stran pivodni rovnice

flaf) =zf(y)+c=z(y+c)+c=ay+cx+c
flrzy)+z=(zy+c)+z=ay+z+c

zjistujeme, Ze vyhovuje jediné ¢ = 1. Hledand funkce f je tudiz jedina
a je urcena vzorcem f(x) =z + 1.
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