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Kategorie P

Texty tloh

P—1-1
Matice

Je déna Ctvercovd matice A o rozmérech n x n, jejiz prvky jsou nuly
a jednicky. Pojmem f7ddkovd resp. sloupcovd vyména budeme oznaco-
vat vzajemnou zadménu libovolnych dvou radki, resp. libovolnych dvou
sloupct matice. Bude nas zajimat, zda je mozné posloupnosti fadkovych
a sloupcovych vymeén prevést danou matici A na takovou matici, ktera
mé na hlavni diagonéle pouze jednicky (hlavni diagondlu tvoii prvky
A[1,1],A4[2,2],..., Aln,n]).

V mnoha aplikacich (napf. pfi feSeni soustav linedrnich rovnic) je vy-
hodné danou matici transformovat na ekvivalentni matici tak, aby hlavni
diagonala obsahovala ,velké“ prvky. V této tloze vlastné nuly reprezen-
tuji ,malé* a jednicky ,velké“ prvky matice.

Soutézni tloha. Navrhnéte co nejefektivnéjsi algoritmus, ktery pre-
vede zadanou ¢tvercovou matici pomoci rddkovych a sloupcovych vymén
na matici, kterd mé na hlavni diagonale samé jednicky, prip. zjisti, Ze to
neni mozné.

Priklad 1: Matice A: Vysledek:
0101 1100
1101 1101
1100 0010
0010 0101

Matici je mozné transformovat — staci vymeénit tieti a ¢tvrty radek
a potom prvni a ¢tvrty sloupec.

Priklad 2: Matice A: Vysledek:
010 Matici neni mozné transformovat
110 do pozadovaného tvaru.
110
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P-1-2
Robot

Ve vyzkumném tstavu potrubi a rour vyvinuli novy druh robota urce-
ného na ¢isténi teplovodnich potrubi. Robot se soustavou potrubi pohy-
buje podle predem stanoveného planu. Technologie ¢isténi vyzaduje, aby
robot prosel kazdou trubkou v soustavé dvakrat (nezalezi na tom, jakym
smérem) — pii prvnim prichodu provadi chemické ¢isténi a pii druhém
mechanické doc¢istovani. Robot muze vlézt do trubky z kteréhokoliv kon-
ce, ale jakmile do ni vstoupi, musi ji uz celou projit.

Soustava potrubi se sklada z n uzli ocislovanych od 1 do n, mezi nimiz
vede m teplovodnich trubek ocislovanych od 1 do m. Kazda trubka vede
mezi dvojici uzli a nema zadné odbocky ani vétveni. Mezi kazdou dvojici
uzli vede nejvyse jedna trubka. Soustava potrubi je souvisla, tj. robot
se trubkami muze dostat na libovolné misto soustavy. Robot zacina svou
praci v uzlu ¢islo 1 a po skonceni ¢isténi se musi opét do tohoto uzlu
vratit.

Soutézni uloha. NapiSte program, ktery umozni planovat trasu ¢is-
ticiho robota. Program precte ze vstupniho souboru popis soustavy po-
trubi a zjisti, zda existuje trasa robota, ktera zacind i kon¢i v uzlu ¢islo 1
a prochézi kazdou trubkou pravé dvakrat. Pokud takova trasa existuje,
program ji vypiSe.

Format vstupu: Prvni fadek vstupniho souboru robot.in obsahuje
dvé kladné celd ¢isla n a m (n < 100), oddélend jednou mezerou. Kazdy
z nésledujicich m radku popisuje jednu trubku. Obsahuje vzdy dvé kladna
celd ¢isla oddélena mezerou — ¢isla koncovych uzli této trubky.

Priklad: robot.in robot.out
6 1354154241531

W N = = =2 O,
(62BN S¢SV}

45
Formadt vystupu: Vystupni soubor robot.out je tvoren jedinym tad-
kem, ktery obsahuje 2m + 1 ¢isel uzli oddélenych mezerami. Jsou to ¢isla
uzli v poradi, v jakém je ma robot nav§tivit béhem svého ¢isténi. Prvni
a posledni ¢islo na fadku musi byt 1. V pripadé, Ze neexistuje trasa, ktera
prochéazi kazdou trubkou préavé dvakrat, vystupni soubor bude obsaho-
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vat jediny fadek se slovem NE. Pokud existuje vice vhodnych tras, vypiste
jednu libovolnou z nich.

P-1-3
Primka

V roviné je dano 2n bodd, z toho n je bilych a n ¢ernych. Spravedlivd
primka je takova primka, ktera

> prochdzi bodem [0, 0],

> neprochazi zddnym cernym ani bilym bodem,

> rozdéluje rovinu na dvé poloroviny, pficemz v jedné z téchto polo-

rovin je stejny pocet bilych bodt jako ve druhé poloroviné ¢ernych,

a naopak.

SoutéZni uloha. NapiSte program, ktery ze vstupniho souboru
primka.in preéte soufadnice bilych a cernych bodu a do souboru
primka.out vypiSe jednu spravedlivou primku.

Muzete predpokladat, ze zadné tii zadané body nelezi na jedné p¥imce
a ze bod [0,0] nelezi na zadné piimce urcené dvéma zadanymi body.
Vsechny zadané body maji celo¢iselné souradnice.

Formdt vstupu: Prvni fadek vstupniho souboru primka.in obsahuje
jediné ¢islo n. Kazdy z nésledujicich 2n fadki obsahuje soufadnice jed-
noho zadaného bodu oddélené mezerou. Prvnich n bodi je bilych, dalsich
n bodi je ¢ernych.

Format vystupu: Vystupni soubor primka.out je tvoren jedinym rad-
kem, ktery obsahuje souradnice jednoho libovolného bodu rizného od
[0, 0], jimZ nalezend spravedliva pfimka prochézi. Soutadnice jsou od sebe
oddéleny jednou mezerou. Pokud spravedliva primka pro zadanou mno-
Zinu bodid neexistuje, vystupni soubor bude obsahovat jediny radek se
slovem NE.

Priklad: primka.in

2
01 e\
2 -1 Y o gt
-1 -1 o -
-1 2 g

- -@®- - [m] -
primka.out R i . s
21
Jin€ spravné tesent:
-1.0 2.9
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Nivod. Necht A; = [x1,y1], A2 = [22,y2] & A3 = [z3,y3] jsou body
v roving. Jestlize je hodnota vyrazu (x5 — 1) (ys —v1) — (x3 — 1) (y2 — y1)
kladn&, bod Az lezi nalevo od polopiimky A; A,. Jestlize je tato hodnota
zapornd, potom lezi napravo, a pokud je tato hodnota nulova, bod As
lezi na primce AjAs.

P-1-4
Komparatorové sité

Komparatorové sité se vyuzivaji pfi ndvrhu paralelnich algoritmd. Mohou
se také snadno realizovat pomoci elektronickych obvodu. Kompardtor je
jednoduché zafizeni, které obdrzi na vstupu dvé ¢isla, porovnd je, na
vrchnim ze svych vystupt vrati mensi z téchto dvou cisel a na spodnim
vétsi z nich. Z komparatora 1ze sestavovat slozitéjsi obvody, kterym bu-
deme fikat komparatorové sité.

Kompardtorovd sit je tvorena m vodorovné usporadanymi vodici,
které jsou na nékolika mistech propojeny pomoci komparatori. Kom-
paratory jsou usporadany do wvrstev, které odpovidaji jednotlivym kro-
ktim vypo¢tu. Na zadatku vypoctu (v kroku 0) sit dostane na vstupu
n Cisel. Po skonceni kroku k — 1 se vystupy z kroku k& — 1 prenesou
vodi¢i na komparatory ve vrstvé k. Komparator ve vrstvé k spojuje
vzdy dva vodie (nemusi to ovSem byt sousedni vodice). Jestlize je na
spodnim z nich mensi hodnota nez na vrchnim, vyméni tyto hodno-
ty, v opa¢ném pripadé je nechd beze zmény. V jedné vrstvé muiize byt
umisténo i vice komparatori (jejich vypocet probihd najednou, para-
lelné), ale v jedné vrstvé mize jeden vodi¢ vstupovat nejvyse do jed-
noho komparatoru. Po skonceni celého vypoctu jsou na vystupech sité
tataz Cisla jako na jejich vstupech, pouze miize byt zaménéno jejich po-
radi.

Graficky se vodice zobrazuji jako vodorovné ¢ary, komparatory jako
svislé spojnice svych vstupnich vodici. Komparatory umisténé v jedné
vrstvé se kresli svisle nad sebe, pfipadné do nékolika sousednich sloup-
cu. Jednotlivé vrstvy sité oddélujeme svislou ¢arkovanou ¢arou. Vypocet
komparatorové sité probiha zleva doprava.

Pfi navrhu siti se snazime sestrojit je tak, aby doba vypoétu byla co
nejmensi, tj. aby sit méla co nejméné vrstev. Druhym kritériem hodnoceni
kvality sité je poCet pouzitych komparatort (na tomto poétu mize zaviset
naptiklad vyrobni cena sité).
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Priklad 1:

0 N |

1
3
19
4

4 .3
1] 01
2 |12
3, 4

Uvazujme nejlevéjsi sit na obrazku. Tato sit dostane Ctyfi vstupy
a vrati je usporadané od nejmensiho k nejvétsimu. Po prvnich dvou
krocich vypo¢tu bude nejmensi vstup bud na prvnim, nebo na druhém
vodici a nejvétsi vstup na tietim nebo na ctvrtém. Dalsi dva kroky umisti
nejmensi a nejvétsi hodnotu na své misto a v poslednim kroku se spravné
usporadaji hodnoty na druhém a tfetim vodici. V§imnéte si, Ze prvni
a druhy komparator (stejné jako tfeti a ctvrty) je mozné slou¢it do jedné
vrstvy, aniz by se tim zménil vysledek vypoctu. Vysledna rychlejsi sit
je na prostfednim obrazku. Pravy obrazek ukazuje pribéh vypoétu pro
vstup 4, 1, 2, 3.

Priklad 2: Sestrojte komparatorovou sit, kterd na vstupu obdrzi n
Cisel a na vystupu umisti nejmensi z téchto ¢isel na prvni vodi¢. Na
poradi ostatnich ¢isel nezalezi. Mizete predpokladat, Ze n je mocnina
dvou.

Regeni. Sit sestrojime rekurzivné. Ozna¢me S, sit, ktera tlohu fesf pro
n vstupu. Jestlize n = 1, S,, nebude obsahovat zadny komparator, nebot
mame jen jediny vstup. Predpokladejme tedy, Ze n > 1. Vstupy rozdélime
na dvé poloviny — horni a dolni. Na kazdou polovinu vstupu aplikujeme
sit S, /2. Tyto dvé sité polovi¢ni velikosti mohou pracovat paralelné. Po
skonceni jejich vypoctu budeme mit na vodici ¢islo 1 nejmensi hodnotu
z horni poloviny vstupu a na vodi¢i ¢islo %n-}-l nejmensi hodnotu z dolni
poloviny. Nyni proto staci pridat jeden komparator mezi vodice 1 a %n+1
a dostaneme celkové minimum na prvnim vodici. Sit S, se tedy skladéa
ze dvou siti S, /» a z jednoho dalsiho kompardtoru. Konstrukee sité S,
je zndzornéna na nasledujicim obrazku vlevo, vpravo je priklad vysledné
sité pron = 8.

ﬁ{:sn/zaz e
g - A D R
s =
’ i N s —

100



V&imnéte si, Ze hloubka rekurze je log, n, nebot velikost vstupu se
v kazdém rekurzivnim kroku snizi na polovinu. Kazda aroven rekurze
prida do vysledné sité jednu vrstvu, takze sit S, ma log, n vrstev. Pocet
pouzitych komparatort je v posledni vrstvé 1, v kazdé dalsi vrstvé od-
zadu se vzdy zdvojnésobi. Necht pocet vstupt je n = 2*. Potom pocet
pouzitych komparatortije 14+2+4+...+2*1 =2F -1 =n -1 (soucet
geometrické posloupnosti). Ziskali jsme tedy sit, kterd ma O(logn) vrstev
a pouziva O(n) komparatoru.

Soutézni ulohy. a) Napiste program, ktery bude simulovat vypocet
komparatorové sité. Program dostane ve vstupnim souboru popis zkou-
mané komparatorové sité a hodnoty jejich vstupid. Presny tvar popisu
komparatorové sité si sami navrhnéte a popiste ho. Program by meél
spocitat vysledky vypoctu komparatorové sité a také by mél umozio-
vat graficky nebo semigraficky zobrazovat pribéh vypoctu sité. V feSeni
uvedte také priklady vstupu a vystupu svého programu.

b) Na vstupu je ddno n — 1 ¢isel sefazenych od nejmensiho po nejveétsi
(prvnich n—1 vstupti). Posledni vstup obsahuje libovolné ¢islo. Navrhnéte
komparatorovou sit, kterd zatiidi posledni ¢islo do této posloupnosti na
spravné misto podle velikosti (tj. na vystupu bude vSech n ¢éisel uspora-
dano od nejmensiho k nejvétdimu). Muzete predpokladat, Ze n je mocnina
dvou. Pokuste se navrhnout co nejrychlejsi sit.

P-1l-1

Matice

Uvazujme matici A o rozmérech m X n, kterd obsahuje pouze nuly
a jednicky. Ordmovanym obdélnikem budeme nazyvat takovou podmatici,
kterd méa aspon dva radky, aspon dva sloupce a jejiz prvni a posledni ¥a-
dek, stejné jako prvni a posledni sloupec, obsahuji samé jednicky. Uvniti
obdélnika mohou byt libovolné prvky.

Soutézni tloha. Navrhnéte algoritmus, ktery v dané matici A najde
nejvetsi ordmovany obdélnik. Velikost ordmovaného obdélnika s i fadky
a j sloupci je rovna i-j (tj. hleddme oramovany obdélnik, pro ktery bude
soudin 7 - j nejvétsi mozny). Pokud existuje vice takovych obdélniki,
staci nalézt jeden libovolny z nich. Muzete predpokladat, ze aspon jeden
oramovany obdélnik se v matici A nachazi.
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Priklad: Vstup: Vystup:

m=11,n=24 Nejvétsi ordmovany ob-
000000000000000000000000 délnik mé rozméry 6 x 9
001111100000000001100000 a jeho levy horni roh je
001100111111111111111110 ve 4. fadku a 5. sloupci.
001011111111111111111110
001010100000100011100000
001111100100100011100000

000010001100100111111000

000010000000100100101000

010011111111100100001000

001000000000000111111000

000000000000000000000000

P-1l1-2
Robot

Vyzkumny dstav potrubi a rour méa novy problém, tentokrét se soustavou
orientovanych trubek. Pro vyc€iSténi této soustavy je zapotiebi, aby ¢istici
robot prosel kazdou trubkou pravé jednou. Soustava je orientovand, coz
znamend, ze pro kazdou trubku je predepsan smér, kterym musi robot
trubkou projit. S vynalozenim velkého Usili se programéatorim vyzkum-
ného Gstavu podarilo napsat program, ktery pro danou soustavu trubek
najde jednu moznou trasu ¢isticiho robota, nebo zjisti, ze takova trasa
neexistuje. Nékdy je ovSem uzitecné védét, zda existuje vice riznych tras
¢isténi (stfidanim Cisticich tras je totiz mozné sniZit opot¥ebeni robota
v zatackach).

Soustava potrubi je sloZena z n uzla oc¢islovanych 1, ..., n, mezi nimiz
vede m jednosmérnych trubek ocislovanych 1,... m. Kazd4 trubka vede
mezi dvojici navzajem riznych uzld a nema zadné odbocky nebo vétveni.
7 kazdého uzlu vede do kazdého jiného uzlu nejvyse jedna trubka. Pro
tuto soustavu je zaruceno, ze existuje trasa robota, ktera zac¢ind i kond¢i
v uzlu 1 a projde kazdou trubkou pravé jednou (v souladu se stanovenou
orientaci trubky). Pracovnici vyzkumného ustavu navic pomoci svého
programu jednu takovouto trasu nasli a tato trasa je vam k dispozici.
Vasim tkolem je zjistit, zda existuje jesté jina trasa zacinajici i konéici ve
vrcholu 1, kterd projde kazdou trubkou pravé jednou. Tuto trasu nemusite
vypisovat, sta¢i, kdyz vas program odpovi ano/ne.
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Priklad. Vstup: Vstup:

n=5m=7 n=5m==6
trubky: trubky:

12 12

15 23

23 31

31 34

34 45

41 53

53 trasa: 1234531
trasa: 12341531 Vystup:

Vystup: Neexistuje jina trasa.

Existuje jina trasa.
Pozndmka. 12315341 je pii-
klad jiné trasy.

P-11-3
Utditel

Ve t¥idé sedi ucitel a dava pozor na n zaku, kteri piSou pisemku. Ucitel
se po vétdinu ¢asu divad jednim smérem. Tento smér budeme nazyvat
zdkladni smér. Jakmile vSak ucitel zaslechne odnékud podezielé zvuky,
rychle se oto¢i, aby vidél, co se dé&je. Ukolem je zvolit zdkladni smér tak,
aby thel, o ktery se musi otocit, byl co nejmensi. Jelikoz k riznym zaktim
je treba natoceni o rizny thel, chceme minimalizovat primeérny thel.

Soutézni uloha. Na vstupu je dano ¢islo n a souradnice n bodi v ro-
viné [z1, 1], [x2,y2], - - -, [Tn, yn]. Kazdy bod urcuje polohu jednoho zika
ve t¥idé. U¢itel sedi v bodé [0, 0]. MtZete predpokladat, ze bod [0, 0] nelezi
na zadné piimce urcené dvéma zadanymi body.

V zékladnim sméru je ucitel oto¢en smérem k néjakému bodu [z, y].
Kdyz zaslechne vyrusovat zéka i, oto¢i se smérem k bodu [x;, y;]. Otaci se
bud po sméru hodinovych rucicek, nebo proti sméru hodinovych rucicek,
podle toho, kterym smérem je tihel otoceni mensi (tj. pro kazdého zaka
je hel otoceni nejvyse 180°).

Priamérny thel otoceni je aritmeticky primeér thli otoceni pro viech
n bodi. Ukolem je zvolit takovy bod [z,y] uréujici zékladni smér, aby
primérny uhel otoc¢eni byl nejmensi mozny.
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Pomiicka: Muzete predpokladat, Ze mate k dispozici funkci uhel(z, y),
ktera vrati Ghel otoceni ucitele mezi bodem [1,0] a bodem [z, y] mé&Feno
proti sméru pohybu hodinovych ruéicek (tj. thel mezi 0° a 360°).

Priklad:

Vstup:

n =4, body: [-1,1], [0,-3], [-2,-2], [2,0]
Vystup:

Zékladni smér je smérem k bodu [-1, -2].
Poznamka. Pramérny thel otoceni je 67,5°.
Spravnych FeSeni existuje vice, napriklad také
bod [-2,—-2] (zék 3).

P-11-4

Komparatorové sité

.......

(Definice komparatorové sité je obsazena v textu ulohy P-1-4.)

Soutézni tlohy. a) Na nésledujicim obrazku je nakreslena kompara-
torova sit se Sesti vstupy. Naleznéte vstupni data (tj. Sestici ¢isel), kterd
tato sit neset¥idi (neusporada je podle velikosti). Zobrazte také pritbéh

vypoc¢tu sité pro tato vstupni data.

>—o

*—4
—o

* 4

b) V komparatorové siti uvedené v ¢asti a) se nachazi komparator, po
jehoz odstranéni bude sit spravné tiidit libovolnou vstupni posloupnost
Sesti ¢isel. Urcete tento komparator a vysvétlete, pro¢ po jeho odstranéni

sit spravné tridi.

¢) Na vstupu komparatorové sité je 2n navzéjem rtznych é&isel. Cisla
na prvnich n vstupech jsou sefazena od nejmensiho po nejvétsi a cisla
na druhych n vstupech jsou také serazena od nejmensiho po nejvétsi.
Navrhnéte komparéatorovou sit, kterd na prvnich n vystupech vrati n
nejmensich ¢&isel (v libovolném poradi) a na druhych n vystupech vrati
n nejvétSich ¢isel (v libovolném poradi). Snazte se, aby vaSe sit byla co

nejrychlejsi.
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Pfiklad. n = 3, vstupy 1, 4, 5, 2, 3, 6. Na vystupu prvni tfi vodice
obsahuji ¢isla 1, 2, 3 v libovolném poradi a druhé tfi vodice obsahuji ¢isla
4, 5, 6 v libovolném poradi. Naptiklad 2, 3, 1, 6, 5, 4 je spravny vystup.

P-1ll1-1

Je dana matice A s m fadky a n sloupci. Kazdy jeji prvek a; ; (prvni sou-
fadnice indexu je ¢islo fadku a druhad je ¢islo sloupce) je bud celé kladné
¢islo, nebo takzvany Zolik. Zolik budeme oznaovat znakem *. Chceme
prferovnat prvky matice tak, aby kazdy radek matice tvoril neklesajici
posloupnost, tj. aby pro kazdé i, 1 < i < m, platilo:

ai,1 < ai,2 Sas Qi n—1 < Qin
Za zoliky lze do matice dosadit libovolna cela ¢isla. Tedy napriklad fadek
(1, %, 4, *) je neklesajici, nebot za zoliky je mozné dosadit tfeba ¢isla 2 a 5.
Naopak fadek (5, #,*,4) neni neklesajici, protoze neexistuji zadna celd
&isla x a y, kterd by spliiovala podminky 5 £ z £ y £ 4. Pfi vymé&hovani
prvki matice jsme omezeni tim, ze mizeme mezi sebou zaménit vzdy
pouze takové prvky, které jsou umistény ve stejném sloupci.

Soutézni uloha. Navrhnéte program, ktery pro zadanou matici A roz-
hodne, zda je mozné prerovnat jeji prvky v ramci kazdého sloupce tak,
aby vSechny radky vysledné matice byly neklesajici. V kladném pripadé
program jednu z moznych vyslednych matic vypise.

Priklad:

Vstup: Vystup:

m=4,n=4 Ano. Jedno mozné preusporadani prvku je:
110 8 12 1 * 8 10

* 9 10 =* 12 % %k

8 x 11 10 * 10 11 12

12 x x 10 8 9 10 10

Vstup: Vystup:

m=3n=4 Prvky nelze preusporadat.
* 3k ok Xk

* X %k %

4321
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P—-1Il1-2

V jednom lyzaiském stredisku porddaji zavody ve sjezdu. Organizatori
zévodi se snazi, aby trasa pii kazdém zavodu byla trochu jini. Na svahu
je trvale vyznaceno N orientacnich bodi, jejichz polohu neni moZné mé-
nit. Trasa pak prochézi nékterymi z uvedenych orienta¢nich bodi a spl-
nuje nasledujici podminky:
> Trasa zacina v nejvyse polozeném orienta¢nim bodé a kon¢i v nejnize
polozeném orienta¢nim bodé.
> Trasa mezi kazdymi dvéma po sobé nasledujicimi orienta¢nimi body
vede po primce.
> Nadmorska vyska orientacnich bodu trasy na svahu ostre klesé.
> V zadném orienta¢nim bodé neméni trasa sviij smér o vice nez o 45°.

Vasim tkolem je urcit pocet vyhovujicich tras pro zavody.

SoutéZni tloha. Na vstupu je dan pocet orienta¢nich bodia N a dvo-
jice ¢isel (z1,v1), (z2,92),--.,(xN,yn), které popisuji polohu jednotli-
vych orientacnich bodd na svahu. Svah si predstavujeme jako obdélnik,
ktery se svazuje shora doli. Cislo x; je vzdalenost i-tého orienta¢niho
bodu od levého okraje svahu a y; je jeho vzdalenost od dolniho okraje,
tj. ¢im vétsi je y-ova soufadnice bodu, tim vétsi mé tento bod nadmoiskou
vysku.

Navrhnéte program, ktery zjisti pocet vyhovujicich tras na zadaném
lyzarském svahu. Miuzete predpoklddat, ze zadné dva orientaéni body
nemaji stejnou y-ovou souradnici a ze zadné tfi orientac¢ni body nelezi
na jedné primce.

Pomiicka: Ve svém programu muzete pouzivat funkei uhel(z, y), kterd
vrati velikost Ghlu mezi bodem (z,y) a x-ovou osou, tj. uréi thel, o ktery
je t¥eba otocit kolem bodu (0,0) proti sméru hodinovych ruéic¢ek polo-
primku vychéazejici z bodu (0, 0) a prochézejici bodem (1,0) tak, aby tato
polopfimka po oto¢eni prochizela bodem (z,y). Funkce vraci vysledny
Ghel ve stupnich, tj. jako ¢islo z intervalu (0, 360).

Priklad. Vstup: N = 6, orientacni body:
(2,5),(2,2),(5,4),(0,3),(0,1),(1,0)
Vystup: Existuji 3 vyhovujici trasy.
Pozndmka. Vyhovujici trasy jsou:
(2,5),(0,3),(0,1),(1,0)
(2,5),(2,2),(1,0)
(2,5),(1,0)
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P-1l1-3

(Definice komparatorové sité je obsazena v textu ulohy P-I1-4.)

Soutézni uloha. Je ddna jedna konkrétni permutace ¢isel 1,2,... n,
tj. takovd posloupnost ¢isel ay,as,...,a,, ve které se kazdé z Cisel
1,2,...,n vyskytuje pravé jednou. Mdame zaruceno, Ze naSe kompara-

torova sit bude mit n vodi¢i a na vstupu bude i-ty vodi¢ obsahovat
¢islo a;. Ulohou je navrhnout takovou komparatorovou sit, kterd tento
konkrétni vstup utiidi (navrzena sit tedy nemusi tfidit zadny jiny vstup).

ProtoZe navrzend komparatorova sit bude obecné rizna pro ruzné
permutace, je va$im ukolem vytvorit algoritmus, ktery navrhne kon-
krétni komparatorovou sit pro zadané ¢islo n a zadanou posloupnost
¢isel ay,as, ..., an,. Navrzenou sit vypiste jako posloupnost komparatora
podle jejich vyskytu v jednotlivych vrstvach zleva doprava; jednotlivé
komparatory udavejte jako dvojici vodici, které do nich vstupuji.

Vami vytvoreny algoritmus musi pracovat v Case, ktery je polyno-
mialni v n. SnaZte se, aby sit, kterou vas algoritmus navrhne, méla co
nejméné vrstev (a pokud mozno i maly pocet komparatoru). Existuje
efektivni algoritmus, ktery pro zadanou permutaci nalezne sit s O(n)
komparatory a s O(logn) vrstvami.

Priklad:

Vstup: 9 1 1

n=4,a1:2,a2:3,a3=1,a4:4. —_—"_'—_

Vystup: 3 Z 2

Vstup je mozné utiidit napiiklad pomoci sité: 1 3
4

e Jeo

Prvni vrstva: komparator (1, 3) 4
Druhé vrstva: komparétor (2, 3)
P-1ll-4
Program: roury.pas / roury.c / roury.cpp
Vstupni soubor: roury.in
Vystupnt soubor:  roury.out

Ve vyzkumném ustavu potrubi a rour maji opét novy problém. Do-
stali zakdzku od Vodaren a kanalizaci mésta Blatislavy, kde je potieba
procistit méstskou kanalizaci od nanosi blata. Postup pii ¢isténi trubek
od blata je jednoduchy: Cistici robot musi projit kazdou trubkou pravé
jednou; kdyby robot prosel jiz vyc¢isténou trubkou, hrozilo by nebezpe-
¢i, ze jeho silné cistici prostfedky tuto trubku poskodi. Robot mize do
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trubky vstoupit z jejtho libovolného konce; pokud vSak jiz do trubky
vstoupi, musi ji celou projit.

Pracovnici vyzkumného tstavu si rychle uvédomili, Ze za téchto pod-
minek se muze stat, ze jeden robot na vycisténi celé méstské kanalizace
nebude stacit. Doporucili tedy do kanalizace poslat vice roboti najednou
a naprogramovat je tak, aby dohromady procistili celou kanalizaci.

Novy typ Cisticiho robota ale neni zrovna levny, a proto je potieba
navrhnout takovy postup, aby celd kanalizace byla vy¢isténa pomoci co
nejmensiho poctu roboti. A to je uz kol pro vas.

Kanaliza¢ni sit je tvofena n uzly o¢islovanymi od 1 do n, mezi kterymi
vede m trubek. Kazd4 trubka spojuje dvojici uzli a nema zadné odbocky,
ani se nikde nevétvi. Mezi kazdou dvojici uzli vede nejvyse jedna trubka.

Soutézni tloha. Vytvorte program, ktery pomuize napldnovat trasy
pro cistici roboty. Program nacte popis kanaliza¢ni sité, ur¢i miniméalni
pocet roboti postacujici pro vycisténi celé sité a navrhne jejich trasy tak,
aby kazdou trubkou prosel pravé jeden z nich pravé jednou.

Formadt vstupu: Prvni fadek vstupniho souboru roury.in obsahuje
dvé kladna celd ¢isla: pocet uzli n (1 £ n < 500) a polet trubek m,
oddélend mezerou. Kazdy z nasledujicich m radkt popisuje jednu trubku;
obsahuje vzdy dvé ¢isla oddélend mezerou, coz jsou ¢isla koncovych uzli
trubky.

Format vystupu: Na prvnim radku vystupniho souboru roury.out
bude zapsano jediné celé ¢islo R — nejmensi pocet roboti, ktery posta-
Cuje k vycisténi kanaliza¢ni sité. Nasleduje R fadkd, z nichz i-ty popisuje
trasu i-tého robota. Pokud -ty robot zacind cistici proces v uzlu aq,
odtud pokracuje trubkou do uzlu as, pak do as, atd. az skonéi v uzlu ay,
potom prislusny radek vystupniho souboru obsahuje k ¢isel aq, as, ..., ax
(v tomto potadi) oddélend od sebe vzdy jednou mezerou.

Priklad. Soubor roury.in: Soubor roury.out:
8 8 3
12 213541
13 465
14 87
35 s 6
45
46 7</O 4 5
56
78 2 1 3
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Jestlize existuje vice optimdlnich reSeni, vas§ program mé za tikol na-
lézt a vypsat pravé jedno z nich.

P-1I-5
Program: kameny .pas / kameny.c / kameny.cpp
Vstupni soubor: kameny.in

Vistupni soubor: ~ kameny.out

Uvazujme nasledujici hru pro jednoho hrace. Hraci plan je tvoren K
policky usporadanymi do jedné fady. Na zacatku hry je na tomto planu
umisténo nékolik hracich kamenud (na kazdém policku lezi nejvyse jeden
kédmen). Je zadéna tzv. cilovd pozice, tj. rozestaveni kament, kterého je
tfeba dosdhnout. V jednom tahu mtzeme tdhnout kamenem z policka
p tak, ze jim preskocime kamen lezici na sousednim policku. Presnéji:
Pokud je na sousednim policku napravo (nalevo) od policka p kdmen
a nasledujici policko timto smérem je volné, lze kdmen z policka p presu-
nout na volné policko a preskoceny kdmen odstranit z hraciho planu. Jak
jiz bylo feceno, tkolem je dosdhnout pomoci téchto tahu cilové pozice.
Pokud ze zadané pozice lze cilové pozice dosahnout, fikame, Ze zadana
pozice je vyhrdvajici.

Napriklad, pokud pozice vlevo na nasledujicim obrazku je cilova, pak
v prostfednim sloupci je jedna z vyhravajicich pozic vzhledem k této
cilové pozici (s uvedenim prisluiné posloupnosti tahti, kterymi lze cilové
pozice dosdhnout). Naopak pozice v pravé ¢asti obrazku neni vyhravajici,
nebot v ni lze na zac¢atku tdhnout jen prostfednim ze ti{ kameni a tim
se dostaneme do pozice se dvéma kameny oddélenymi dvéma prazdnymi
policky, ze které jiz nelze dal pokracovat ve hre.

cilovd pozice vyhrdvajict pozice  nevyhrdvajici pozice
L[ [ [ [of [[of Te[e/e/e|| [@/e[e] | |
o ‘o000
oo o0
o oo
oo
®

Soutézni uloha. Vytvoite program, ktery precte dvé cela ¢isla K a N
a cilovou pozici a vypiSe pocet riznych vyhravajicich pozic tvorenych
nejvy$e N kameny.
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Format vstupu: Vstupni soubor kameny . in bude obsahovat na prvnim
radku dvé cela ¢isla K a N oddélend jednou mezerou. Na druhém radku
souboru bude zadana cilova pozice jako posloupnost K nul a jednic¢ek od-
délenych mezerami, kde jedni¢ka predstavuje policko obsazené kamenem
a nula prazdné policko. Mizete predpokladat, ze plati 1 £ N £ K < 100.

Format vystupu: Vystupni soubor kameny . out bude obsahovat jedno
celé Cislo, které udava pocet vyhréavajicich pozic tvofenych nejvyse N
kameny. Muzete predpokladat, Ze toto ¢islo neptesdhne 10 000.

Priklad. Soubor kameny. in: Soubor kameny.out:
6 3 3
001100
Soubor kameny . in: Soubor kameny.out:
8 5 10

10000001
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Regeni tloh

P—1-1

Ulohu nejprve pievedeme do terminologie teorie grafii. Bipartitni graf
je takovy graf, ve kterém muzeme vrcholy rozdélit do dvou disjunkt-
nich mnozin R a S tak, aby kazda hrana grafu spojovala néktery vrchol
z mnoziny R s nékterym vrcholem z mnoziny S. Ctvercovou matici A nul
a jednicek rozméri n x n muzeme chéapat jako reprezentaci bipartitniho
grafu G s 2n vrcholy, kde vrcholy ry,rs, ... 7, odpovidaji fadkim a vr-
choly s1, s, ..., s, sloupcim matice. Vrcholy r; a s; jsou spojeny hranou
pravé tehdy, kdyz prvek A[i,j] = 1. Hranu mezi r; a s; budeme znadit
(T3, 85)-

Rekneme, 7Ze bipartitni graf mé perfektni pdrovdni, jestlize se jeho
vrcholy daji usporadat do dvojic tak, ze v kazdé dvojici je jeden vrchol
z mnoziny R a jeden vrchol z mnoziny S a tyto dva vrcholy jsou spojeny
hranou. Kazdy vrchol grafu se pritom musi nachazet pravé v jedné tako-
véto dvojici.

Ukéazeme, ze jestlize bipartitni graf G mé perfektni parovani, potom
v nasi matici A lze prerovnat fadky a sloupce takovym zpiisobem, aby
na hlavni diagonale byly samé jednicky. Pokud parovani obsahuje dvo-
jice (13,,85,)s (Tiyy 8ja)s - -+, (05 S5, ), Pak sta¢i fadky usporadat v poradi
i1,42,...,1, a sloupce v poradi ji,j2,...,jn. Ozna¢me takto prerovna-
nou matici A’. Plati A'[k,k] = Alix, ji]. Jelikoz mezi vrcholy r;, a sj,
v grafu G vede hrana, plati Afix, ji] = 1, a proto matice A’ m4 na hlavni
diagondle samé jednicky.

Naopak, pokud 1ze matici A prerovnat tak, aby méla na hlavni dia-
gondle samé jednicky, pak v grafu G existuje perfektni parovéani. Necht
v prerovnané matici A’ jsou fadky v poradi i1,1s,...,i, a sloupce v po-
fadi j1,J2,-..,jn. Vime, Ze pro vSechna k plati A’'[k, k] = 1, a proto také
Alig, jx] = 1. Proto v grafu G dvojice (ri,,j,), (Tiz, Sjz)s-- -+ (Tin s Sj.)
tvori perfektni parovani. Dokazali jsme tedy néasledujici tvrzeni:

Matici A je mozné transformovat na tvar se samymi jednickami na
hlavni diagonéle pravé tehdy, kdyz existuje perfektni parovani v grafu G.

Jestlize tedy chceme zjistit, jak zadanou matici A pretransformovat
na tvar se samymi jednickami na hlavni diagonale, nalezneme nejprve
perfektni parovani v bipartitnim grafu G. Pokud perfektni parovéni exis-
tuje, prerovname rfadky a sloupce matice podle postupu uvedeného vyse.
Pokud takové parovani neexistuje, matici nelze transformovat do poza-
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dovaného tvaru. Jedinym problémem v tuto chvili zistava, jak nalézt
perfektni parovéani bipartitniho grafu.

Pripomenme si, Ze v perfektnim parovani jsou v kazdé dvojici vrcholy
spojeny hranou. Proto mizeme perfektni parovani chapat také jako mno-
zinu hran M takovou, ze kazdy vrchol grafu je koncovym vrcholem pravé
jedné hrany z M. Podobné mizeme definovat pdrovdni jako mnozinu hran
M takovou, ze kazdy vrchol grafu je koncovym vrcholem nejvyse jedné
hrany z M. To znamen4, Ze v parovani, které neni perfektni, nemusi byt
kazdy vrchol zafazen do nékteré dvojice. UkdZeme si nyni algoritmus, jak
nalézt v bipartitnim grafu mazimadlni parovani, tj. parovani s nejvyssim
moznym poctem hran.

Maximalni parovani budeme hledat postupné. Za¢neme s prazdnym
parovanim M = ( a v kazdém kroku zvysime pocet parovacich hran o jed-
na. Kdyz se ndm v nékterém kroku nepodari zvysit pocet hran v parovani,
prohlasime aktudlni nalezené parovani za maximalni a vypocet ukonéime.

Pocet hran v parovani budeme zvySovat pomoci takzvanych zlepguji-
cich cest. Uvazujme libovolné pevné zvolené parovani M. Alternujici cesta
pro parovani M je posloupnost vrcholil 75, 85,74y, Sj5, - - -, Ty, Sj,., Kterd
zacind Ffadkovym vrcholem, konéi sloupcovym vrcholem, kazda dvojice
po sobé jdoucich vrcholi je spojena hranou a stfidaji se parovaci a ne-
parovaci hrany, p¥i¢emZ prvni hrana (r;,,s;,) je neparovaci. Zlepsujici
cesta je alternujici cesta, kterd zacina i kon¢i nesparovanym vrcholem.

Vsimnéte si, ze zlepSujici cesta P = 7;,8;5,,7i,,5)5, .-, iy, Sjp S€
skladd z k — 1 parovacich a k neparovacich hran. Méjme tedy parovani
M a zlepSujici cestu P. Jestlize vSechny parovaci hrany v P zménime
na neparovaci a naopak, dostaneme nové parovani M’, které ma o jednu
hranu vice (uvédomte si, ze M’ skute¢né spliiuje podminky péarovani).

M- Sj1 Sj2 S ja .‘9.74 M- Si1 Sj2 Sj3 Siy
/ / / / \ \ \
/ ¥ / / —F \ \ \
' \' \/ \/ / \/ \/ \/
[ ]
Tiy Tiy Tigy Tig Tig

Tiy Tio Tis
(plné ¢ary jsou parovaci, arkované Cary jsou neparovaci)
Dokazeme nyni, ze nasim postupem vzdy dostaneme maximalni pa-
rovani, tzn. ze vzdy existuje zlepSujici cesta pro parovani, které neni ma-
ximalni.
Tvrzeni. Jestlize parovani M neni maximalni, existuje pro néj zlepsujici
cesta v G.
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DUKAZ TVRZENI. Necht M je parovani, které neni maximéalni. Jelikoz
M neni maximdlni, musi existovat néjaké parovani M, které obsahuje vice
hran nez M. Hrany patiici do M, ale nepat¥ici do M’, nazveme modré,
zatimco hrany patiici do M" a ne do M nazveme cervené. Protoze |M'| >
> |M|, ¢ervenych hran je vice nez modrych.

Uvazujme graf G’ tvofeny vSemi modrymi a Cervenymi hranami.
Kazdy vrchol v G’ sousedi s nejvyse jednou modrou a jednou Cerve-
nou hranou. Kazd4 komponenta souvislosti grafu G’ proto musi byt bud
kruznice, nebo cesta, pfi¢emz na kazdé kruznici i cesté se stridaji ¢ervené
a modré hrany. To znamena, ze kazda kruznice obsahuje stejny pocet
modrych a Cervenych hran, poéty Cervenych a modrych hran na kazdé
cesté se lisi nejvySe o 1. Protoze Cervenych hran je vice nez modrych,
musi existovat komponenta P, kterd obsahuje vice Cervenych hran nez
modrych. Tato komponenta musi byt cestou, ktera za¢ina i kon¢i cerve-
nou hranou. Cesta P tedy obsahuje lichy pocet hran. Z toho vyplyva,
ze jeden z jejich koncti musi byt fadkovym vrcholem (nazveme ho r;)
a druhy sloupcovym vrcholem (nazveme ho s;). Jelikoz r; resp. s; je
nesparovany fadkovy resp. sloupcovy vrchol a kazda druha hrana patri
do parovani M, musi byt P zlepSujici cesta pro M.

Implementace algoritmu. Graf G reprezentujeme samotnou matici,
tj. dvojrozmérnym polem A. Pro kazdy vrchol r; (s;) si budeme v poli
par_r (par_s) pamatovat, zda je sparovany s néjakym vrcholem a po-
kud ano, ¢islo tohoto vrcholu. Za¢neme se vSemi vrcholy nesparovany-
mi. Funkce Zlepsi hledd zlepSujici cestu a kdyz ji najde, pouzije ji na
zlepSeni stavajiciho parovani. Hledani zlepsujici cesty budeme realizovat
prohledavanim do $irky ze vSech vrcholu r;, které jesté nejsou sparované.
Jakmile najdeme néjakou alternujici cestu do nesparovaného vrcholu s;,
prohledavani ukoncéime. V tomto okamziku je tfeba projit po nalezené
cesté z s; zpét do r; a zménit parovaci hrany na neparovaci a naopak,
coz znamend aktualizovani zadznami v polich par_r (par_s) pro vSechny
vrcholy na nalezené cesté. Funkce Zlepsi bude volana opakované v cyklu
tak dlouho, dokud bude mozné zvysovat pocet hran v parovani. Podari-li
se vylep$it parovani 1 krat, mame nalezeno perfektni parovéni, které
pouzijeme na prerovnani matice do pozadovaného tvaru. V opa¢ném pii-
padé program poda zpravu o tom, Ze se zadana matice usporadat neda.

Efektivita. Kazdé volani funkce Zlepsi potfebuje ¢as O(n?), celkové se
provede nejvySe n volani této funkce, coz dava celkovou ¢asovou sloZitost
O(n?). Na ulozeni matice A potiebujeme pamét O(n?).
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P-1-2

Ulohu nejprve ptevedeme do terminologie teorie grafi. Uzly nachaze-
jici se v nasi soustavé potrubi budeme nazyvat vrcholy, trubky nazveme
hranami a celou soustavu potrubi nazveme grafem. Posloupnost vrcholi
a hran grafu vp,ei,vi,e2,...,05—1,€k, vk Oznacime jako sled, jestlize
kazda hrana e; spojuje vrcholy v;—; a v;. Pokud navic vg = v, tento
sled nazveme uzavienym. V Teci teorie grafu je na$im tkolem v daném
souvislém grafu G nalézt uzavieny sled, ktery projde kazdou hranou grafu
pravé dvakrat.

Ukézeme si algoritmus, ktery v libovolném souvislém grafu najde sled
pozadovanych vlastnosti. Tento algoritmus tedy bude zaroven diikazem,
7e trasa pro robota vzdy existuje. ReSeni je zalozeno na prohledavani
grafu do hloubky. O kazdém vrcholu si budeme pamatovat, zda jsme ho
jiz béhem prohledavani nékdy navstivili. Pro kazdy navstiveny vrchol v
necht rodic[v] oznaguje vrchol, z néhoz robot do v poprvé piigel. Vrchol
rodic[v] je rodicem vrcholu v, naopak vrchol v nazveme potomkem vr-
cholu rodic[v]. Pro vrchol 1 neni rodic[1] definovan.

Prohledavani do hloubky zacind ve vrcholu 1 a probiha takto:

1. Oznac aktudlni vrehol v jako navstiveny.

2. Postupné kontroluj vSechny hrany vedouci z v a vzdy, kdyZ najdes
hranu, ktera vede do dosud nenavstiveného vrcholu u, projdi robotem
do vrcholu u a pokracuj rekurzivné v prohleddvani z u (v se stane
rodi¢em vrcholu u).

3. Kdyz jsou v8echny hrany vedouci z v zkontrolovany a v # 1, vrat se
do vrcholu rodic[v] (a pokracuj v kontrolovani jeho hran). Jestlize
v = 1, skonci.

Uvazujme mnozinu hran, po nichz robot poprvé prisel do néjakého
vrcholu. Jsou to pravé hrany (rodic[v],v) pro ty vrcholy v, pro které
je rodic[v] definovano. Tyto hrany nazveme stromové (nazyvaji se tak
proto, Ze tvori souvisly acyklicky graf, tzv. strom). Kazdou stromovou
hranou (u,v), kde u je rodi¢em v, projde robot pii prohledavani pravé
dvakrat — nejprve z vrcholu u poprvé navstivi vrchol v a podruhé pri
navratu z vrcholu v do vrcholu u. Pri prohledavani robot nikdy neprojde
po zadné nestromové hrané. Jelikoz nas graf G je souvisly, robot p¥i pro-
hledavéani navstivi vSechny vrcholy. Kdyby totiz existoval nenav§tiveny
vrchol, musel by existovat takovy navstiveny vrchol u a nenavStiveny
vrchol v, Ze u a v jsou spojeny hranou. To v8ak neni mozné, nebot al-
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goritmus prohledavani se z vrcholu u do rodic[u] nevrati, dokud nejsou
v8echny sousedni vrcholy vrcholu u navstiveny.

Podle dosud popsaného prohledavani do hloubky tedy robot navstivi
kazdy vrchol a projde kazdou stromovou hranou pravé dvakrat. Zbyva
rozhodnout, kdy a jak bude robot prochdzet nestromové hrany. Béhem
prohledavéni lze snadno detekovat vSechny nestromové hrany. Jestlize
se robot nachdzi ve vrcholu u a kontroluje hranu (u,v), tato hrana je
nestromové tehdy, pokud vrchol v jiz byl navstiven a u neni rodicem
v ani v neni rodicem u. Kdyz robot nachézejici se ve vrcholu w narazi
na nestromovou hranu (u,v), mize prislusnou trubku vy¢istit tak, ze ji
projde z vrcholu u do v a zpét.

Implementace algoritmu. Prohledavani do hloubky mizeme snadno im-
plementovat rekurzivni procedurou. Jelikoz rekurze si pro aktualni vrchol
automaticky pamatuje svého rodice, neni tfeba explicitné udrzovat za-
znamy rodic[v]. Graf lze v programu reprezentovat matici velikosti n xn,
z &ehoz vyplyva ¢asova i pamétova slozitost programu O(n?). P¥i pouziti
efektivnéjsi reprezentace hran spojovym seznamem je mozné dosdhnout
Casové 1 pamétové slozitosti O(m + n), kde m je poéet hran grafu, oviem
za cenu o néco komplikovanéjsiho programu.

P-1-3

Dokéazeme nejprve, ze spravedliva primka vzdy existuje. Uvazujme libo-
volnou orientovanou p¥imku vedouci bodem [0, 0]. Necht  je rozdil po¢tu
bilych bodi nalevo a ¢ernych bodt napravo od ni. Jestlize je  rovno nu-
le, primka je spravedliva. Pokud ne, budeme primkou otacet kolem bodu
[0,0]. Vzdy, kdyZz piimka projde pfes bily nebo ¢erny bod, hodnota x se
snizi nebo zvysi o jedna. Kdyz primku oto¢ime presné o 180°, nase sle-
dovand hodnota se zménila z po¢atecniho x na —z (nebof vSechny body,
které byly pivodné nalevo, jsou nyni napravo od pfimky a naopak). To
znamend, ze hodnota musela byt aspon pri jedné poloze primky nulova.
V této poloze byla primka spravedliva.

Rekneme, ze bod B lezi nalevo od bodu A, jestlize je nalevo od orien-
tované primky vedouci z bodu [0,0] do A. Zékladem algoritmu je nésle-
dujici pozorovani. Uvazujme néjakou spravedlivou primku p. Necht A je
prvni bod, na ktery narazime, pokud budeme primkou p otacet ve sméru
hodinovych ruci¢ek kolem bodu [0,0]. Bod A a vSechny body, které lezi
od néj napravo, se nachéazeji v jedné poloroviné urcené piimkou p. Body,
které jsou od A nalevo, lezi ve druhé poloroviné. Vidime, ze nezalezi na

115



konkrétni poloze primky p, rozdéleni bodid je urceno polohou ,hrani¢-
niho* bodu A.

Staci tedy uvazovat kazdy ze zadanych bodt jako kandidata na bod A,
spocitat pocet bilych a pocet ¢ernych bodui nalevo a napravo od négj
a zkontrolovat, zda tyto pocty splhuji podminky spravedlivé primky.
Kdyz najdeme tspésného kandidata, spravedlivou primku sestrojime tak,
ze piimku vedouci z [0,0] timto bodem trochu pooto¢ime kolem bodu
[0,0] proti sméru hodinovych ruéi¢ek tak, abychom s ni p¥i tomto oté-
Ceni nepresli pres zadny jiny bod. To lze provést naptiklad tak, Ze uréime
prvni bod X, pres ktery bychom pfi takovémto otdceni primkou presli,
a vyslednou primku vedeme stfedem mezi kandidatem A a bodem X.
Popsany algoritmus m4 ¢asovou slozitost O(n?), nebot pro kazdého kan-
didata zjistujeme polohu kazdého bodu vzhledem k tomuto kandida-
tovi.

Algoritmus lze jesté zefektivnit tim, Ze si vSechny bilé a ¢erné body
nejprve setiidime podle jejich poradi ve sméru hodinovych rucicek kolem
bodu [0, 0]. Kandidaty na hrani¢ni bod A pak budeme zkousSet v tomto
utfidéném poradi. Kdykoliv budeme ptechézet od kandidata i — 1 ke
kandidatovi 7, nemusime jiz pro kazdy bod znovu zjistovat, zda lezi od
bodu ¢ nalevo nebo napravo, nebot mnoho bodi zistane v ptivodni po-
loroviné. Budeme si proto v kazdém kroku udrzovat informaci o poctu
bilych a ¢ernych bodi lezicich v pravé poloroviné a index j, ktery ukazuje
na posledni bod v pravé poloroviné ve sméru hodinovych rucic¢ek. Kdyz
se presuneme na kandidata ¢, sta¢i bod ¢ — 1 premistit do levé poloroviny
(tj. odebrat ho z po¢tu boda piislusné barvy, které jsou v pravé polo-
roviné) a potom posouvat index j ve sméru hodinovych rucicek, dokud
nenajdeme prvni bod, ktery lezi nalevo od bodu i. VSechny body, pres
které jsme s indexem j presli, se pfesunou z levé poloroviny do pravé
a je proto tfeba pripocitat je k zaznamenanému poctu bodu piisludné
barvy. Pokud pfi posouvani bodu j dojdeme na konec pole, budeme po-
kracovat cyklicky opét od zacatku. Nesmime zapomenout osetfit okrajové
pripady, kdyz naptiklad vSechny body lezi od bodu j nalevo nebo napra-
vo.

Utfidit body ve sméru hodinovych rucicek mizeme v ¢ase O(nlogn)
nékterym ze standardnich tridicich algoritmi, pouze namisto bézného
porovnavani hodnot si musime napsat funkci, jez pro dva body uréi, ktery
z nich mé vétsi thel. Pro prvni bod musime projit vSechny ostatni body
a zjistit, které lezi vlevo a které vpravo (v ¢ase O(n)). Pro kazdy dalsi bod
uz jen budeme posouvat indexy i a j a sledovat pouze body, pres které

116



prechazime. Ptes kazdy bod prejdeme kazdym indexem nejvyse jednou,
takze celkovy ¢as posouvani pro vSechny kandidatské body dohromady
bude O(n). Vysledné ¢asové slozitost algoritmu bude proto O(nlogn)
a pamétova slozitost O(n).

P-1-4

Cast a. Vstupni soubor miize mit napiiklad nasledujici forméat (vas pro-
gram samoziejmé muze pouzivat jiny format vstupnich dat). Na prvnim
fadku souboru je zadan pocet vodi¢i a pocet komparatort v siti, na
druhém fadku jsou uvedeny jednotlivé vstupy sité v poradi od vrchniho
vodice po spodni a zbyvajici fadky obsahuji popis sité. Kazdy kompara-
tor je uréen dvéma ¢isly zapsanymi na jednom radku. Tato ¢isla udavaji
vrchni a spodni vodié, které jsou spojené prislusnym komparatorem. Vo-
dice v siti jsou ocislovany shora doli pocinaje jednic¢kou. Komparatory
jsou uvedeny v poradi zleva doprava, jednotlivé vrstvy sité se oddéluji
radkem obsahujicim dvé nuly.

Program muzZe pro jednoduchost zobrazovat vypocet sité semigrafic-
ky. Nejprve precte vstupni tdaje, pricemz informace o vSech komparato-
rech a oddélovacich vrstev ulozi do jednoho pole. Potom bude vykreslovat
sit postupné zleva doprava. Pokazdé, kdyz program nakresli kompara-
tor, odsimuluje jeho ¢innost na aktualnim stavu vodict. To znamené, ze
porovné prislusné dvé hodnoty v poli a pokud jsou v opa¢ném poradi,
vyméni je. Po ukonéeni kazdé vrstvy (tj. vzdy, kdyZz v seznamu kompara-
tord narazime na oddélovac vrstev) program vypise aktualni stav hodnot
na vsech vodicich.

Jediny problém, ktery je tfeba vyresit, spoc¢ivd v umisténi jednotli-
vych komparatora téze vrstvy do sloupcti pod sebe tak, aby se zadné
dva komparatory v jednom sloupci neptrekryvaly. Program si proto bude
pamatovat, které z vodi¢i jsou v aktudlnim sloupci uz obsazeny kompara-
torem. Jestlize se dalsi komparator prekryva s nékterym komparatorem
zakreslenym v aktudlnim sloupci, zalozime novy sloupec a komparator
umistime do nového sloupce.

Celkova Casova slozitost takto navrzeného programu je Gmérna veli-
kosti nakresleného obrazku, tj. O(nk), kde n je pocet vodi¢i a k je pocet
sloupct, v nichz jsou komparatory zobrazeny.

Na zavér uvedeme pro ilustraci priklad vstupu a vystupu programu
napsaného podle vySe uvedeného popisu (jedna se o komparatorovou sit
ze studijniho textu):
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Vstup: Vystup:
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Cdst b. Komparatorovou sit sestrojime rekurzivné. Oznaéme S, sit,
ktera alohu Fesi pro n vstupti. Sit S; neobsahuje zadny komparator, nebot
mame jen jeden vstup a ten je jisté setfidén. Predpokladejme, ze n > 1.
Prvni vrstva sité obsahuje pouze jediny komparator umistény mezi vodici
na %n. Potom rozdélime n vodi¢d na dvé poloviny — horni a dolni —
a na kazdou polovinu vodi¢u pouzijeme sit S in- Tyto dvé podsité budou
pracovat paralelné.

Konstrukce sité S, je zobrazena na nésledujicim obrazku vlevo,
vpravo je priklad vysledné sité pro n = 8.

S
"
195

3
—N
el

|
-

Ukéazeme si, pro¢ takto sestavena sit fesi zadanou tilohu. Postupujeme
indukeci podle poctu vodi¢t. Ozna¢me vstupni hodnoty sité z1,xs,..., 2,
(umistény na vodiéich v pofadi shora dolii). Mohou nastat dva piipady
podle toho, zda je x,, mensi nebo vétsi nez T, Predpokladejme nejprve,
e T, 2 Tip. V takovém pripadé kompardtor v prvni vrstvé nevyméni
vstupni hodnoty. Protoze z,, = x 1o prvek z, patfi v uspofddaném po-
fadi na n&ktery z dolni poloviny vodi¢i. (,,Dolni“ polovinou vodi¢t bu-
deme rozumét vodice se vstupnimi hodnotami T1nyq AZ Tn, tj. vodice,
které na schématu komparéatorové sité kreslime v dolni poloviné obrazku.)

Po prvnim kroku vypoctu tedy plati, Ze horni polovina je celd utfidéna
a obsahuje %n nejmensich prvkd ze vstupu. Dolni polovina je utfidéna
s pripadnou vyjimkou posledniho prvku a obsahuje %n nejvétsich prvku.
Vstupy obou podsiti S 1n tudiz spliuji podminku ze zadani, Ze v8echny
hodnoty kromé posledni maji byt na vstupu ut¥idény (to nevylucuje p¥i-
pad, Ze také posledni hodnota bude utfidéna). Na vystupu proto budou
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podle indukéniho predpokladu obé poloviny v setfidéném poradi. Jeli-
koz uz po prvnim kroku kazda polovina obsahovala spravné prvky, bude
spravné usporadana i cela posloupnost.

Druhy ptipad nastane, jestlize z,, < x In: V této situaci kompara-
tor v prvni vrstvé vyméni hodnoty obou téchto vodi¢i. Vime, Ze z,
patii nékam do horni poloviny prvka a dostane se na nejspodnéjsi vodic¢
horni poloviny. Naopak, posledni prvek z horni poloviny, tj. = kns patii
ve skutecnosti do dolni poloviny (pii tfidéni je ,vytlacen“ prvkem z,).
Prvek z 1n S€ vSak prvnim komparatorem dostane na nejspodnéjsi vo-
di¢, tj. do dolni poloviny. Podobné jako v predchozim pripadé i nyni tedy
méame po prvnim kroku v kazdé poloviné ty prvky, které tam v setfidéném
potradi patfi. Obé poloviny jsou navic setfidény s pripadnou vyjimkou
svého nejspodnéjsiho prvku. Po aplikovani podsiti S 1, proto opét podle
indukéniho predpokladu dostaneme dvé uttidéné poloviny, které spolecné
vytvori celou spravné usporadanou posloupnost.

Hloubka rekurze je v nasi konstrukci log, n, nebot kazda troven re-
kurze snizi pocet vodi¢u na polovinu. V kazdé urovni rekurze prididme do
sité jednu vrstvu, celkovy pocet vrstev je tedy také roven log, n.

Prvni vrstva obsahuje jeden komparator, v kazdé dalsi vrstve se pocet
komparatort zdvojnasobi. Necht pocet vstupii je n = 2*. Potom pocet
pouzitych komparatort jeroven 1 +2+4 + ... +2F "1 =2k 1 =n -1
(soucet geometrické fady). Nase sit ma tedy O(logn) vrstev a pouziva
O(n) komparétoru.

P-1l1-1

Kazdého asi napadne trividlni reSeni — vyzkouSet vSechny mozné ob-
délniky. Obdélnik je urcen dvojici protilehlych vrcholl, polohu kazdého
vrcholu mizeme zvolit mn zpisoby. V kazdém zvoleném obdélniku pro-
jdeme po jeho obvodé a ovérime, zda vSechny jeho obvodové prvky jsou
jednicky. Tento jednoduchy algoritmus pracuje v ¢ase O((mn)?(m +n)).

Popsany algoritmus mtzeme vyleps$it tim, Ze zrychlime ovérovani, zda
je zvoleny obdélnik ordmovany. Necht hli,j] oznacuje délku maximal-
niho souvislého tseku jednicek ve sloupci nad prvkem (i,7), poéitano
vCetné tohoto prvku. Presnéji feceno, hli,j] = d je takové ¢islo, Ze plati
Ali,jl = Ali = 1,j] = ... = Ali = d + 1,j] = 1 a zaroven bud d = i,
nebo Afi — d, j] = 0. V8imnéte si, ze kdyz A[i, j] = 0, podle této definice
je také h[i,j] = 0. Podobné necht [[i, j] oznacuje délku maximéalniho
souvislého tiseku jednicek v fadku nalevo od prvku (i, j), véetné prvku
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(i,7). Hodnoty h[i, j] a [i, ] si miZeme vypofitat napted pro viechny
prvky matice. Pro kazdy prvek zvlast dokazeme zjistit délku tseku jed-
ni¢ek nalevo a nahoru od ného v ¢ase O(m + n). Celkem mame mn
prvki, takze tento predvypocet poli h a [ snadno implementujeme v Case
O(mn(m + n)). Mizeme ho vSak jesté urychlit. Jestlize totiz A[i, j] = 0,
vime, ze také h[i, j] = 0. Jestlize A[i,j] = 1, polet jednicek v souvislém
tseku nad prvkem (7, j) je o 1 vétsi nez pocet jednicek v tiseku nad prv-
kem (i — 1,7), tj. h[i,j] = h[i — 1,j] + 1. Stadi ndm tedy pocitat hodnoty
h po sloupcich shora dolt a pfi jednom prichodu matici A v ¢ase O(mn)
ziskdme vSech mn hodnot Alz, j].

Predpokladejme nyni, ze chceme zjistit, zda je obdélnik s levym hor-
nim rohem (i1, j;) a pravym dolnim rohem (is, j») ordmovany. Obdélnik
ma dolni hranu ze samych jedni¢ek pravé tehdy, kdyz tsek jedni¢ek na-
levo od prvku (i, j2) mé délku aspon js — j1 + 1. Podobné ovérime, zda
usek nalevo od prvku (i1, j2) (horni hrana) ma délku aspon j, — j; + 1
a zda tseky nahoru od prvku is,j; a is,j2 (levd a prava hrana) maji
délku aspon i5 — iy + 1. Pomoci poli [ a h tedy dokdZeme v konstantnim
Case zjistit, zda je dany obdélnik ordmovany. Opét vyzkouSime vSechny
moznosti umisténi levého horniho a pravého dolniho rohu, pro kazdy
obdélnik zjistime, jestli je ordmovany, a z ordmovanych vybereme ten
s nejvétsi plochou. Tento algoritmus potfebuje O(mn) ¢asu na piipravu
pomocnych poli a O((mn)?) ¢asu na priichod viemi obdélniky. Celkovy
as vypoctu je tedy O((mn)?).

Existuje ale jesté rychlejsi feSeni tlohy. Pro kazdou dvojici fadki i, <
< 12 ur¢ime nejvétsi oramovany obdélnik, jehoz horni hrana lezi v fadku
i1 a dolni hrana v fadku i5. Uvazujme dvojici pevné zvolenych radki i,
a 1. Sloupec j nazveme okrajovym, jestlize v useku mezi radky i, a i
(véetné) obsahuje samé jednicky. VSimnéte si, Ze sloupec j je okrajovy
pravé tehdy, kdyz hlis, j] 2 i2 — i1 + 1. Sloupec j nazveme jednickovym,
pokud v radcich i; a i obsahuje jednicku. Sloupec, ktery obsahuje nulu
alespon v jednom z téchto dvou fadku, nazveme nulovym.

Kazdy oramovany obdélnik s vodorovnymi hranami lezicimi v fadcich
i1 a 1o odpovida tseku od sloupce j; do sloupce jy pro néjaka j; < jo
takova, ze j; a jo jsou okrajové sloupce a sloupce j; + 1,...,52 — 1
jsou jednickové. Uvazujme maximélni tsek po sobé jdoucich jednicko-
vych sloupct (pojmem maximdlni rozumime, ze se neda rozsifit, tj. na
obou koncich sousedi bud s nulovym sloupcem, nebo s okrajem matice).
Jestlize tento tsek neobsahuje asponi dva okrajové sloupce, zjevné ne-
muze obsahovat ani Zddny oramovany obdélnik. Jestlize obsahuje aspon
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dva okrajové sloupce, potom nejvétsi oramovany obdélnik v daném tseku
je uréen nejlevéjsim a nejpravéjSim okrajovym sloupcem daného tseku.
K nalezeni nejvétsiho ordmovaného obdélnika v pasu mezi radky i; a o
nam tedy staci v kazdém maximdalnim jednickovém tseku urcit nejle-
véjSi a nejpravéjsi okrajovy sloupec. Toho lze snadno dosdhnout v case
O(n). Musime vyzkouSet vSechny dvojice fadku, celkova casova slozitost
je proto O(m?n).

P-1l-2

Ulohu pfevedeme do Feéi teorie grafii. Soustava potrubi tvoii jednoduchy
orientovany graf bez nasobnych hran a smycek. Uzly predstavuji vrcholy
tohoto grafu a trubky jsou jeho orientované hrany. Pocet hran vstu-
pujicich do vrcholu grafu nazyvame vstupnim stupném tohoto vrcholu
a poCet vychazejicich hran jeho vystupnim stupném. V naSem grafu se
vstupni a vystupni stupeii kazdého vrcholu sobé rovnaji. Cislo, jemuz se
rovnaji, budeme také oznacovat jako pocet prichodt vrcholem.
Uvazujme nejprve, co by se stalo, kdyby néktery vrchol v mél pocet
priuchodu vétsi nez 2. Trasa robota zadand na vstupu by takovym vr-
cholem v prochéazela alespon tiikrat. Necht X je isek trasy mezi prvnim
a druhym prichodem do v a Y tsek mezi druhym a tretim prichodem.
Snadno nyni sestrojime novou trasu robota. Az do prvniho prichodu do
v se jde podle ptvodni trasy zadané na vstupu. Po pfichodu do v ptjde
robot nejprve tsek Y (¢imz se vrati do v), potom tsek X (¢imZ se opét
vrati do v) a dale dokondi svoji cestu podle ptivodni zadané trasy. Jinymi
slovy, oproti trase zadané na vstupu jsme jen vyménili poradi tseka X
a Y. Tim jsme ale sestrojili odlisnou trasu. Nema-li tedy zadna jind trasa
existovat, musi mit nutné kazdy vrchol pocet prichodi 1 nebo 2.
Méjme nyni takovy graf a v ném vyznacenou trasu, kterd zacina
i kon¢i ve vrcholu 1 a prochézi kazdou hranou pravé jednou. Pokud tento
graf neobsahuje zadné hrany, trasa je zjevné jedina (prazdnd trasa). Jest-
lize nas graf néjaké hrany ma, ptijdeme po vyznacené trase, dokud se na
ni poprvé néjaky vrchol u nezopakuje. To urcité drive ¢i pozdéji nasta-
ne. V8imnéte si useku cesty mezi prvnim a druhym piichodem do u —
oznalme tento tsek U. M4-1i néktery vrchol aseku U (jiny nez u) pocet
pruchodu 2, znamena to, Ze se tento vrchol jesté nékdy na trase vyskytne.
Oznacme si symbolem v prvni takovy vrchol. Tento vrchol rozdéli U na
dvé asti — ¢ast od u do v oznacme U; a ¢ast od v do u ozna¢me Us. Cést
trasy od druhého ptichodu robota do vrcholu u do jeho druhého prichodu
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do v ozna¢me V. NaSe trasa tedy vypada nésledovné: Robot pfijde do u,
projde po fadé useky Uy, Us, V a poté zbytek trasy. V takovém piipadé
vSak existuje i jind trasa: Robot stejné jako predtim pfijde do u, projde
postupné useky V', Uy, U; a zbytek trasy pak projde stejné jako v ptivodni
trase.

Uy

Z provedené uvahy vyplyva, Ze nema-li existovat zadnd jind trasa,
mus{ mit viechny vrcholy tseku U (kromé u) podet priichodi 1. Usek U
bude tedy tvorit ucho nad vrcholem wu.

,ucho

u

Jestlize hrany tvorici ucho z grafu odstranime, nezménime tim pocet
tras existujicich v grafu. (Kazd4 trasa v grafu totiz vypada nasledovné:
Robot néjakym zpisobem piijde do vrcholu u, potom projde ucho a na-
konec néjak projde zbytek grafu. Kdyz hrany tvofici ucho odstranime,
ke kazdé trase v ptvodnim grafu najdeme odpovidajici trasu v novém
grafu tak, Ze z ni odstranime hrany ucha.) Tim ale dostaneme graf s méné
hranami, na némz mtzeme tento postup zopakovat. Jestlize se nam takto
podafi postupné odstranit vSechny hrany z grafu, znamena to, ze i pu-
vodni graf mél jen jednu moznou trasu. Naopak, pokud v nékterém kroku
zjistime, Ze v pravé zpracovavaném grafu existuje vice tras, znamena to,
ze také nas puvodni graf obsahoval vice tras.

Predchozi rozbor je jiz navodem, jak sestrojit algoritmus resici tuto
ulohu. Pro kazdy vrchol si budeme pamatovat pocet prichodt. Ma-li
néktery vrchol pocet prichodi vétsi nez 2, ohlasime, Zze existuje jina
trasa a vypocet ihned ukonc¢ime. V opacném pripadé zacneme postupné
Cist ze vstupu zadanou trasu robota a budeme si pamatovat, pres které
vrcholy jsme jiz prosli. Kdyz se nam néktery vrchol v zopakuje, podivame
se, zda néktery vrchol mezi obéma prichody do v nema pocet prichodi 2.
Pokud takovy vrchol najdeme, ohlasime, ze existuje jina trasa a ukoncime
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vypocet. Pokud ne, odstranime tyto vrcholy z trasy a pokrac¢ujeme dale.
(V&imnéte si, Ze si viibec nepotfebujeme pamatovat graf a ménit ho.)
KdyZ vypocet ukonéime s prazdnou trasou, ohldsime, ze Zadné jina trasa
neexistuje.

Spravnost tohoto algoritmu vyplyva z vySe uvedeného popisu. Zbyva
odvodit jeho ¢asovou slozitost. Necht ma nas graf N vrchold a M hran.
Jestlize z nékterého vrcholu vychazeji alespon tii hrany, jakmile prvni
takovy vrchol najdeme, muZeme vypocet ukonéit. V tomto piipadé je
Casova slozitost algoritmu O(N). (Pokud bychom docetli ze vstupu cely
graf a az potom kontrolovali poc¢ty prichodu pres vrcholy, zhorsila by se
Casové slozitost na O(M + N).) V opa¢ném pripadé z kazdého vrcholu
vychazeji nejvyse dvé hrany, proto M = O(N). (Tedy nas graf ma jen
line4rné mnoho hran v zévislosti na po¢tu vrcholi.) Proto také pocet hran
trasy je O(N), nebot v trase je kazd4 hrana obsazena pravé jednou. Kazdy
vrchol na trase nejvyse jednou nac¢teme, nejvyse jednou se béhem vypocétu
algoritmu podivame na pocet prichodi pies néj a nejvyse jednou ho
z trasy vyfadime. To znamené, Ze (pfi vhodné implementaci) bude také
v tomto piipadé ¢asové slozitost popsaného algoritmu O(N).

P-11-3

Jestlize se ucitel ota¢i ze svého zakladniho sméru k néjakému zakovi
proti sméru hodinovych rucicek, rekneme, ze tento zak je nalevo. Jestlize
se otaci po sméru hodinovych rucicek, zak je napravo.

Nejprve dokdzeme, ze vzdy existuje feSeni, v némz je ucitel otocen
smérem k néjakému zakovi. Predstavme si primku, kterd prochézi bo-
dem [0, 0] a urcuje zakladni smér. Oto¢me nyni tuto pfimku kolem bodu
[0,0] doleva o maly thel a tak, aby zadny zak, ktery byl nalevo, nepfesel
na pravou stranu, a naopak. Takovymto natocenim pfimky thly otoceni
vSech zakl nalevo klesnou o a a thly otoceni vSech zaku napravo vzrostou
o a. Pokud je tedy nalevo vice zaki, prumérny thel otoceni se zmensi,
pokud je nalevo méné zaki, primérny thel se zvétsi a pokud je na obou
stranach stejné zakua, prumérny thel se nezméni. Jestlize primka urcujici
nejlepsi zakladni smér neprochéazi zadnym bodem, alespon jednim smé-
rem ji mizeme trochu natocit, aniz by primérny thel vzrostl. S otacenim
primky prestaneme, jakmile pfimka narazi na prvni bod.

Zbyva vyresit pripad, ze primka sice prochazi nékterym bodem, ale
ucitel se divd opa¢nym smérem, tj. je otoCen zady k tomuto zakovi.
Takovéa situace ale nikdy neni optimalnim feSenim. Predpokladejme, Ze
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napravo je alespon tolik zaku jako nalevo. Kdyz otoc¢ime primku kousek
doprava, vSem napravo a zakovi za zady ucitele klesne tihel otoceni, takze
celkové se prumérny thel otoceni zlepsi. Kdyz je naopak nalevo vice zaki,
primérny uhel se zlep$i natofenim piimky doleva.

Tim jsme dokézali, ze sta¢i zkoumat jen n zakladnich sméra, v nichz je
ucitel otoCen smérem k nékterému zakovi. Pro kazdou z téchto n moznosti
spocitame prumérny uhel otodeni a vybereme nejlepsi. Jestlize budeme
pocitat primérny thel otoceni pro kazdy smér zvlast, dostaneme algo-
ritmus s Casovou slozitosti O(n?). My si viak ukdZeme lepsi algoritmus
s Casovou slozitosti O(nlogn).

Necht a; je tihel, ktery s osou z svird polopfimka vedouci z bodu [0, 0]
k zékovi i (tj. Ghel, ktery vypocitdme funkci uhel(z;,y;)). Uvédomte si,
jaky je vlastné thel otoceni mezi uéitelem obracenym ¢elem k zakovi u
a mezi zdkem i. Musime uvazovat ¢tyri pripady:

> Zak i je nalevo a a; > ay. Uhel otoceni je a; —ay.

> Zak i je nalevo a a; < ay. Uhel otodeni je a; — oy + 360°.
> Zak i je napravo a a; < ay. Uhel otoceni je ay — a;.

> Zak i je napravo a a; > ay. Uhel otoeni je ay — a; + 360°.

Chceme-1i uréit primérny thel otoceni, potfebujeme se¢ist ihly oto-
Ceni vSech zaku. S¢itanim dostaneme nésledujici vyraz:

Z a; — Z a;—L-ay+P-ay+ X -360°
jeixf'aklgvo je xililp()riwo
kde L je pocet zakl nalevo, P je pocet zakl napravo a X je pocet zak,
kteri jsou nalevo s thlem mensim nez ay nebo napravo s tthlem vétsim
nez ay.

Soucet thla otoceni tedy umime spocitat v konstantnim case, jestlize
zname soucet hodnot «; pro zaky nalevo a napravo a jestlize zname pocty
L, P X.

Na&s algoritmus si nejprve ut¥idi body podle tthlu «; (tj. proti sméru
hodinovych rucicek). Potom si pro kazdé i spocita soucet thli «; pro
prvnich ¢ bodt v utfidéném poradi a tato ¢isla ulozi do pole 5 (tj. 3; =
= a1 +as+...+q;). Viimnéte si, ze §; = a; + Bi—1, takZe p¥i pricchodu
setfidénym polem s hodnotami thli «; zleva doprava dokadzeme spocitat
vSechny hodnoty (; v linearnim ¢ase. Kdyz nyni budeme chtit uréit soucet
uhli v dseku od i-tého po j-tého zaka, staci spocitat 3; — Bi—1.

Po této inicializaci budeme postupné zkoumat vSechny mozné za-
kladni sméry v tom poradi, v jakém se nachézeji v setfidéném poli. Necht

124



U je zak, ktery urcuje zakladni smér. Pro kazdé U si najdeme posledniho
zéka [, ktery je nalevo. VSichni zaci mezi U a [ (vfetné [) jsou nalevo,
ostatni zaci jsou napravo. Nékdy mame [ < U, v takovém piipadé jsou
nalevo zaci U +1,...,nal,...,l. Podobné Zici napravo bud tvoii jeden,
nebo dva souvislé tseky v utfidéném poli. Zname-li U a [, mizeme pouzit
pole 8 k tomu, abychom v konstantnim case zjistili soucet uhla «; pro
zaky nalevo a napravo, nebot to jsou soucty jednoho nebo dvou souvis-
Iych tsekt v poli a. Pocty zaka nalevo a napravo (L a P) také lehce
spocitame. Urceni hodnoty X se zda trochu tézsi, ale neni — zak i ma
a; mensi nez ay tehdy, kdyZz je i mensi nez U (nebot pole je setfidéné
podle «). Pokud tedy zndme indexy U a [, dokdZeme snadno spocitat
soufet (a pramér) thli otoeni v konstantnim Case.

Zbyva uz jen vytesit problém, jak efektivné nalézt hodnotu [, tj. index
posledniho prvku leziciho vlevo od U. Pro U = 1 jednoduSe za¢neme
s I =1 a budeme zvySovat [, dokud nenajdeme posledni prvek, ktery je
nalevo. Pro kazdou dalsi hodnotu U vyuzijeme fakt, Ze [ z predchézejiciho
kroku je nyni urcité nalevo. Zacneme proto od predchazejici hodnoty [
a budeme [ zvySovat, dokud nenajdeme prvni bod vpravo (kdyZz pfijdeme
na konec pole, pokra¢ujeme v ném cyklicky zase od zacatku). Index I
timto zptsobem béhem celého vypoctu obéhne pole pouze dvakrat, takze
celkova slozitost hledani posledniho prvku vlevo je O(n).

Vysledné ¢asova slozitost algoritmu je O(nlogn), nebot t¥idéni pra-
cuje v Case O(nlogn), hodnoty pole 8 dokdZeme spocitat v ¢ase O(n),
celkovy ¢as otaceni indexu [ je O(n) a vypocet souctu ahli otoceni je
konstantni pro jeden smér, tj. O(n) pro viechny sméry.

V ukéazkovém programu jsme kvuli Gsporfe mista nahradili O(nlogn)
tridéni kvadratickym. Pouzili jsme také pole délky 2n, v némz se kazdy
bod nachdzi dvakrat, coz zjednoduSuje vypocty (neni t¥eba uvaZovat,
ze posledni bod vlevo bude mit index mensi nez U — v pfipadé potteby
jednoduse pokracujeme s hledanim indexu [ déle za n a vyuzivame druhé
kopie bodi v poli). Pfi implementaci je nutné dbat na to, aby program
spravné oSetril rizné okrajové pripady, naptiklad, kdyZ vSechny body lezi
nalevo nebo napravo od U.

P-1l-4

a) Spravnou odpovédi je napiiklad vstup 6, 5,4, 3,2,1 (ale také mnoho
jinych vstupti). Pro vstup 6, 5,4, 3,2,1 vypocet komparatorové sité pro-
biha nasledovné:
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b) Je tifeba odstranit komparator vyznaceny Sipkou na predchézeji-
cim obrazku (jediné spravné feseni). Dokazeme, Ze po odstranéni tohoto
komparétoru sit tfidi. V prvnich t¥ech vrstvach se minimum dostane na
prvni vodi¢ a maximum na posledni vodi¢. To mizeme dokazat néasledu-
jicim zptsobem. Po prvni vrstvé je minimum na nékterém z vodicu 1,
3 nebo 5. Po druhé vrstvé je na vodic¢i 1 nebo 5 a po tieti vrstvé je
urc¢ité na vodic¢i 1. Podobné maximum je po prvni vrstvé na vodici 2, 4
nebo 6, po druhé vrstvé na vodici 2 nebo 6 a po treti vrstvé musi byt na
vodici 6.

Prvni a posledni vodic tedy po treti vrstvé obsahuji spravné hodnoty.
Dalsi tii vrstvy setiidi prostiedni étyfi vodice. Ctvrta vrstva umisti mi-
nimum z druhého a tretiho vodice na druhy vodi¢. Podobné paty vodic¢
obsahuje maximum ze ¢tvrtého a patého vodice. Pata vrstva pavodni sité
se vynechava. V Sesté vrstvé porovname mezi sebou maxima a minima
z predchazejiciho kroku, tj. po této vrstvé uz druhy vodi¢ obsahuje mi-
nimum a paty vodi¢ maximum ze zbyvajicich ¢tyf prvki. Zbyva dotridit
prostiedni dva vodice, coz provede komparator v posledni vrstveé.

¢) Ozna¢me z; ¢islo na vstupu ¢. DokéZeme nejprve nasledujici pozo-
rovani: pro kazdé i < n jedno z ¢isel ; a x2,— ;41 patii mezi n nejmensich
C¢isel a druhé mezi n nejvétsich. Predpokladejme, ze obé ¢isla z; a o, —i41
patfi mezi n nejmensich c¢isel. Potom ¢isla x;,zs,...,2;—1 patii také
mezi n nejmensich ¢isel, nebot jsou mensi nez x;. Podobné také cisla
Tnt1s Tnt2,-- -, Ton—; patil mezi n nejmensich ¢isel, nebot jsou mensi nez
Ton—it+1. To znamen4, Ze jsme celkové nalezli i+ (2n—i+1—n)=n+1
Cisel, ktera patii mezi n nejmensich, coz je spor. Alespon jedno z ¢isel x;
a Ton—i+1 musi tedy patfit mezi n nejvétsich cisel.

Predpokladejme nyni, ze obé ¢isla x; a 2, ;41 patii mezi n nejvétsich
Cisel. Potom ale také ¢isla @;41,Ziqa,...,Tn @ Toan—i+2, Toan—it+3,- -, Ton
patfi mezi n nejvétSich ¢isel, nebot jsou vétsi nez x; nebo za, ;1. Celkem
jsme tedy nalezli (n —i + 1) + (2n — 2n + 1) = n + 1 &sel, kterd patii
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mezi n nejvétsich, coz je spor. Proto obé ¢isla nemohou zaroven patrit
ani mezi n nejvétsich.

Dokézali jsme, Ze jedno z Cisel x; a x2,—i+1 patii do horni poloviny
vystupu a druhé do dolni. Do horni patii to z nich, které je mensi. Staci
je tedy porovnat jednim komparatorem a kazdé z nich se tim dostane
do spravné poloviny vystupt. Toto provedeme pro kazdou dvojici z;
a Top—i41 pro i = 1,2,...,n. Vyslednd sit bude mit n/2 komparatori
v jediné vrstvé. Priklad takové sité pro 8 vstupt (n = 4) ukazuje obrazek.

—

P-1lIl-1

Nejdrive si zavedeme nékolik pojmi, které nadm usnadni vyjadfovani
pri feSeni této Ulohy. Jestlize A je matice, pak A; bude oznacovat jeji
i-ty sloupec. Signatura prvku a;; matice A je rovna hodnoté prvku a; j,
pokud a;; je ¢islo. Kdyz a;; je zolik, pak jeho signaturou rozumime
nejmensi ¢islo, které lze za zolik na pozici a; ; dosadit tak, aby i-ty radek
matice A tvoril neklesajici posloupnost. Pokud tedy a;; je Zolik, pak
jeho signatura je rovna nejvétsimu z Cisel mezi prvky a;i,...,a;; -1;
kdyz mezi témito prvky neni zadné ¢islo, je signatura a;; rovna nule.
Signatura sloupce matice je utridénd, jestlize posloupnost signatur jeho
prvki od prvniho po posledni fadek je neklesajici.

Po zbytek feseni je A pevné zadand matice z nasi tlohy. Predpokla-
dejme na chvili, Ze mame dany sloupce A, ..., A}, které jsou pferovna-
nim prvku ve sloupcich A;, ..., Ay matice A. Matici A* budeme nazyvat
rozsirenim sloupcu A1, ..., A}, pokud jsou splnény néasledujici podminky:

> matice A* mé stejné rozméry jako matice A,

> i-ty sloupec matice A* je prerovnanim i-tého sloupce matice A,

> do matice A* lze za zoliky doplnit celd ¢isla tak, aby kazdy jeji radek
tvoril neklesajici posloupnost a

> prvnich & sloupcti matice A* jsou sloupce Af, ..., A}.

Navrhneme algoritmus, o kterém pozdéji ukazeme, Ze fesi nasi tlo-
hu. Algoritmus bude postupné prerovnéavat sloupce matice A od prvniho
po posledni. Predpokladejme, Ze uz jsme prerovnali prvnich k sloupcii

127



a Ze jsme tedy jiz nalezli Aj,..., A}; navic pfedpokladejme, Ze signatura
kazdého ze sloupcu Aj,..., A} je utfidéna. PopiSeme, jak prerovniame
dalsf sloupec, tj. jak nalezneme A;_ . Prvky sloupce A}, budeme volit
v poradi zdola nahoru: Za prvek a;, r+1 zvolime nejvétsi dosud nepouZité
¢islo ze sloupce Ag41, které je alesponi tak velké jako signatura prvku agv k-
Pokud takové ¢&islo neexistuje, zvolime jako prvek a; ; ., Zolik. Pokud jiz
sloupec Aj41 neobsahuje Zadné nepouzité zoliky, prohlasime, ze sloupce
matice A nelze prerovnat. Pov§imnéte si, ze kdyz jsme Gspésné vytvorili
sloupec A}, |, pak jeho signatura je utfidénd.

DUKAZ SPRAVNOSTI. Je jasné, Ze pokud se naSemu algoritmu podarilo
prerovnat vSechny sloupce matice A, potom vysledna matice je feSenim
ulohy. Zbyva ukazat, ze kdyz nas algoritmus nenalezl prerovnani sloupct
matice A, pak Zadné prerovnani sloupci matice A tlohu nefesi. K tomu
si nejprve dokdzeme dvé pomocné tvrzeni:

Tvrzenil. Necht AY, ..., A}, jsou prerovnéni prvnich k sloupcii matice A,
jejichZ signatury jsou utiidéné. Necht A; , je prerovnéni (k + 1)-niho
sloupce matice A, které nalezl nas algoritmus. Pokud existuje rozsireni

YN 7 !

sloupcti AY, ..., A}, pak existuje i rozsifeni sloupcti Ay,..., Ay, A}, ;.

vy ’

DUKAZ. Predpokladejme, Ze existuje rozsifeni A* sloupci A}, ..., A}.
Pokud se (k+1)-ni sloupec A* shoduje s A}, ,, pak tvrzeni plati z trivial-
nich divodi. Predpoklddejme tedy, ze sloupce A}, a A}, jsou rizné.

Necht j je ¢islo nejspodnéjsiho Fadku, kde se tyto sloupce lisi. Mtizeme
predpokladat, ze A* je mezi vSemi rozsifenimi sloupci Aj, ..., A} to, pro
které je j nejmensi, tj. A, se lisi od A}, co nejvySe. Mohou nastat
dva pripady:

> af iy = * (a] 4, je tedy Cislo). Potom ale nd$ algoritmus mél jako

a;k 11 zvolit nékteré ¢islo ze sloupce Agy1: Cislo a; ki1 Je totiZ z tri-

vidlnich divodl vétsi nebo rovno signatufe prvku a;r a tedy, kdyz

algoritmus volil prvek a;.’k 41, existovalo ve sloupci Ag41 nepouzité
¢islo, které bylo vétsi nebo rovno signatuie prvku a; ;.

> aj, ., je ¢islo (a},,, je bud jiné &islo, nebo Zolik). Sloupec Aj .,
obsahuje ¢islo a; k+1 Da jiném nez j-tém radku; bud i &islo tohoto
fadku. Plati tedy a;,,, = aj, ., ai<j.

Vyménime nyni fadky i a j ve sloupcich k + 1 az n v matici A*;

ozna¢me A** vyslednou matici. Dokdzeme, ze A** je také rozsifeni

1>-..,A}. Toto je ale ve sporu s volbou A* jako rozsifeni sloupct
1,---, A} takového, ze se sloupce Aj , a A}, shodovaly na co
nejvice pozicich zdola.
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Kdyz dosadime za prvky matice A* jejich signatury, budou vsechny
radky neklesajici. Dosadme ty samé hodnoty za odpovidajici zoliky
v matici A** (tj. hodnoty z i-tého Fadku do j-tého a naopak). Je-
diné dvé dvojice prvki, kde by podminka monotonie mohla byt po
vyméné porusena, jsou prvky v k-tém a (k + 1)-nim sloupci v i-tém
nebo v j-tém fadku. Protoze ale sloupec A} je utfidény, je signatura
prvku ag’ » mensi nebo rovna signature prvku a;-’ . a tedy i-ty fadek
je neklesajici. Prvek aj , ,, = a’;, ., je ¢islo a signatura aj , = aj je
mensi nebo rovna ¢islu af ;| = aj} ;. Tedy 1 j-ty radek je neklesa-
jici.
Tvrzeni 2. Necht jsou ddna prerovnani A}, A, ..., A} prvnich k sloupci
matice A a necht je signatura sloupce A} utridéna. Pokud se naSemu al-
goritmu nepodaii vytvorit sloupec A} |, pak neexistuje rozsireni sloupci
1 AS, . AL

DUKAZ. Ozna¢me j fadek, na kterém se na$ algoritmus zastavil. Mezi
dosud nepouzitymi prvky sloupce Apy; tedy nejsou jiz zadné zoliky
a vSechna jeho ¢isla jsou mensi neZ signatura a’; , . To ale znamen4, Ze slou-
pec Ar4+1 obsahuje pouze m—j (m je pocet fadka matice A) Zolik a ¢isel,
jez jsou vétsi nebo rovna signatuie prvku a’; ;. Pokud ale existuje roz-
Sifeni A* sloupcu A}, 45, ..., A}, pak vSechny prvky Q% kg1r 1 G g1
jsou bud Zzolik, nebo ¢isla vétsi nebo rovna signatuie prvku a;-’k (¢islo
a; py1 Vv i-tém fadku je vétsi nebo rovno signatuie a;, a sloupec A}
je utfidény). Potom ale sloupec Ay obsahuje alesponn m — j + 1 Zolika
a Cisel, ktera jsou vétsi nebo rovna signature prvku af,, coz jak vime
neni pravda.

Pomoci téchto dvou tvrzeni jiz snadno dokadzeme spravnost naseho
algoritmu. Pokud pro 0 sloupct existuje rozsireni, pak podle Tvrzeni 2
nalezne nés algoritmus sloupec A} a pro néj téz existuje rozsifeni ten-
tokrat podle Tvrzeni 1. Nyni podle Tvrzeni 2 nalezne nas algoritmus
sloupec A% a pro sloupce A}, A} existuje rozsifeni podle Tvrzeni 1, atd.
Pokud tedy existuje feSeni, nas algoritmus ho nalezne.

Odhad ¢asové a pamétove sloZitosti: Necht vstupni matice A méa n
sloupcti a m radkia. Na setfidéni ¢isel v kazdém z n sloupct potfebujeme
cas O(mlogm). Zbylé operace jiz mizeme vykonat v ¢ase O(m) (pro
jeden sloupec). Celkova ¢asova slozitost algoritmu je tedy O(nmlogm).
Pamétova slozitost je O(mn).
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P—-1ll1-2

Ulohu budeme fegit pomoci dynamického programovéni. Trasu, ktera
spliiuje vSechny podminky kladené na vyhovujici trasy s vyjimkou pod-
minky, ze musi kon¢it v nejnize polozeném orienta¢nim bodé, budeme
nazyvat castecnd trasa. Na§ program bude poéitat pocet Castecnych tras,
které kon¢i v jednotlivych orientac¢nich bodech.

Nejdiive si popiSeme algoritmus, ktery pracuje v ¢ase O(N?), kde
N je pocet orienta¢nich bodt. Utfidime orienta¢ni body sestupné podle
jejich nadmorské vysky a ocislujeme je v ziskaném poradi od 1 do N. Pro
i,j (1 £i < j £ N) bude hodnota a[i, j] ur¢ovat pocet ¢astecnych tras,
které maji ¢ jako predposledni orienta¢ni bod a konéi v bodé j. Proi =1
bude a[i,j] = 1, protoZe trasa z orienta¢niho bodu 1 do orienta¢niho
bodu j je pravé jedna. Predpokladejme, Ze jsme jiz spocitali hodnoty
ali',j'] pro j' < j a chceme spo¢itat hodnoty a[i,j] pro 1 £ i < N.
Pokud mé uvazovand ¢astecnd trasa konéit tsekem 4, j, musi do bodu ¢
prijit z bodu £ (s nadmotskou vyskou vétsi nez je vyska bodu i) tako-
vého, ze thel otofeni ze sméru ki do sméru 23 je nejvyse 45°. Oznacme
S(t,7) mnozinu vSech takovych bodt k. Potom hodnota aft, j] je uréena
nasledujicim vzoreckem:

ali,jl= Y alk,i].

keS(i.j)

Algoritmus pracujici v kubickém ¢ase lze nyni jiz snadno sestrojit.
Uvodni setiidéni orienta¢nich bodt dle nadmoiskych vysek lze provést
v ¢ase O(N log N). Hodnoty afi, j] budeme pocitat podle rostouci hod-
noty indexu i. Pro kazdou z O(N?) dvojic i a j existuje pouze O(N)
cisel k — otestovani, zda k € S(7,j) provedeme pomoci funkce uhel ze
zadani tlohy. Pocet hledanych tras pak urc¢ime jako soucet hodnot a[j, N]
pres viechna j, 1 £ j < N. N&§ algoritmus zjevné pracuje v ¢ase O(N?)
a v prostoru O(N?).

Pravé sestrojeny algoritmus jesté déle zrychlime pomoci podobného
triku, jaky jsme pouzili jiz v minulych kolech. Pro bod i setfidime body
k, k < i,podle sméru ki ve sméru hodinovych rucicek, a téz body j, j > i,
podle smérti ij. Pro kazdé j > i, je mnoZina S(i, ) tvofena souvislym
usekem bodu k, k < i, v pravé zavedeném usporddani — necht (i, j)
a p(i, ) jsou krajni body tohoto souvislého tiseku (predpoklddejme, Ze je
neprazdny). Pro pevny bod i budeme k a[i, j] pri¢itat soucet hodnot od
all(i,j),i] do a[p(i, j),i], kde j (j > i) budeme prochazet v poradi podle

130



vys$e uvedeného usporadani. Jak se smér z} postupné nataci, hodnoty
1(z,7) a p(i,j) se postupné méni (ale stile stejnym smérem). Hodnotu
sou¢tu prvki mezi a[l(4,5),4] a a[p(i,),t] si miZeme pamatovat v po-
mocné proménné a pii zméné I(i,j) nebo p(i,7) ji pat¥iéné upravit. Na
vypocet v pevném bodé i takto budeme potfebovat kromé ivodniho tii-
déni ¢as O(N).

Tridéni podle sméra (ahli) spotfebuje v kazdém z N boda cas
O(Nlog N). Vyslednad casova slozitost naseho algoritmu tedy bude
O(N?%log N) a pamétova bude O(N?). Pii implementaci algoritmu je
tfeba davat pozor na nékolik okrajovych pripadd, zejména na jiz vysSe
zminovany pripad, Ze mnoZina S(i,j) je prazdna. Kvili tspore mista
bylo ve vzorovém programu pouzito kvadratického tridiciho algoritmu
namisto optimdalniho algoritmu pracujiciho v ¢ase O(N log N).

P-1l1-3

Nejdrive si predvedeme jednodussi feseni, které pro kazdou permu-
taci vytvori sit s O(logn) vrstvami a O(nlogn) komparatory. Pozdéji
toto Feseni vylepsime, aby pouzivalo pouze O(n) komparatort. Casova
slozitost obou algoritmt bude O(nlogn).

Necht permutace na vstupu je A = a1, as,...,a, azvolme k := |n/2|
(lz] je dolni celd ¢ast ¢isla ). Po prichodu prvni vrstvou budou na
prvnich k£ vodicich ¢sla 1,2,...,k (ne nutné set¥idéna) a na zbylych
n — k vodicich ¢isla k + 1,k + 2,...,n (opét ne nutné set¥idéna). Prvni
vrstva bude vypadat nasledovné: Necht S; je mnoZina vodi¢t z horni
poloviny, na kterych jsou ¢isla z dolni poloviny, tj. Sy = {i: i < k& a; >
> k}. Podobné Sy bude mnozina vodi¢i patiicich do dolni poloviny, na
kterych jsou €isla z horni poloviny, tj. So = {i: i > k & a; < k}. Z¥ejmé
|S1] = |S2|. Pomoci komparatori spojime dvojice vodi¢ii, z nichz vzdy
jeden je z mnoziny S; a druhy S;. Takto vytvorime prvni vrstvu sité a je
zfejmé, ze tato vrstva ma pozadovanou vlastnost.

Nyni rozdélime n vodi¢i na dvé skupiny: hornich k vodi¢d a dolnich
n — k vodica. Pravé popsany postup zopakujeme na kazdé z téchto dvou
skupin zvlast a takto vytvorime druhou vrstvu. Na vodi¢ich z kazdé ¢tvr-
tiny budou ¢isla z této ¢tvrtiny. Takto budeme pokracovat, dokud v kazdé
Casti, na které mame vodice rozdéleny, nezbude jediny vodi¢. Pocet vrs-
tev takto vytvorené sité bude O(logn) (velikosti ¢asti se zmensi v kazdé
vrstvé na polovinu) a pocet komparéatort této sité bude O(nlogn).
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Déle si popiseme konstrukci s O(n) komparatory. Ta funguje podob-
né, ale dvojice vodi¢i z mnozin S; a Sy vybereme Sikovnéjsim zpiiso-
bem. Permutaci si mizeme predstavit jako orientovany graf na vrcho-
lech 1,...,n, kde z vrcholu i vede pravé jedna hrana, a to do vrcholu
a;. Zjevné z kazdého vrcholu vychézi pravé jedna hrana a pravé jedna
hrana do néj vchézi. Cykly v takto vytvoreném grafu budeme nazy-
vat cykly permutace. Napf. permutace (7,5,4,1,2,6,8,3) ma 3 cykly:
1-7-8-23-24—-1),(2—>5—2),(6—6).

V nasi komparatorové siti bychom chtéli presunout ¢islo z vodice i na
vodi¢ a;. Protoze ¢isla 7 a a; jsou ve stejném cyklu, je zbyteéné pomoci
komparatort spojovat vodice z riznych cyklti permutace A. Na zac¢atku
v linedrnim ¢ase proto rozdélime permutaci na jeji cykly a v kazdém
z nich budeme fesit tlohu samostatné. MuzZe se ale samoziejmé stat, ze
permutace je tvorena jen jednim cyklem a timto délenim na mensi tlohy
si tedy nepomuzeme.

Zvolme jeden pevny cyklus (z1 — 22 — ... = x; — z1) per-
mutace A a necht k := [l/2] (k bude mit opét roli ,poloviny“ délky
cyklu). Nejmensich k éisel tohoto cyklu budeme naddle nazyvat mald
¢isla a zbylych n — k ¢isel budeme nazyvat velkd ¢isla. Napt. pro cyklus
1-7-58>33—>4—>1)jek=2,¢slala3jsoumaldacislad, 7a8
jsou velka.

Podivejme se na souvislé useky velkych a malych ¢isel v nasem cyklu;
souvisly Gsek muze pokracovat i z x; do x1. Necht z; je posledni ¢islo
v nékterém z useku velkych ¢isel; za x; tedy néasleduje tisek malych ¢isel
a necht z; je posledni ¢islo v tomto tseku.

Vodi¢ z; obsahuje ¢islo a,,, které je malé, a naopak vodic x; obsahuje
¢islo ag;, které je velké. Kdybychom spojili z;-ty a ;-ty vodi¢ kompara-
torem, dojde k vymeéné, protoze vodi¢ s malym ¢islem z; obsahuje velké
¢islo a; a naopak vodi¢ s velkym ¢islem z; obsahuje malé ¢islo a; .

Pro kazdy souvisly tsek velkych ¢isel takto vytvorime komparator,
ktery spoji vodi¢ odpovidajici poslednimu ¢islu tohoto tseku s vodi¢em,
ktery odpovida poslednimu ¢islu néasledujictho tiseku malych ¢isel. V na-
Sem piikladu (1 -7 — 8 - 3 — 4 — 1) ¢&isla 7 a 8 tvori prvni souvisly
usek velkych ¢isel a 3 nasledujici sek malych cisel. Do sité tedy pridame
komparator mezi vodice 8 a 3. Dalsi souvisly tsek velkych ¢isel je tvoren
¢islem 4 a tsek malych ¢isel pouze ¢islem 1. Do nasi sité tedy pridame
komparator mezi vodice 1 a 4.

Takto vytvorime komparatory prvni vrstvy. Po prichodu prvni vrst-
vou se puvodni velky cyklus rozpadne na nékolik mensich. Kazdy souvisly
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usek malych ¢isel bude tvorit samostatny cyklus, naopak vSechna velka
¢isla budou obsazena v jednom cyklu (nakreslete si obrazek!). Pokud
jsme pouzili p komparatori, vytvorime z ptivodniho jednoho cyklu p+ 1
novych cykli. Nyni obdobnym postupem nalezneme cykly permutace po
pruchodu prvnim cyklem a vytvofime druhou vrstvu. Skonc¢ime, kdyz
vSechny cykly jsou jednoprvkové. Protoze kazdy kompardator ,,prida“ je-
den cyklus, bude mit vysledna sit nejvyse n — 1 komparatora. Kazda
vrstva zmensi velikost nejvétsiho cyklu zhruba na polovinu, pocet vrstev
je proto logaritmicky v n.

VySe popsany algoritmus muze kazdou z O(logn) vrstev vytvorit
v Case O(n): Nejdiive v ¢ase O(n) rozlozime permutaci na cykly. To lze
udélat tak, ze si vytvorfime pomocné pole velikosti n, které na zacatku
vynulujeme. Vezmeme nejmensi ¢islo ¢ takové, ze i-ty prvek tohoto pole
je stédle nulovy, a nalezneme jeho cyklus, tj. prochdzime posloupnost 7,
ai, a,; atd., dokud se nevratime zpét do ¢. VSem ¢islim této posloup-
nosti ulozime do pomocného pole ¢islo i. Na konci bude pomocné pole
obsahovat pro kazdy prvek ¢islo nejmensiho prvku v jeho cyklu. Kdyz
jsme nalezly v8echny cykly, spocitame si jejich velikosti a rozdélime ¢isla
v nich na velkéd a mala. Tu je tfeba postupovat opatrné — musime totiz
(rychle) uréit hranici, kterd oddéli velkd a mala ¢isla v jednom cyklu.
Jednou z moznosti je pouzit linearni algoritmus na hledani medianu.
Jednodussi feSeni je nésledujici: Budeme prochéazet nase pomocné pole
od nejmensiho indexu k nejvétsimu — u kazdého cyklu budeme jeho
Cisla oznacovat jako mald, dokud nenavstivime polovinu jeho prvkd (pro
kazdy cyklus mame zvlastni ¢itac, kolik jeho prvkia jsme jiz navstivili)
a pak prvky tohoto cyklu budeme oznacovat jako velka. Tento prichod,
na ktery spotfebujeme ¢as O(n), ndm naraz rozdéli ¢isla ve vsech cyklech
na velkd a mala. Po vytvoreni nové vrstvy nesmime zapomenout spocitat,
jak se nam zmeénila naSe permutace po prichodu touto vrstvou.

P-1l-4

Ulohu si nejdfive preformulujeme do feéi teorie grafii. Uzly kanaliza¢ni
sité budeme nazyvat vrcholy, potrubi vedouci mezi nimi hrany a cela ka-
nalizacni sit pak pro nas bude graf. Sledem budeme rozumét posloupnost
ne nutné ruznych vrchold a hran vy, ey, vy, es,...,vs_1€x, v takovou, ze
hrana e; spojuje vrcholy v;—1 a v;. Sled nazveme tahem, pokud se v ném
zaddné hrana nevyskytuje dvakrat.
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Nase uloha tedy pozaduje nalézt v zadaném grafu G nejmensi mno-
zinu taht takovou, Ze kazd4 hrana je obsazena v pravé jednom z nich.
Pokud si predstavime nas graf G jako obréazek, chceme ho nakreslit co
nejmensim poctem taht.

Nejdfive si uvédomime nékolik jednoduchych skutecnosti. Pokud je
graf nesouvisly, muzeme tlohu resit pro kazdou jeho komponentu souvis-
losti zv1ast. Pripomenme si, Ze komponenta souvislosti grafu je maximalni
mnozina vrchola takova, ze mezi kazdymi dvéma z nich vede sled. Graf je
souvisly, pokud je tvoren jedinou komponentou souvislosti. Nadale tedy
staci reSit pripad, ze zadany graf je souvisly. Stupen vrcholu grafu je
pocet hran, které z ného vychazeji. Soucet stupni vSech vrchola grafu je
sudy, nebot kazda hrana tento soucet zvysi o dva (u kazdého ze svych
dvou konct o jedna). Protoze soucet stupiii vSech vrcholi je sudy, méa
kazdy graf sudy pocet vrcholi lichého stupné. Necht tedy nas graf ma 2k
vrcholi lichého stupné.

V kazdém z téchto 2k vrcholu alespon jeden z hledanych taht kondci
nebo zacina. Necht w je vrchol lichého stupné, kde zadny tah ani nezacing,
ani nekon¢i. Kazdy tah musi obsahovat sudy (tfeba i nulovy) pocet hran
vychazejicich z vrcholu w a protoze vSechny tahy dohromady obsahuji
kazdou hranu grafu pravé jednou, musi byt stupen vrcholu w sudy, coz
neni. Potom ale libovolné feSeni musi obsahovat alespoii k taht (pro
k = 0 alespon jeden tah).

Nejprve vyfesime pripad, ze v8echny vrcholy grafu maji sudé stupné,
tj. k = 0. Obecny ptipad s nenulovym k vyfesime pozdéji. Pro k = 0 do-
kazeme, ze existuje uzavieny tah obsahujici vSechny hrany. Pfipomenme
si, ze tah je uzavieny, pokud zacind a kon¢i ve stejném vrcholu. Vez-
méme nejdelsi tah v nasem grafu, tj. ten, co obsahuje co nejvice hran.
Takovy tah je zfejmé uzavieny: Kdyby nebyl, pak by z jeho posledniho
vrcholu, ozna¢me ho w, vychézel lichy pocet hran obsazenych v nasem
tahu, ale protoze stupen w je sudy, existovala by i nepouzita hrana vy-
chézejici z vrcholu w a nas tah by Sel prodlouzit. Tedy nejdelsi tah je
nutné uzavieny. Pokud tento tah neobsahuje vSechny hrany, pak existuje
vrchol w, ze kterého vychazi jak hrana, kterd je obsazena v nasem tahu,
tak i hrana, kterd neni v naSem tahu (uvédomme si, ze graf je souvisly).
ProtoZe nas tah je uzavireny, muzeme predpokladat, ze w je jeho prvni
a zaroven posledni vrchol a tento tah lze potom prodlouzit pridanim,
nepouzité hrany, kterd vede z vrcholu w. Pravé jsme tedy ukazali, ze
nejdelsi tah v souvislém grafu, jehoz vSechny stupné jsou sudé, obsahuje
kazdou hranu pravé jednou (jinak by $el prodlouzit).
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Zpét k naSemu problému: Jak nakreslit souvisly graf s 2k vrcholy
lichého stupné pomoci k tahti? Pridejme do naseho grafu k hran, které
budou spojovat dvojice vrcholl lichého stupné. Takto vytvoreny graf je
souvisly a vSechny jeho vrcholy maji sudé stupné. Existuje v ném tedy
tah, ktery obsahuje kazdou hranu pravé jednou. Pokud z tohoto tahu
vynechame £ pridanych hran, pak se ndm rozpadne na k tahti — sestrojili
jsme tedy hledanych £ tahi.

Zbyva vyrtesit jediny kol — efektivné nalézt uzavieny tah v grafu
jehoz vSechny stupné jsou sudé. Zbyvajici operace, tj. rozlozit graf na
komponenty souvislosti a pfidat hrany mezi vrcholy lichého stupné,
jisté zvladneme v linedrnim case v poc¢tu vrcholi a hran. Algoritmus
bude postupné pridavat hrany do vytvafeného tahu v grafu; jeho ja-
drem bude rekurzivni procedura vytvor_tah. Zacneme vytvaret tah ve
vrcholu v, dokud nepfijdeme do vrcholu, z néhoz uz nevede zadna ne-
pouzitd hrana. Protoze stupné vSech vrcholl jsou sudé, musi byt timto
vrcholem opét vrchol v. Mame tedy néjaky uzavieny tah. Pokud exis-
tuje vrchol u, jehoz vSechny hrany jsme je$té nepouzili, zavolame pro
néj proceduru vytvor_tah. Takto nalezneme tah, ktery prochazi vrcho-
lem u a obsahuje pouze dosud nepouzité hrany. Vrchol u nyni neméa
zadné nepouzité hrany a nové nalezeny tah spojime s pivodnim tahem.
Takto pokracujeme, dokud existuje vrchol u, jehoz néktera hrana je nepo-
uzita.

Nyni k samotné implementaci vyse popsaného algoritmu. V programu
budeme mit pro kazdy vrchol ulozen seznam jeho hran a ukazatel do
tohoto seznamu na takovou hranu, ze vSechny hrany pred ni jsou jiz po-
uzité. Pokud budeme potiebovat najit dosud nepouzitou hranu, budeme
tento ukazatel posunovat v seznamu, dokud takovou hranu nenalezneme.
Pokud jsou vSechny hrany pouZzité, ukazatel se posune aZ na konec sezna-
mu. Takto u kazdého vrcholu spotfebujeme dohromady ¢as tmérny jeho
stupni, a tedy celkové ¢as O(m) pro v8echny vrcholy dohromady. Samotné
tahy budeme reprezentovat jako seznamy hran — to ndm umoZni tahy
nejen rychle vytvaret, ale i spojovat. Nas algoritmus tedy nejdfive nalezne
pocatecni tah, napt. z prvniho vrcholu. Potom budeme prochazet vrcholy
na tomto tahu, dokud nenarazime na prvni vrchol s néjakou dosud nepo-
uzitou hranou. Zavoldme na tento vrchol proceduru vytvor_tah a spo-
jime tah, ktery tato procedura nalezne, s pivodnim tahem. Viimnéte si,
ze pii vhodné implementaci procedury vytvor_tah nebude jiz t¥eba pro
vrcholy na priddvaném tahu kontrolovat, zda jsou vSechny jejich hrany
pouzity (pokud to zkontroluje sama volana procedura vytvor_tah). Cel-
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kova Casova a pamétova slozitost naseho algoritmu tedy bude O(m), kde
m je pocet hran.

Kvili zjednodusSeni vzorového programu na$ program nespojuje vr-
choly lichého stupné jen v ramci jedné komponenty — to ale ziejmé
nebude mit vliv na pocet nalezenych taht.

P-1l1-5

Myslenka reseni této tlohy je velmi jednoduchda. Vygenerujeme po-
stupné vSechny pozice s nejvyse N kameny, ze kterych se da cilova pozice
dosédhnout. Budeme si pamatovat vSechny jiz vygenerované pozice a kdy-
koliv vygenerujeme né&jakou dalsi, nejdfive si zkontrolujeme, zda jiz mezi
drive vytvorenymi pozicemi ndhodou neni. Neni-li tomu tak, zapamatu-
jeme si ji a zvysime pocitadlo vyhravajicich pozic s nejvyse N kameny
0 jednicku.

Pozice budeme generovat v poradi od cilové pozice. Pokud poslednim
tahem byl skok doprava z poli¢ka ¢ na policko i+ 2, pak jsou nyni policka
a1+ 1 prazdna a naopak policko 7 + 2 obsahuje hraci kamen. Pozice, ze
kterych se da dostat do pozice p skokem doprava, jsou pravé ty, které
vzniknou zaménou Fetézce 001 v popisu pozice p fetézcem 110 (predsta-
vujeme si, ze pozice je popsana posloupnosti nul a jednicek, kde nula
reprezentuje prazdné policko a jednicka reprezentuje obsazené policko).
Podobné ty pozice, ze kterych se da dostat do p skokem doleva, jsou pravé
ty, které vzniknou zadménou fetézce 100 fetézcem 011.

Vyse popsanym postupem muzeme tedy pro pozici p vygenerovat
vSechny pozice, ze kterych se lze do p dostat jednim tahem. PopiSeme
si proceduru generuj, kterd pro zadanou pozici p vygeneruje vsechny
pozice, ze kterych se da do pozice p dostat. Vyse uvedenym postupem tato
procedura bude vytvaret pozice g, z nichz se da prejit do p jednim tahem.
Pokud g jesté nebyla nalezena, oznac¢ime ¢ jako nalezenou a rekurzivné na
ni zavolame proceduru generuj. Potrebujeme umét rychle ovérovat, zda
jiz pozice ¢ byla nékdy diive vygenerovana. Vhodnych datovych struktur
je nékolik, napt. hasovaci tabulky, rizné varianty vyhledavacich stromu
atd. My pouzijeme datovou strukturu nazyvanou trie.

Trie je datova struktura na uchovavani retézcti nad konecnou abe-
cedou, v nasem piipadé to budou fetézce nul a jednicek. Trie je tvo-
fena stromem, kde kazdy vrchol ma nejvysSe tolik synd, jaka je velikost
abecedy, tj. v naSem pripadé nejvyse dva syny. Cesty od kofene stromu
odpovidaji fetézcim nad abecedou. V naSem pripadé to bude tak, Ze
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pokud i-t4 hrana cesty vede do levého syna, je i-ty znak retézce 0, a po-
kud vede do pravého syna je tento znak 1. Kazdy vrchol w ve stromé
obsahuje ukazatele na své syny (pokud né&jaké m4) a jeden bit udavajici,
zda Tetézec, kterému tento vrchol odpovidd, byl do trie vlozen ¢ nikoliv.
Na zacatku je trie tvorena pouze kofenem, jehoZz bit je nastaven na nulu.
Slovo do trie vlozime tak, ze jdeme po hranach odpovidajicich znakim
vklddaného slova a pokud uz nemtzeme z néjakého vrcholu dale pokra-
Covat, jednoduse vytvorime novy vrchol, pfipojime ho jako syna tohoto
vrcholu a pokrac¢ujeme do néj. Az nalezneme vrchol odpovidajici celému
vklddanému slovu, nastavime jeho bit na jedni¢ku. Vyhledavani fetézce
je stejné jednoduché: Z korene se opét nechdme navigovat pomoci znak
hledaného fetézce. Pokud uz dale nemuzeme pokracovat, pak hledany
fetézec ve stromé neni. Jinak jsme nalezli vrchol, ktery odpovida vyhle-
davanému retézci, a podle jeho bitu pozname, zda je fetézec ve stromé
obsazen nebo neni. Poznamenejme, Ze existuji i chyti'ejsi implementace
této datové struktury nez ta, kterou jsme si zde pravé popsali.

Casova a paméfovéa slozitost naSeho programu zévisi na poétu P
hledanych pozic. Pro kazdou z nich vytvofime v naSem stromé nejvyse
K uzli — prostorova slozitost algoritmu je tedy nejvyse O(PK). Navic
pro kazdou z nich musime vygenerovat vsech nejvyse 2k—4 jejich pfimych
predchidct a pro kazdého z téchto predchiidct otestovat v ¢ase O(K),
zda je v trie jiz obsazen. Celkova Casova slozitost algoritmu tedy bude
O(PK?).
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