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Pripravna soustredéni pred 43. MMO

V prabéhu 51. roéniku se konalo vybérové soustiedéni pro pfipravu na
mezinarodni matematickou olympiadu bezprostiedné po skon¢eném ce-
lostatnim kole kategorie A, a to od 22. do 26. dubna 2002 v Kostelci nad
Cernymi lesy nedaleko Prahy. Na zakladé vysledki II. a III. kola na né
bylo pozvano 9 kandidat na reprezentaci.

Soustfedéni bylo zaméfeno na feSeni obtiznych tloh v omezeném ¢ase
(v soutéznich podminkéch). Po odpoledni relaxaci byl proveden detailn{
rozbor opravenych fefeni. Uspéinost jednotlivich studentii ukazuje néa-
sledujici tabulka:

Jaroslav Hajek 4/4, GMK, Bilovec 88,5
Tomés Protivinsky  4/4, G Brno, t¥. Kpt. Jarose 84,5
Martin Tancer 4/4, G Ch. Dopplera, Praha 5 81
Jan Molacek 2/4, GJKT, Hradec Kralové 75
Josef Cibulka 4/4, G Praha 1, Stépanska 69
Vitézslav Kala 2/4, G Brno, tf. Kpt. Jarose 61
Ondrej Kurka 8/8, G Ch. Dopplera, Praha 5 54
Marek Kréal 3/4, G Brno, t¥. Kpt. Jarose 46,5

Pavel Kocourek 1/4, SPSST, Praha 1, Panskd 43,5

Na zékladé uvedenych vysledkd, v nichz jsou zapocitany i vysledky
oblastniho a celostatniho kola, bylo vybrano Sest reprezentantu a jeden
néhradnik. Stejné druZstvo nas reprezentovalo i na jiz tradi¢nim st¥etnuti
s druzstvem Slovenska, k némuz se od lonska pridalo i druzstvo Polska.

Jednotlivé seminare vedli a Glohy pfipravili:
dr. Jaroslav Zhouf (22.4.),

dr. Pavel Calabek (23.4.),

dr. Karel Hordk (24.4.),

dr. Jaroslav Surcek (25.4.),

a doc. Jaromir Simsa (26.4.).
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Ulohy zadané na piipravném soustiedéni

1. Najdéte vSechny funkce f: N — N takové, ze

f(fm) =n a f(f(n+2)+2)=n

pro viechny hodnoty celotiselné proménné n a f(0) = 1.

2. Rovnoramenny trojihelnik ABC' se zdkladnou AB ma thel 80° pii
vrcholu C. Bod D lezi uvnitf tohoto trojihelniku tak, ze velikost thlu
DAB je 10° a velikost thlu DBA je 20°. Urcete velikost thlu ACD.

3. Necht n je poCet uspordadanych pétic (ai,as,as,as,as) prirozenych
Cisel, kterad spliuji rovnost

Je n ¢islo sudé, nebo liché?

4. Je déana tabulka se 7 x 7 ¢tvercovymi poli. Dokazte, ze 1ze v tabulce
umistit jedno monomino I tak, Ze ostatnich 48 poli nelze pokryt jednim
trominem II a 15 trominy III.

] o (11

monomino I tromino II tromino III

5. Necht p(z) je polynom s celo¢iselnymi koeficienty. Posloupnost zg, 21,
To,... je definovana nasledovné:
(i) o =0,
(ii) x, = p(xn—1) pro vsechna prirozena n.

Jestlize existuje prirozené ¢islo n tak, ze z, = 0, pak bud z; = 0,
nebo z9 = 0. Dokazte.

6. Pro prirozené ¢islo g definujme posloupnosti {z,}, {y»}, {2} nésle-
dujicim predpisem:
(i) yo=4az =1
(i) Jestlize z,, je sudé pron 2 0, pak Tni1 = 5Tn, Ynt1 = 2Yn & Znp1 =
= Zn.
(iii) Jestlize ,, je liché pron 2 0, pak Tny1 = Tn — 5Yn — 2n, Ynt1 = Yn
a Zpnt1 = 2n + Yn-
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7. Prirozené ¢islo xp nazveme dobré pravé tehdy, kdyz existuje n = 1
tak, ze z, = 0. Kolik existuje dobrych ¢isel mensich nebo rovnych ¢islu
20027

8. Necht X je konefnd mnozina. Ozna¢me E(X) mnozinu viech podmno-
zin mnoziny X, které obsahuji sudy pocet prvka. Necht redlna funkce f
definované na E(X) mé nasledujici vlastnosti:
(i) existuje D € E(X) tak, ze f(D) > 2002,
(i) pro kazdé dvé disjunktni mnoziny A, B € E(X) plati f(AU B) =
= f(A) + f(B) —2002.
Dokazte, ze X muzeme rozdélit na dvé disjunktni podmnoziny P a @
takové, ze f(S) > 2002 pro kazdou neprdzdnou mnozinu S € FE(P)
a f(T) £ 2002 pro kazdou T € E(Q).

9. Necht f: R — R je spojité funkce a necht existuji ¢islaaab (0 < a,b <
< 1) tak, ze f(f(z)) = af(x) + bz pro viechna relna Esla z. Dokaite,
7e existuje redlna konstanta k takovd, ze f(z) = kz pro vSechna redlna
Cisla x.

10. Je dan ¢&tyrstén ABCD, oznatme E kolmy primét vrcholu D do
roviny ABC'. Dokazte, ze néasledujici dvé tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) C = E nebo CE || AB;

(ii) pro kazdy bod M hrany CD plati rovnost

[CM|?
|ICD|?

S*(ABM) = |cap® -S*(ABD) + (1 -

P ) S%(ABC).

(Zde S(XY Z) oznacuje obsah trojahelniku XY Z.)

11. DokaZte, ze existuje nekone¢né mnoho ¢tveric (x,y, z,t) prirozenych
Cisel, jejichz nejvétsi spolecny délitel je 1 a pro néz zaroven plati

o+t 42 =t

12. Necht P, P, ... P, je konvexni mnohouhelnik v roviné takovy, ze ke
kazdé dvojici jeho vrcholi P;, P; existuje jiny jeho vrchol, ze kterého je
tsecku P;P; vidét pod thlem 60°. Dokazte, ze n = 3.

13. Uréete vSechny dvojice (x,y), resp. (u,v) celych ¢isel, které vyhovuji
rovnicim

a) (z+ 12+ (x+2)2+...+ (z +2001)% = ¢?,

b) W (u+1)P+ (w+2)3+ .+ (u+7)3 =00
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14. Stranam AC a BC ostrouhlého trojahelniku ABC jsou vné piipsany
pravothelniky ACPQ a BKLC o stejném obsahu. Dokazte, Ze stied
usecky PL, bod C a stfed kruznice opsané trojuhelniku ABC lezi na
téze primce.

15. Necht k je kruZnice opsana trojihelniku ABC. Body M, N necht
jsou po radé stfedy oblouku BC, CA a X je danym bodem oblouku
AB kruznice k. Kruznice opsand trojuhelniku X .S;S5s, kde Sy, Sy jsou
po fadé stredy kruznic vepsanych trojuhelnikim XAC, XBC, se protina
s kruznici k£ (kromé bodu X) jesté v dalsim bodé P.

a) Dokaite, ze trojuhelniky PN S; a PM S, jsou podobné.

b) Najdéte mnozinu vSech bodu P.

16. Urcete, kolik poradi ai,as,...,a, ¢isel 1,2,...,n ma tu vlast-
nost, ze pro kazdy index 7 (1 £ ¢ < n) plati bud a; = 1, nebo
a; > min{a;_1, a;i+1}, kde ag a a,1 znadi libovoln4 ¢isla vétsi nez (dané)
¢islo n.

17. Najdéte nejvétsi redlné ¢islo p, pro které plati nasledujici tvrzeni:
Mé-li mnohoc¢len f(z) = x3 + ax? + bz + ¢ t¥i nezaporné koteny (poécitané
s ohledem na jejich nésobnost), pak pro kazdé nezaporné ¢islo = plati
f@)2p-(z-a)

18. Urcete nejvétsi prirozené Cislo IV, pro které plati: Je-li na kruZnici
zvoleno 21 riznych bodi, pak alespon N tsecek spojujicich zvolené body
jsou tétivy se stredovym uhlem nejvyse 120°.

19. Urcete nejmensi pocet poli, které je nutné oznacit na ¢tvercové Sa-
chovnici 10 x 10, aby zadna ¢tyfi z neoznacenych poli nebyla rohovymi
poli nékteré podsachovnice p x ¢, kde 1 <p<10al < q < 10.
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