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Mezindrodni stretnuti c¢esko-polsko-slovenské

ZWARDON, 17.-18. CERVNA 2002
V rémci zavéretné pripravy pred MMO se uskutecnilo jiz podruhé pii-
pravné st¥etnuti mezi tymy Ceské republiky, Polska a Slovenska. Jednot-
livé zemé reprezentovala vzdy Sestice Ucastniki, kteri si vybojovali ve
svych zemich letenky na 43. MMO do skotského Glasgowa.

Soutéz se uskutecnila v terminu 17.-18.6. 2002 v krasném pro-
stfedi polskych Beskyd, a to v pfihrani¢nim horském stredisku Zwardon.
Vsechna tfi reprezentacni druzstva pricestovala na misto konani jiz v ne-
déli 16. 6. 2002. Organizace a prubéh soutéze zistal zachovan z predeslych
ro¢nikt — je prizpusoben stylu III. kola nasi MO a podminkam na MMO.
Soutézicim byly ve dvou dnech predlozeny dvé trojice soutéznich tloh,
pritom za kazdou z tloh mohli ziskat nejvyse 7 bodu, tj. celkové (stejné
jako na MMO) 42 body. Na kazdou trojici tloh méli soutézici vyhrazeno
4,5 hodiny.

Poradi | Jméno Zemé | body |Soucet
1. Katarina Quitnerova |SVK |767777 41
2. Wojciech Czerwinski |POL (675776 38
3. Marcin Pilipczuk POL |677771 35
4. Josef Cibulka CZE |645772 31
5. Peter Bella SVK |766730 29
6. Jaroslav Hdjek CZE (675730 28
7.-8. | Jarostaw Wrona POL [677700 27
Radovan Bauer SVK |575730 27
9. Pawel Parys POL |676700 26
10. | Marek Tesar SVK [675610 25
11. | Martin Tancer CZE |676301 23
12.-13.| Tomas Protivinsky CZE (607710 21
Roman Lomowski POL |205770 | 21
14.-15. | Jan Molacek CZE (207702 18
Michal Burger SVK |307701 18
16. | Michal J6zwikowski POL [602700 15
17. Vitézslav Kala CZE 505101 12
18. | Andrej Osusky SVK |600000 6
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Ulohy pro letodni soutéz vybrali polsti organizatofi, a to predevsim
z vlastnich zdroji, jejich koordinaci provadéla mezinarodni jury, kterou
tvorili dr. Marcin Kuczma a mgr. Andrzej Mekowski z Polska, doc. Oliver
Ralik a Viadimir Marko ze Slovenska a dr. Jaroslav Svrcéek a dr. Jaroslav
Zhouf za Ceskou republiku. Na zdarném pribéhu celé soutéze se dale
vyznamné podileli polsti kolegové dr. Jozef Kalinowski a dr. Jerzy Bed-
narczuk.

Texty soutéznich dloh

1. Necht a, b jsou rizné redlna Cisla a k, m prirozend Cisla, pro néz
plati k+m =n 2 3, k £ 2m a m £ 2k. Uvazujme posloupnosti
(z1,22,...,2,), které vyhovuji nasledujicim podminkam:

k ¢lent posloupnosti se rovna a; pritom z; = a;

m ¢lent posloupnosti se rovna b; pfitom x, = b;

zadné tri po sobé jdouci ¢leny nejsou stejné.
Urcete vSechny mozné hodnoty souctu

TpT1T2 + 12223 + ... + Tp—2Tp—1Tp + Tp—-1TnTy.

2. Je dén trojahelnik ABC, jehoz obsah je S a pro jehoz délky stran
|BC| = a, |[CA| = b, |AB| = ¢ plati a £ b £ c. Urfete nejvétsi realné
C¢islo u a nejmensi redlné ¢islo v tak, aby pro kazdy vnitini bod P troj-
thelniku ABC byla splnéna nerovnost

w < |PD| + |PE| + |PF| < v,

kde D, E, F jsou po tadé pruseciky primek AP, BP, CP s protéjsimi
stranami daného trojuhelniku.
(Hodnoty u, v vyjaddfete pomoci danych veli¢in a, b, c a S.)

3. Necht S = {1,2,...,n}, kde n je dané pfirozené ¢islo. Uréete pocet
viech funkei f: S — S takovych, ze pro kazdé z € S plati x+ f*(z) = n+1.
Pozndmka. Symbol f* znadi ¢tvrtou iteraci, tj. f4(z) = f(f(f(f(z)))).

4. Nechf n > 1 je pfirozené ¢islo a p prvodislo takové, ze n je délitelem
¢isla p — 1 a soucasné p je délitelem ¢isla n® — 1. Dokazte, ze 4p — 3 je
druhou mocninou prirozeného ¢isla.

5. Necht O znadi stfed kruznice opsané ostrotithlému trojthelniku ABC.
Body P, @ necht jsou po radé takovymi body jeho stran AC, BC, pro
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néz soucasné plati

|[AP| _ |BC| |BQ| _ |AC

= a = .
|PQ|  |AB| |PQl  |AB|
Dokazte, ze body O, P, Q a C lezi na téze kruznici.

6. Necht n 2 2 je sudé ptirozené ¢islo. UvaZujme polynomy tvaru
P)=z"+apn 12" +...+ a1z +1

s redlnymi koeficienty, které maji aspon jeden realny kofen. Urcete
nejmensi moznou hodnotu souttu a? + ... +a%_;.

Reseni tloh

1. UvaZzujme posloupnost (z1,...,ZTn—1,Zn), kterd vyhovuje podminkam
ulohy. Pro libovolné jeji tfi po sobé jdouci ¢leny z, y, z existuje takova
jejich permutace (z,y, z), pro kterou plati bud (z,y,z) = (a,a,b), nebo
(z,y,2) = (a,b,b). V obou téchto piipadech je zyz = ab(z+y+2z—a—"b).
Polozme jesté g = z, a xp4+1 = 1. Potom pro hledany soucet plati

Z Tio1T;Tiy1 = ab (3 in —n(a+ b)> = ((Qk —m)a+ (2m — k)b)ab.

Nyni ukdZeme, Ze pro libovolnd dvé prirozena &isla k, m, jez vyho-
vuji danym podminkam, existuje aspon jedna posloupnost (z1,...,z,)
spliwjici pozadované podminky. Necht napt. 2m 2 k 2 m (v piipadé
2k 2 m 2 k budeme postupovat analogicky) a uvazujme posloupnost
3m trojic (a,a,b) napsanych v fadé za sebou, tj. posloupnost

(a,a,b,a,a,b, ..., a,a,b).

Tato posloupnost obsahuje 2m ¢isel a a m cisel b. Jestlize vySkrtneme
napf. v prvnich 2m — k trojicich (a,a,b) vzdy jedno a, dostaneme po-
sloupnost o n = k+m prvcich, kterd zfejmé vyhovuje podminkdm tlohy.

Zdvér: Pro vSechny posloupnosti, které vyhovuji podminkam tlohy,
je hodnota uvazovaného souctu vidy ((2k —m)a + (2m — k)b)ab.

2. Uvazujme libovolny vnitini bod P trojthelniku ABC a body D, F,
F podle zadani. Ozna¢me obsahy trojuhelniki PBC, PCA, PAB po
fadé S,, Sp, Sc. Z podminek tlohy plyne 2S, < a- |PD| £ c¢-|PD|,
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25, £b-|PE| £ ¢-|PE| a2S. £ c-|PF|. Plati tedy nasledujici dolni
odhad

2(S. + Sy + Se 25
|PD| + |PE| + |PF| 2 L"’cb—H:_c-:UC,

kde v, znaéi velikost vysky z vrcholu C v trojuhelniku ABC.

Uvazujeme-li nyni bod P této vysky libovolné blizko vrcholu C, vi-
dime, ze i hodnota sou¢tu |PD| + |PE| + |PF| se libovolné pfiblizovat
délce vysky v.. Nejvétsi hodnota u, kterd vyhovuje podminkam tlohy, je
tudiz u = v, = 25/c.

Nyni stanovime horni odhad uvazovaného souctu. Predné si uvédom-
me, ze useCka AB (délky c) je nejdelsi (jedna z nejdelsich) mezi vSemi
useckami, jejimiz krajnimi body jsou nékteré dva body trojahelniku ABC
(specidlné pak mé vétsi velikost nez kazda z tse¢ek AD, BE, C'F). Plati

proto

S, _IPD| o IPD] . S,
2a > . |PD| <22
s ~jap| = ¢ @ U IPPlseg

Analogicky pak

]PElgc%l a |PF|§C§

195)

Souétem vsech tf{ nerovnosti obdrzime

Sa Sy S
|PD]+IPE|+|PF|§C<F+§+ S> c.

Zvolime-li nyni bod P (uvnitf trojahelniku ABC) libovolné blizko
vrcholu A tak, aby velikost thlu PAB byla libovolné mald, snadno
nahlédneme, Ze i hodnota uvazovaného souc¢tu se bude libovolné bli-
zit délce ¢ strany AB. S ohledem na ziskany horni odhad pro soucet
|PD| + |PE| + |PF)| je tedy nejmensi hodnota v vyhovujici podminkdm
ulohy v = c.

3. Pro kazdé = € S ozna¢me z* = n + 1 — z, kde pro zobrazeni z — z*
plati z** = z. Necht f: S — S je funkce vyhovujici podminkam tlohy.
Protoze f*(x) = z*, je f8(z) = x. Z podminek tlohy plyne, ze funkce f
je prostd, a tudiz bijektivni (jedna se tedy o permutaci na mnoziné S).
Mnozinu S lze proto rozlozit na cykly, jejichz délky jsou délitelé Cisla 8.
Jestlize xo nédlezi cyklu délky 4, 2 nebo 1, pak 2o = f*(z0) = x5, je tudiz
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To = %(n + 1). To je mozné pouze pro lichd n, pak ale viechny prvky
uvazovaného cyklu musi byt rovny z¢. Odtud plyne, Ze S je sjednocenim
nékolika disjunktnich cykla délky 8, eventualné navic obsahuje izolovany
prvek zo. Plati tedy n = 8m nebo n = 8m + 1, kde m je prirozené ¢islo.

Uvazujme nejprve n = 8m. Ozna¢me A = {1,...,4m} a B =
= {4m+1,...,8m}. Uvazujme nyni uré¢ity cyklus délky 8, a oznac¢me C
mnozinu jeho prvki. Pak AN C je ¢tyfprvkovd mnozina a B N C je jeji
*-obraz. Naopak, pro kazdou étvefici 1 £ a < b < ¢ < d £ 4m lze
vytvofit mnozinu C = {a,b,c,d,d*, c*,b*,a*}, jejiz prvky tvoii cyklus
délky 8. Dale urcime, kolika zpisoby lze vytvorit takovy cyklus délky 8
na mnoziné C. Necht f(a) = w, pak w mize byt libovolny prvek mnoziny
C s vyjimkou prvka a a a* (8est moznosti); dale necht f(w) = z, pak z
muze byt libovolny prvek C s vyjimkou prvkia a, a*, w, w* (¢tyfi moz-
nosti); kone¢né f(z) muze byt libovolny prvek C s vyjimkou prvki a, a*,
w, w*, z a z* (dvé moZnosti). Zbytek cyklu je pak jiz uréen. Celkové tak
mame 6 - 4 - 2 = 48 moznosti.

Kazdé funkci f danych vlastnosti tak lze jednozna¢né piifadit rozklad
4m-prvkové mnoziny A na m ¢tvefic. Spocitame, kolik takovych rozkladt
existuje. Mnozina A mé (*7*) riznych étyfprvkovych podmnozin, prvni
¢tverici rozkladu mizeme tedy vybrat (421) zpusoby, druhou '(4";_4) zpu-
soby atd., celkem tak méame

4m\ (4m — 4 12\ /8) _ (4m)!
4 4 \4 ) \4)  am
moznosti. Protoze nezalezi na poradi, v jakém m ¢tveric rozkladu vybi-
rame, je vzdy m! rozkladu stejnych. Celkem tedy existuje

(4m)!
(4H™m!

riiznych rozkladi mnoziny A na m (neusporadanych) ¢tvefic. Kazdou ta-
kovou ¢tverici prvki mnoziny A doplnime odpovidajicimi *-obrazy z mno-
ziny B. Ziskdme tak jeden z moznych cykli délky 8. Na kazdém takovém
cyklu muzeme funkci f definovat 48 zptsoby, pro dany rozklad tak exis-
tuje celkem 48™ = (2 -4!)™ moznosti, jak definovat funkci f. Celkovy
pocet funkci f vyhovujicich podminkdm tlohy je tedy

(4m)! 2™ (4m)!

(2497 - (@hmm! —  m!
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V piipadé n = 8m+1 je nutno uvazovat izolované prvek xg = %(n+ 1)
a na mnoziné S\ {zo} mizeme postupovat analogicky jako v pripadé
n = 8m (se stejnym vysledkem).

Pokudn # 0,1 (mod 8), zddna funkce f vyhovujici podminkam tlohy
neexistuje.

4. Podle zadani je p—1 2 n, neboli p 2 n+1. ProtoZe p je délitelem ¢isla
n3—1 = (n—1)(n®>4+n+1), je nutné délitelem n+n+1, tj. n>+n-+1 = mp,
kde m je pfirozené &islo. Proto je mp =1 (mod n) a podle predpokladu
alohy i p = 1 (mod n). Z obou predchozich kongruenci plyne m = 1
(mod n). Plati tedy m = kn+ 1 ap =In+1,kde k al 2 1 jsou
nezéporné celd ¢isla, takze n? + n+1 = mp = (kn + 1)(In + 1) a po
upravé n(1—kl) = k+1—1 2 0. Posledni rovnosti a nerovnosti vyhovuje
pouze k = 0. Odtud plyne m = 1,p = n?+n+1, atudiz 4p—3 = (2n+1)2.
Tim je dikaz ukoncen.

5. Uvazujme obvyklé oznaceni Ghli v trojihelniku ABC. Necht plati
napt. a 2 3. Uvazujme trojiuhelnik Q PD, ktery je vné piipsan strané Q P
ctyrthelniku ABQP a je podobny trojihelniku ABC'. Pak plati (obr. 37)

ED} _ 1BO| 1@D| _ 1AC]

PQ| ~ [AB] *  |PQ| ~ |ABl

Obr. 37
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Z danych podminek plyne |PD| = |PA| a |QB| = |QD|. Na zékladé
pfedpokladu o = 8 dile mame

|AP| _|PD| _|BC] .
= = 21, tj. AP| 2 |BQ)|.
BQ| ~ QD] ~ Jac| =L MAPIZ1BCl

V trojthelniku CPQ tedy plati [CP| £ |CQ| a také

180° —

[+:CQP| S —5— Sa=|xDQP|
180° —

|<CPQ| 2 —— 2 f=|%DPQ|.

2

Z obou poslednich nerovnosti je patrné, ze D je vnitinim bodem konvex-
niho thlu BCX, kde X lezi na polopfimce AC za bodem C.

Oznaéme nyni velikosti vnitfnich Ghla pfi zédkladnach rovnoramen-
nych trojuhelnika ADP a BDQ po tadé ¢ a 1. Velikosti vnitfnich thli ve
Ctyriahelnikt ABD P maji pak po fadé velikosti «, 841, v+ a 180°—2¢.
Protoze jejich soucet je 360°, plati ¢ = 1), a tedy |<cADB| = v. Bod D
lezi tudiZ na oblouku BC kruZnice opsané trojuhelniku ABC'. Vzhledem
k tomu, Ze oba trojuhelniky ADP a BDQ jsou rovnoramenné (se zd-
kladnami AD a BD), jsou pfimky OP a OQ osami stran AD a BD
trojuhelniku ABD. Protoze stfed O kruznice opsané trojihelniku ABC
je jeho vnitfnim bodem, plyne odtud bezprostiedné

|<POQ| = 180° — | < ADB| = 180° — | < PDQ| = 180° — ~.

Plati proto |<xPCQ| + |<xPOQ| = 180°, coz znameni, ze body O, P, C
a @ tedy lezi na téze kruznici.

Zcela analogicky lze provést dukaz v pripadé, kdy a < 3.

Tim je tloha vyTeSena.
6. Necht u je redlny kofen rovnice P(z) = 0. Jeji upravou a déle pak
vyuzitim Cauchyho nerovnosti obdrzime

2 n

n—1 —1 n—1
(u™ +1)* = (Zaiui> < Za? ~Zu2i. (1)
i=1 i=1 i=1

Polozime-li n = 2m a u? = w, je

2m—1

n—1
Zu% = Z w' =w™ + (W™ + 1) w'. (2)

i=1 i=1 i

3
L5

I
—
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Vzhledem k tomu, Ze pro libovolné i € {1,2,...,m—1} plati nerovnost
—1)(w™ % — 1) 2 0, plyne odtud po snadné Gipravé

(w’
w +wm <™+ 1.

Souctem viech téchto nerovnosti pro 1 £ i < m — 1 dostaneme

"i: TS (m -1 (w™ +1).

Z nerovnosti (w™ — 1)? 2 0 dale plyne w™ < 1(w™ + 1)%. Dosazenim
ziskanych nerovnosti do (2) obdrzime odhad

w™ + 1)2

X:—: g———+(wm+1)~-”L2‘—1(wm+1): —Lr 1y,

ktery vyuzijeme v (1). Po tGpravé pak ihned vyjde
=1

S ohledem na pouzité nerovnosti zde nastava rovnost, pravé kdyz

HV

P -2 . )
u=1aa =...= ap1, tj. pravé kdyz a; = — pro vSechna i €
n—

€{1,2,...,n—1}.
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