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43. mezindrodni matematicka olympidda

V poradi jiz 43. roc¢nik této prestizni mezinarodni soutéze uspordadal Uni-
ted Kingdom Mathematics Trust ve Skotsku
v mésté Glasgow na University of Strathclyde

v dobé od 19. do 30. ¢ervence 2002. : U K

V poslednich ro¢nicich MMO byl témér
vzdy vytvoren novy rekord v poctu zucast- , M O
nénych zemi. Nejinak tomu bylo i letos, kdy
se soutéze zucastnilo 84 zemi, coz je o jednu
vice nez loni. Kazdou zemi reprezentuje vzdy Z_O O Z_.
nejvyse Sest soutézicich; letos jich bylo cel-
kem 485.

Vybér soutézicich za Ceskou republiku byl proveden v Kostelci nad
Cernymi lesy na zavére¢ném soutéznim soustfedéni prvnich deviti vitéza
celostatniho kola. Vybrani soutézici se pak jesté zucastnili trojutkdni
v polském Zwardoni mezi Ceskou republikou, Slovenskem a Polskem,
kde soutézili reprezentanti zGCastnénych zemi za podminek podobnych
jako pfi soutézi na MMO. Po této pripravé odjela do Skotska tato Ses-
tice soutézicich: Josef Cibulka z Gymnazia Stépanska v Praze, Jaroslav
Hijek z Gymnéazia M. Kopernika v Bilovci, Vitézslav Kala z Gymnazia
na tr. Kpt. JaroSe v Brné, Jan Moldicek z Gymnazia J. K. Tyla v Hradci
Kralové, Tomas Protivinsky z Gymnéazia na t¥. Kpt. JaroSe v Brné a Mar-
tin Tancer z Gymnazia Ch. Dopplera v Praze. Vedoucim ¢eské delegace
byl doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc., z Masarykovy Univerzity v Brng,
zastupcem vedouciho byl RNDr. Jaroslav Zhouf, Ph.D., z Pedagogické
fakulty UK v Praze. Vedouci delegace pricestoval do Skotska kvili vy-

vvvvvv

Druhy den po priletu soutézicich do Glasgowa se konalo v Barony Hall
(v katedrale pfebudované na univerzitni aulu) slavnostni zahajeni. Dalsi
dva dny, tj. 24. a 25.7., probéhla vlastni soutéz ve vystavnim komplexu
nedaleko Glasgow Science Centre. Kazdy z téchto dnu re$ili soutézici
trojici iloh po dobu 4,5 hodiny. Za kazdou tGlohu mohli ziskat maximalné
7 bodd.

150



O narocnosti soutéznich tloh svédci i nizké hranice pro zisk medaili:
na bronzovou medaili stacilo 14 bodi, na stfibrnou 23 a na zlatou 29
z mozného poctu 42 boda. Vsichni t¥i nasi lonsti olympionici si zietelné
v celkovém poradi polepsili. V neoficidlnim poradi zemi podle celkového
poctu bodu druzstva jsme spolu se Slovenskem dokonce poskodili o rov-
nych dvacet mist — az na to, ze tentokrat vyssitho souctu dosahli nasi
stfedoevropsti rivalové. Vysledky nasich jsou uvedeny v nasledujici ta-
bulce:

Body za ilohu Body Cena
Umisténi 1 23456

99.-116. Josef Cibulka, 6 6 03 71 23 II.
4. ro¢. gymnéazia
Stépanska 22, Praha 1

86.-98. Jaroslav Hajek, 7T7T 1720 24 II.
4. ro¢. GMK
Bilovec
233.-248. Vitézslav Kala, 6 006 10 13

2. ro¢. gymnazia
Brno, tr. Kpt. Jarose

145.-159. Jan Molacek, 770420 20 II1.
2. ro¢. GJKT
Hradec Kralové

191.-200. Toméas Protivinsky, 700720 16 I11.

4. ro¢. gymnézia
Brno, t. Kpt. Jarose
160.-167. Martin Tancer, 371710 19 III.
4. ro¢. G. Ch. Dopplera
Praha 5

Celkem 3627 23415 1 115

Z4dny bod neztratili jen tii soutéZici: Yunhao Fu s Botongem Wangem
z Ciny a Andrej Chaliavin z Ruska.

Jak je patrno z tabulky zicastnénych stati, v neoficidlnim hodnoceni
jednotlivych zemi podle celkového bodového zisku dopadly nejlépe (jak
uz je pomalu tradicf) Cina, Rusko a Spojené staty.

151



I II III body I II III body
CLR 6 0 0 212  Makedonie 0 1 1 73
Rusko 6 0 0 204 Norsko 1 0 1 72
USA 4 1 0 171 Chorvatsko 0 0 2 70
Bulharsko 3 2 1 167 Mexiko 0 0 3 67
Vietnam 31 2 166  Recko 0 0 2 62
Korea 1 5 0 163 Moldavsko 0 0 2 60
Tchaj-wan 1 4 1 161 Svédsko 0 0 2 60
Rumunsko 2 3 1 157 Uzbekistan 0 0 0 60
Indie 1 3 2 156 Peru 0 0 2 59
Némecko 2 1 2 144 Belgie 0 0 1 58
Iran 0 4 2 143 Venezuela 01 1 58
Kanada 1 3 1 142 Nizozemsko 0 0 1 55
Madarsko 1 2 3 142 Dansko 0 0 0 53
Bélorusko 1 2 3 135 Macao 0 0 3 50
Turecko 1 1 4 135 Rakousko 0 0 1 50
Japonsko 1 3 1 133 Slovinsko 0 0 1 46
Kazachstan 0 3 3 133 Turkmenistan 0 0 1 45
Izrael 0 3 3 130 Spanélsko 0 0 1 44
Francie 0 2 3 127 Svycarsko 0 0 1 44
Ukrajina 1 3 0 124 Bosna a Hercegovina 0 0 1 42
Brazilie 01 5 123 Maroko 0 0 1 39
Polsko 0 4 1 123 Indonézie 0 0 1 38
Thajsko 0 2 2 123 Azerbajdzan 0 0 1 37
Hongkong 1 2 2 120 Island 0 0 0 36
Slovensko 0 2 4 119 Arménie 0 0 0 33
Australie 1 2 1 117 Kypr 0 0O 29
Velka Britanie 0 2 2 116 Malajsie 0 0 0 26
Ceskd republika 0 2 3 115 Albéanie 0 0 1 25
Jugoslavie 01 5 114 Irsko 0 0 O 25
Singapur 0 2 2 112 Trinidad a Tobago 0 0 0 22
Argentina 0 0 5 96 Tunisko 0 0 O 22
JAR 0 1 3 90 Filipiny 0 0 0 18
Italie 0 0 5 88 Kirgizie 0 0 O 17
Gruzie 0 0 2 84 Portoriko 0 0 0 17
Mongolsko 0 0 3 82 Sri Lanka 0 0 0 16
Novy Zéland 1 0 0 82 Portugalsko 0 0 0 15
Kolumbie 0 0 3 81 Lucembursko 0 0 0 12
Finsko 0 0 3 79 Paraguay 0 0 0 11
Kuba 0 0 2 78 Guatemala 00 0 4
Estonsko 0 2 0 75 Ekvador 0 0 O 3
Lotyssko 01 2 75 Kuvajt 000 2
Litva 01 2 74 Uruguay 0 0 0 1
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Texty soutéZnich uloh
(v zévorce je uvedena zemsé, kterad tlohu navrhla)

1. Necht n je pfirozené ¢islo a necht T je mnozina vSech bodu (z,y)
v roviné, kde z a y jsou celd nezaporna cisla a ¢ + y < n. Kazdy bod
z mnoziny T je obarven bud Cervené, nebo modie. Je-li bod (z,y) Cer-
veny, jsou ¢ervené i vSechny body (z',y’) € T, pro které plati 2’ < =z
a vy’ < y. Definuyjme X-mnoZzinu jako mnoZzinu n modrych bodd maji-
cich rizné z-ové souradnice a Y-mnozinu jako mnozinu n modrych bodu
majicich ruzné y-ové souradnice. Dokazte, Ze pocet X-mnozin je roven
po¢tu Y-mnozin. (Kolumbie)

2. Necht BC je prumér kruznice I" se stfedem O. Bod A lezi na kruznici
T tak, ze 0° < |<xAOB| < 120°. Necht D je stfed toho oblouku AB, na
kterém nelezi bod C. Primka vedend bodem O rovnobézné s DA protne
pfimku AC v bodé J. Osa usecky O A protne kruznici I' v bodech E a F'.
Dokazte, Ze bod J je stfed kruznice vepsané trojihelniku CEF'.
(Korea)

3. Najdéte vSechny dvojice pfirozenych ¢isel m,n = 3 takové, ze existuje
nekone¢né mnoho pfirozenych ¢isel a, pro ktera je

am™ +a-1

ar+a? -1
celé ¢islo. (Rumunsko)
4. Necht n je pfirozené ¢islo vétsi nez 1. VSechny kladné délitele ¢isla n
oznalime dy,ds, ..., dy, kde

l=di <dy <...<dj =n.

Polozme D = dyds + dods + ... + di—1dk.

(a) Dokaite, ze D < n?.

(b) Uréete viechna n, pro ktera je ¢islo D délitelem &isla n?.
(Rumunsko)

5. Necht R zna¢i mnozinu vSech redlnych ¢isel. Najdéte vsechny funkce
f: R — R takové, ze

(f(@) + f(2)) (fly) + f(1) = flzy — 2t) + f(at +y2)
pro libovolna z,y, z,t € R. (Indie)

153



6. V roviné jsou dany kruznice I';,I's,...,I';, o poloméru 1, kde n = 3.
Jejich stfedy ozna¢me po fadé Oy, 04, ..., O,. Pfedpokladejme, Ze kazda
pfimka protind nejvyse dvé z danych kruznic. Dokazte, Ze

1 (n—1)r
2 |0:0] =T

1Si<j<n

(Ukragina)
Reseni tloh

1. Pro kazdé i = 0,1,...,n ozna¢me jako a; (resp. b;) pocet mod-
rych bodd s z-ovou (resp. y-ovou) soufadnici rovnou éislu i. Protoze
X-mnozina je kazdd mnozina modrych bodd, jejichz z-ové soufadnice
jsou ¢isla 0,1,...,n — 1 (kazdé pravé jednou), je pocet viech X-mnozin
roven souinu agaj . . . an—1; podobné pocet vSech Y-mnozin je roven sou-
¢inu bgb; ... b,—1. Nasi tlohou je dokazat rovnost

aopQy ...0p—-1 zbobl...bn_l. (1)

Ukazeme, Ze na obou strandch (1) stoji dva stejné soubory ¢initelt,
které se mohou liSit jen poradim, coz budeme zapisovat jako rovnost
neusporadanych n-tic

[a07a1a"'7an—1] = [bOabla"'vbn—l]' (2)

Rovnost (2) dokdzeme matematickou indukei podle ¢isla n.

Predstavme si, Zze body z T jsou rozdéleny do skupin na jednotli-
vych piimkidch z +y = k£ (0 £ k < n—1). Je-li n = 1, je vSe jasné:
tehdy totiz plati bud ap = by = 1, nebo ay = by = 0 (podle toho,
zda je bod (0,0) modry, nebo erveny). Predpokladejme nyni, ze n > 1.
Je-li Cerveny néktery bod (u,v) na ,krajni“ pfimce z +y = n — 1, mi-
zeme pouzit indukéni pfedpoklad pro mnoziny mfizovych bodt lezicich
v trojihelnicich Ty a Ty z obr. 38 (ostatni body z T lezi ve vybarveném
obdélniku® a jsou vechny jako bod (u,v) €ervené): pro mnozinu T; plati
rovnost u-tic [ag, a1, ., au—1] = [but+1,bv+2,- .., bn—1], pro mnoZzinu T,

6 Rovnéa-li se nékteré z ¢isel u, v nule, je jeden z trojuhelnik T1, T2 prazdnad mnozina
a vybarveny obdélnik degeneruje v usecku.
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u—luu+ln—-1 2

Obr. 38

zase rovnost v-tic [ay+1, Gut2,---,an-1] = [bo, b1, ..., by—1]; protoze na-
vic a,, = b, =0, je rovnost (2) dokazéana.

Jsou-li naopak na pfimce z+y = n—1 pouze modré body, odstranime
je z mnoziny T a pro redukovanou mnozinu T = {(z,y) € T: 2+ y <
< n — 1} vyuzijeme indukéni pfedpoklad: pfifadime-li mnoziné T’ ¢isla
a, b, (0 £ i < n—2) stejné, jako jsme dfive pfifadili ¢isla a;, b; mnoziné T,
jsou (n—1)-tice [ag, al, ..., al,_o] a by, b, ..., bl,_s] shodné; s ohledem na
modré body na pfimce 2+y = n—1 oviem mame a; = a;+1ab; = b, +1
(0=i=n-—2)ak tomu jesté an—1 = bp—1 = 1, takze rovnost (2) plati
i v tomto pfipadé. Ditkaz indukci je ukoncen a tloha je vyfeSena.

Popisme nyni elegantni zpisob, jakym rovnost (2) dokézal nas sou-
tézici J. Hdjek.

Jiné FeSeni. Protoze vSechna Cisla a; a b; lezi v mnoziné {0,1,...,n},
staci dokézat, ze pro kazdy jeji prvek k je pocet indexu i s vlastnosti
a; = k roven poctu indexl j s vlastnosti b; = k. Z podminky tlohy
zfejmé plyne, Ze libovolny bod (i,5) € T je modry, pravé kdyz spolu
s nim jsou modré i vSechny body z T nad nim a vpravo od né&j. Proto
pocet indext ¢ s vlastnosti a; = k dostaneme, kdyz od poétu py modrych
bodl na pfimce z + y = n — k odecteme pocet pi4+1 modrych bodi na
pfimce z +y = n — (k+ 1); pfitom klademe pg = n a pp41 = 0, abychom
,08etfili“ i krajni hodnoty k¥ = 0 a k = n. Témuz rozdilu px — pr+1 je
ovSem roven i pocet indexti j s vlastnosti b; = k. Tim jsme dokézali
rovnost (2), a tedy i tvrzeni tlohy.
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Jako treti FeSeni uvedeme postup, kterym soutézici T. Protivinsky
dokazal rovnost soucind (1), aniz vyuzil rovnost (2). VSechny cervené
body z T (pokud vibec existuji, jinak je (1) trividlné splnéna) ziejmé
vyplni sjednoceni nékolika (feknéme ¢q) obdélniki 0 £ z < u;, 0 Sy < vy,
jejichz (Eervend!) pravé horni vrcholy (u;, v;) (1 < i < ¢) oéislujeme tak,
aby platilo 0 S w3 < up < ...<ugSn—-lan—-12uv >uvy >
> ... > vy 2 1 (obr.39). Pokud néktery bod (u;,v;) lezi na pfimce
z +y =n—1, plati a,;, = by, = 0, takZe souciny na obou stranach (1)
jsou nulové. Proto déle predpokladejme, Ze u; + v; < n — 1 pro kazdé
i1 €{1,2,...,q} (odtud mj. plyne, ze ug < n—1lawv; < n—1). Nyni snadno
vyjadiime (kladné!) pocty a; v jednotlivych intervalech 0 < i < wuy,
up <1 S ug, ..., ug <@ < n—1 jako poty bodl z T, které lezi nad
horni stranou pfislusného ,cerveného®“ obdélniku:

a;=n—-1—i—v; (0505 w),

a=n—1—1—1v (u1<i§uz),

a;=n—1—i—v; (ug—1 <= uy),
a;=n—-1—i4+1 (yg<iSn-—1).
neboli

a;=n—1—1—1vs41 (us<i§us+1,0§s§q),

kde navic klademe ug = vg41 = —1, vo = ug41 = n — 1. Dostavame tak

Ug41 q

n—1 |
(n—2—us —vsq1)!

fTo-TT 1T tm1-iva-

i=0

(n—2- —
s=0 t=us+1 s=0 Us+1 US+1)

kde jsme vyuzili toho, Ze kazdy souéin c¢(c+1)(c+2). .. (c+d) nékolika po

sobé jdoucich pfirozenych ¢isel je roven podilu faktoridla (c+d)!/(c—1)!,

pficemz 0! = 1. Promyslete sami podle obr. 39, jaky geometricky vyznam

maji hodnoty c=n—1—-ugp1 —vVsp1ac+d=n—2 —us — vs41.
Podobné pro ¢isla b; plati analogické vyjadreni

bj=n—1-j—us (Vs+1 <jSws, 0S5 4q),
takze jejich soucin je roven
q

n—1 q Vs
, (n—2—us —vs41)!
]Izlobj:H H (n—l—]-us)ZH (n_2_uus_vv4s—)1!.

s=0 j=vsy1+1 s=0

156



Obr. 39

Vidime, Ze nalezend ,faktoridlovd“ vyjadfeni obou soucint z (1) se lisi
pouze ve jmenovatelich, a to o Cinitele (n — 2 — us — vs)! pro s = 0
a s = q+ 1, které jsou viak oba rovny 0! = 1. Dtikaz rovnosti (1) je tak
dokoncen.

2. Duikaz bude proveden, kdyz ukazeme, ze bod J lezi jednak na ose thlu
ECF, jednak na ose thlu EFC.

Usetky AE a AF maji délku rovnou poloméru r kruznice I', nebot
jsou soumérné sdruzené s jejimi praméry OF a OF (obr. 40). Ze shodnosti
tétiv AE a AF plyne shodnost obvodovych uhlt ECA a FCA, proto
bod A, a tedy i bod J, lezi na ose ihlu ECF.

Obr. 40

Podle Thaletovy véty je tithel BAC nad prumérem BC pravy, a pro-
toze OD je osa useCky AD, je OD || AJ, coz spolus OJ || DA znamena,
ze OJAD je rovnobéznik. Proto |AJ| = |OD| = r, coZ spolu s rovnosti
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|AE| = |AF| = r znamenad, ze trojihelnik JFA je rovnoramenny. Ze
shodnosti thld JFA a AJF pak plyne

|<JFE| = |<JFA| - |XEFA| = |<XAJF| — |<ECA| =
= |<AJF| - | JCF| = | JFC]|.

To znamenad, ze bod J lezi na ose thlu EFC.

V prvni rovnosti pravé provedeného odvozeni jsme vyuzili toho, Ze
bod J je vnitfnim bodem trojthelniku CEF. To zaruduje podminka
|<cAOB| < 120°, nebot pak lezi bod D uvnit¥ oblouku EA (trojthel-
nik EOA je rovnostranny), tedy ,nad“ osou EF thlopficky O A rovnobéz-
niku OJAD, takze jeho protéjsi vrchol J lezi v poloroviné EFO = EFC.
(Jak snadno zjistime, pro bod A takovy, ze |<x AOB| = 120°, vyjde J = C
a pro |[<xAOB| > 120° padne uz bod J dokonce vné kruhu omezeného
kruznici I'".)

Jiné feSeni. Stejné jako v predchozim reSeni zjistime, ze bod J lezi
na ose thlu ECF a ze OJAD je rovnobéznik. Ze soumérnosti podle
EF navic plyne |AE| = |OE| = |OA]|, takze AEO a AFO jsou shodné
rovnostranné trojahelniky, tj. |<cEOF| = 120°. Odtud jednak plyne, ze
thel EC'F ma velikost 60°, jednak vidime, ze body O a J leZi na kruZnici
I" = (A;|AO|) (obr.41), jejiz tétivé EF prislusi obvodovy tthel 120°.

Je-li I stfed kruznice vepsané trojuhelniku CEF, lezi, jak uz vime, na
polopiimce C A. Pro velikost thlu EIF pak mame

| EIF| =180° — |<<CEF| — §|<<CFE| = 90° + {|<<ECF| = 120°,

coz znamena, Ze i bod I lezi na kruznici I''. Ta vSak protina tsecku AC
v jediném bodé, proto J = I.
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Zajimavou obménu uvedeného feSeni podal nas soutézici J. Hajek,
ktery vyuzil pomocnou kruznici I se stfedem v bodé A a polomérem
shodnym s polomérem r kruznice I' (obr.42) a nasledujici planimetrické

Obr. 42

tvrzeni: Je-li I kruznice opsand trojuhelniku bod CEF a bod A stred toho
jejiho oblouku EF, na kterém nelezi vrchol C, pak vrcholy E, F, stred
kruznice vepsan€ a stied kruznice pripsané strané EF' trojuhelniku CEF
lezi na téze kruznici se stiedem v bodé A.

V nasi tloze z podminky |<cAOB| < 120° plyne, ze |AC| > r, takze
kruznice I protne tisecku AC v nékterém vnitinim bodé, ktery ozna-
¢ime I. ProtoZze kruznice I prochézi body E, F a polopfimka CA je
osou thlu ECF, je podle zminéného tvrzeni bod I stfedem kruZnice ve-
psané trojuhelniku CEF'. Staci tedy ukazat, ze bod I splyva s bodem J
ze zadéani dlohy. K tomu si vSimneme, Gsecky Al a DO maji stejnou
délku r a jsou obé kolmé k primce AB (tthel BAC je obvodovy thel nad
primérem BC kruznice I', pfimka OD je osou soumérnosti usecky AB).
To znamena, ze ADOI je rovnobéznik, tudiz I je ten bod pfimky AC,
pro ktery plati DA || OI, a proto I = J.

3. Predpokladejme, ze dvojice prirozenych ¢isel (m,n) mé pozadovanou
vlastnost. Zfejmé plati m > n, v pfipadé m < n by totiz pro kazdé a > 1
platilo

a™+a-1

0< ——-<1.
“Tra-1°

P1i déleni mnohoélenu F(z) = 2™ 4+ x — 1 mnohoc¢lenem G(z) = z™ +
+ 22 — 1 najdeme mnoho¢leny @, R s celo¢iselnymi koeficienty spliujici

rovnost F(z) = Q(z)G(z)+ R(z), pfi¢emz stupeh mnoho¢lenu R je mensi
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nez stupen G — to znamena, ze

R(z)
G(z)

—+0 prox = oo, (1)

zaroven vsak z rovnosti

F(a)
G(a)

R(a)
G(a)

= Qo) +

podle podminky tlohy plyne, ze podil R(a)/G(a) je celé ¢islo pro neko-
ne¢né mnoho ptirozenych ¢isel a. To vzhledem k (1) znamen4, Ze jen pro
kone¢ny pocet z nich je R(a)/G(a) # 0, takzZe mnohoc¢len R mé nekoneéné
mnoho kofeni, je tudiz nulovy: R(z) = 0 pro kazdé z. Oznacime-li nyni
k=m —n > 0, pak z vyjadreni

Fz) z""*+2-1 . —zF24zk4a-1

Q(x):G(:v): myar-1 ° * *+a? — 1 @)

vyplyvéa, ze mnohoélen G(x) = 2" + 2 — 1 d&li mnohoclen —z*+2 4 z* +
+x—1, ktery lze rozlozit na sou¢in (1 —z)(z*+! +2* —1). Protoze G(1) =
=1 # 0, mnohoélen G(z) déli dokonce mnohoélen H(z) = 2! + 2% —1,
mezi jejich stupni tudiz plati vztah n < k+1. Z nerovnosti G(0) = -1 < 0
a G(1) = 1 > 0 usoudime, ze G(s) = 0 pro nékteré realné &islo s € (0,1).
Potom ov$em rovnéz H(s) = 0, takze s + s? — 1 = s¥*1 4+ s¥ — 1, neboli
s" — skl = sk — 52, Lev4 strana posledn{ rovnosti je nezdporna (plati
totiz 0 < s < 1 an < k+ 1), takze podle pravé strany musi byt k£ < 2.
Podle zadani tlohy vSak plati n 2 3, tudiz z nerovnostin < k+1ak <2
vychézi n = 3 a k = 2, odkud m = n+k = 5. Dvojice (m,n) = (5,3) ma
skutecné pozadovanou vlastnost:

P +z-1 )
Bie o1 =z —-z+1

Pozndamka. Podané TeSeni vypadd zdanlivé jednoduse. Rozhodujicim
obratem je ,¢asteéné vydéleni (2), bez néhoz bychom néslednym postu-
pem dosli k rovnosti s"T* + s = s™ + s2, jejiz rozbor (ptivodni autorské
fefeni) je velmi naro¢ny.”

7 Upravu (2) a jeji u¢innost objevil jests pred vlastni soutéZi vedouci bulharské dele-

z celé vybrané Sestice. Vysledky soutéZicich (nejen naSich) to pak potvrdily.
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4. a) Patii-li ¢islo d k délitelim ¢isla n, patii k nim i ¢islo n/d. Proto je
rostouci k-tice déliteltt n/dy,n/di—1,...,n/dy shodnd s ptivodni rostouci
k-tici (v8ech!) délitelt dy,da, ..., d. S ohledem na zfejmé nerovnosti k <
<nad; 2 j tudiz plati

D =dyds +dod3 + ...+ dp_1d =

_n.n " noL B
dy di—1  dp—1 dp—2 dy dy
1 1 1
i L <
" <dld2 T &ds dk_ldk> =
1 1 1
<p2f1_ 4 > )
=”<1-2+2- T
1 1 1 11
— 2 _ = - = _ ) =
_"(1 5ty 3t -ty n)
1
=n2<1—-;)<n2

b) Ukéazeme, Ze ¢islo D déli ¢islo n, pravé kdyz n je prvocislo. Je-li n
prvocislo, pak k = 2,d; = 1,d, =na D =1-n = n, coz je skutecné
délitel ¢isla n?.

Predpokladejme dale, Ze ¢islo n je slozené, a oznac¢me p jeho nejmensi
prvodiselny délitel. Potom plati £ > 2 a dx—; = n/p, odkud dostavame

n2

n

D =dids +dods + ... +di_1dg > dr_1d, = —-n=—,

P p

coz dohromady s dokizanou &4sti a) vede k odhadu n?/p < D < n?.

Odtud jiz plyne, ze D nedéli n?, nebot &islo n?/p je po &islu n? druhy

nejvétsi délitel cisla n?.

5. Snadno ovéfime, ze mezi funkce spliujici danou funkciondlni rovnici
1

patii funkce uréené vzorci fi(x) =0, fa(z) = 5 a f3(z) = 22, UkaZeme,
7e zadnd jiné funkce f pozadovanou vlastnost nema.

Dosazenim z = y = z = 0 do dané rovnice dostaneme 2£(0)(f(0) +
+ f(t)) = 2f(0) pro kazdé t. Specidlné pro t = 0 vychazi 4f(0)? =
= 2f(0), takze bud f(0) = 0, nebo f(0) = 1. V piipadé f(0) = 1 podle
predchoziho plati § + f(t) = 1, a tedy f(t) = § pro kazdé ¢.

Predpokladejme nyni, ze f(0) = 0. Volbou z = t = 0 v dané rovnici
dostaneme f(zy) = f(x)f(y) pro libovolné z, y. Takovou funkci f nazy-
vadme multiplikativni. Specidlné plati f(1) = f(1)?, takze bud f(1) = 0,
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nebo f(1) = 1. V ptipadé f(1) = 0 oviem f(z) = f(z-1) = f(x)-f(1) =0,
tj. f(z) = 0 pro kazdé x.

Zbyvé tedy prozkoumat piipad, kdy f(0) = 0a f(1) = 1. Dosadime-li
z=0ay =1t =1do (1), dostaneme 2f(z) = f(—z2) + f(z), tedy
f(z) = f(—z) pro kazdé z, to znamena, ze f je suda funkce. UkdZeme-li
proto dale, Ze f(z) = z? pro kazdé z > 0, bude stejny vzorec platit pro
kazdé realné ¢islo x. Polozime-li v dané rovniciy = z = ¢t = 1, dostaneme
pro kazdé z rovnost

2f(x)+1) = flz-D+ fz+1),

ze které Ize vypocitat hodnotu f(z+1), zname-li hodnoty f(z) a f(z — 1).
Timto postupem lze rutinni indukeci ovéfit, ze f(n) = n? pro kazdé priro-
zen€ ¢islo n (jak je tomu pron = 0 an = 1). Odtud uz s ohledem na to, 7ze
f je multiplikativni, pomérné snadno vyplyv4, Ze rovnost f(z) = z? plati
pro kazdé kladné raciondlni c¢islo x. Skutecné, ke kazdému takovému z
existuje prirozené n takové, ze ¢islo nz je prirozené; jak uz vime, rovnosti
f(n) =n? a f(nx) = (nx)? plati, v jejich disledku dostavame

n’e® = (na)* = f(na) = f()f(x) = n*f(a),

odkud f(x) = 22. Posledni rovnost bude platit i pro kladné iraciondini
¢isla x, kdyz ukazeme, ze funkce f je na intervalu (0,00) neklesajici.
Viimnéme si predné, Ze pro kazdé realné z plati f(z) = f(1/]z| )2 > 0;
proto méa funkce f pouze nezaporné hodnoty. Je-li 0 < v < u, pak

F) = (V)2 = (F(V0) +0)* £ (F(VR) + f(Va 1)) = f(u),

kde posledni rovnost plyne z dané rovnice volbouz =t = v ay =z =
= /u —v. Ukézali jsme, ze f je skutecné na intervalu (0, c0) neklesajici
a cely dikaz je hotov.

6. Diikaz, ktery uvedeme, patii vedoucimu kolumbijské delegace F. Ar-
dilovi a je podstatné jednodussi nez ptivodni autorské reseni.
Poznamenejme nejprve, ze zadné dvé z danych kruznic nemaji spo-
le¢ny bod, nebot spole¢nym bodem dvou kruznic I';, I'; by bylo mozno
vést piimku, kterd protina libovolnou treti kruznici I'y.
UvaZzujme nyni konvexni obal rovinné mnoziny, ktera je sjednocenim
dané n-tice kruznic. Hranice tohoto obalu se sklada z nékolika tsekt
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spole¢nych vnéjsich tecen dvojic danych kruznic a nékolika jejich ob-
louki (obr. 43). Prislusny oblouk kruznice I'; oznacime I';y a jeho velikost

Obr. 43

v radidnech ;0.8 Protoze zkoumané hranice je hladké uzaviend kfivka,
ziejmé plati rovnost

a0+ oo + ...+ Qpo = 21 (1)

Déle budeme potiebovat tuto vlastnost kazdého oblouku I';o: je-li T" libo-
volny vnitini bod oblouku I';p, pak tecna ke kruznici I'; s bodem dotyku T’
nemd spole¢ny bod s zZddnou dalsi kruznici I';, j # i.

Vyberme nyni libovolné dvé dané kruznice I';, I'; a na prvni z nich,
kruznici I';, uvazujme body 7' s touto vlastnosti: teéna ke kruznici I';
s bodem dotyku 7' mé aspon jeden spole¢ny bod s kruznici I';. VSechny
takové body T" vyplni na kruznici I'; dva shodné oblouky I';; a I'};, jejichZ
krajni body jsou body dotyku spolecnych tecen dané dvojice kruznic
(obr.44). Pro velikost a;; téchto oblouki podle obrazku plati

1 1 sina;; oy
sina;; = ————, odkud =—=_2 < 2 2
7 10:04] |0;05] 2 2 @)
nebot sina < a pro kazdé o € (0, in).
Podle predchoziho popisu jsme na kazdé kruznici I'; vyclenili 2n — 1
obloukt: oblouk I'ip a (n — 1) par oblouki Ty; a Tj;, kde j €

€ {1,2,...,n} \ {¢}. Podle zadani tlohy zadné dva z téchto (2n — 1)

8 Ma-li kruznice I'; s hranici obalu spoleény nejvySe jeden bod, poloZzime I';o = 0
a ajo = 0.
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Obr. 44

obloukd nemaji spole¢ny vnitini bod, takze pro soucet jejich velikosti
plati odhad
a0 + 2 Z Qij < 2,
15jSn,
J#i

ktery spolu s (2) vede k nerovnosti

3 1 _ = 1
|0;0;] 2 4"

15j<n,
i
pro kazdé i = 1,2,...,n. Secteme-li téchto n nerovnosti, pak s ohledem
na vztah (1) a zfejmé rovnosti |0;0;| = |0;0;| dostaneme
9 Z 1 o T 1 i _ Tl = ].)
|0:0/] 2 4% - ’

1<i<js<n

odkud po déleni dvéma vychazi kyzena nerovnost.
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