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Kategorie B

Texty uloh

B-1-1
Palindromem rozumime pfirozené Cislo, které se Gte zepredu i zezadu
stejné, napft. 16 261. Najdéte nejvétsi ¢tyfmistny palindrom, jehoZ druhé
mocnina je také palindromem. (E. Kovac)
B-1-2
Najdéte vSechny trojice realnych ¢isel (z,y, z) vyhovujici soustavé rovnic
7 +y° =975,

2y + y?x = 625
(J. Zhouf)

B-1-3

Je dén trojuhelnik se stranami délek a, b, ¢ a obsahem S. DokaZte, Ze
rovnost 2¢? = |a? — b?| plati, pravé kdyZ existuje trojuhelnik se stranami
délek a, b, 2c a obsahem 2S. (P. Cernek)

B-1-4

Krokem budeme rozumét nahrazeni uspofddané trojice celych éisel
(p,q,r) trojici (r + 5¢,3r — 5p,2¢ — 3p). Rozhodnéte, zda existuje celé
&islo k taskové, Ze z trojice (1,3,7) vznikne po konefném poctu kroki
trojice (k,k + 1,k + 2). (P. Cernek)

B-1-5

V roviné je dan pravouhly lichobéZnik ABCD s delsi zakladnou AB
a pravym thlem pfi vrcholu A. KruZnice k; sestrojenéd nad stranou AD
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jako primérem a kruznice ko, kterd prochéazi vrcholy B, C' a dotyka se
primky AB, maji vnéjsi dotyk v bodé P. Dokazte, Ze thly CPD a ABC
jsou shodné. (J. Svrcek)

B-1-6

V kartézské soustavé soufadnic Ouv zndzornéte mnoZinu vSech bodi
[u,v], kde u > 0, pro néz ma rovnice

|z? —uz| +vz—1=0

s nezndmou z praveé tii rizné redlna reseni. (J. Simsa)
B-S-1

Najdéte nejvétsi pétimistné prirozené Cislo, které je délitelné ¢islem 101

a které se Cte zepredu stejné jako zezadu. (J. Simsa)
B-S-2

Je dan konvexni ¢tyrahelnik ABCD. Ozna¢me P prisecik jeho thlopfti-
¢ek a @ prusecik spojnic stfedd jeho protéjsich stran. Lezi-li bod @ na
uhlop¥i¢ce BD, je bod P stfedem thloptitky AC. DokaZte. (E. Kovdc)

B-S-3

Kolik rtznych vysledk miizeme dostat, seCteme-li kazd4 dvé z danych
péti riznych pfirozenych ¢&isel? Pro kazdy mozny pocéet uvedte piiklad
takové pétice &isel. (P. Cernek)

B-1Il-1

Urcete nejvétsi pocet po sobé jdoucich pétimistnych prirozenych cisel,
mezi nimiZz neni Zadny palindrom, tj. ¢islo, které se Cte zepfedu stejné
jako zezadu. (J. Simsa)

B-11-2

V roviné je dan pravouhly trojihelnik ABC, na jehoZ pifeponé AB uva-
zujeme libovolny bod K. KruZnice sestrojend nad tse¢kou CK jako nad
prumeérem protne odvésny BC a C' A ve vnitinich bodech, které oznacime
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po fadé L a M. Rozhodnéte, pro ktery bod K méa ¢étyiahelnik ABLM
nejmensi mozny obsah. (J. Svrcek)

B-11-3

Urcete v8echna realnd cisla p, pro néz ma rovnice
2 _
(z = 1)* =3|z| — pz
pravé tii rizné feSeni v oboru redlnych &isel. (J. Simsa)

B-11-4

V roviné je dan pravouhly lichobéznik ABCD s delsi zédkladnou AB
a pravym uhlem pfi vrcholu A. Ozna¢me k; kruZnici sestrojenou nad
stranou AD jako nad prameérem a ke kruznici prochazejici vrcholy B, C
a dotykajici se pfimky AB. Maji-li kruznice k1, k2 vnéjsi dotyk v bodé P,
je pfimka BC' te¢nou kruznice opsané trojihelniku C' D P. Dokazte.

(J. Surcek)
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Reseni tiloh

B-1-1

Kazdy ¢tyrmistny palindrom p = abba lze zapsat ve tvaru
p=a-1001+b-110,

kde a € {1,2,...,9} a b € {0,1,2,...,9}. Potom druh& mocnina &isla
abba ma tvar

p? =a?-1002001 + 2ab-110110 + b% - 12100 =
=a?-10°% + 2ab - 10° + (b* + 2ab) - 10* +
+ (20 + 2b%) - 103 + (b* + 2ab) - 10% + 2ab - 10! + a?.

Posledni ¢&islice ¢isla p? je tedy stejna jako posledni &islice &isla a?.

Pro a 2 4 je ¢islo p? nutné osmimistné. Jeho prvni &slice je rovna
jedné z hodnot ¢, c+ 1, c+2, kde c je prvni &islice dvojmistného &isla a?.
(Maximalni pfenos z nizsiho fadu je roven &islu 2.) Je-li v8ak dané ¢islo
opét palindromem, je jeho prvni i posledni éislice stejnd. Porovnanim
prvni a posledni ¢islice u ¢isel 16, 25, 36, 49, 64, 81 vidime, Ze zadné
z nich neni tvaru c(c + 2), ¢(c + 1) nebo ce.

Je-lia=3ab22, je ¢islo p?> opét osmimistné, jeho posledni &islice
je 9 a prvni je 1, nejedna se tedy o palindrom.

Ve vsech ostatnich piipadech je &islo p? sedmimistné. Protoze a? je
pouze jednomistné a zapis &isla p? je symetricky, musi byt nutné vechny
tfi hodnoty 2ab, 2ab + b?, 2a® + 2b% mensi nez 10, aby nedoslo k pienosu
do vyssiho fadu. Diskutujme tfi pripady:

e a = 3: nerovnici 2 - 32 + 2b? < 10 nevyhovuje zadné b,
e a = 2: nerovnici 2 - 22 + 2b? < 10 vyhovuje pouze b = 0,
e a = 1: nerovnici 2 - 12 + 2b% < 10 vyhovuje pouze b =0, b =1,

Zdvér: Nejvétsim Ctyfmistnym palindromem spliujicim podminky
tlohy je ¢islo 2 002.

B-1-2
Pri¢teme-li k prvni rovnici trojndsobek rovnice druhé, ziskdme rovnici
z3 4 322y 4 3xy? 4+ o3 = 2723,
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Jeji Gpravou dostaneme
(x+v)3=(32)3 tj. z4+y=3z
Dosadime-li tento vyraz do levé strany druhé rovnice soustavy, dostaneme
Py +ay’ =ay(z +y) = 3zyz, tj. 3zyz =623,

Rozlisime dva pripady.

Je-li z = 0, je posledni rovnice splnéna pro vSechna z,y € R. Z prvni
rovnice soustavy ziskdme z® + y® = 0, tj. y = —x. ReSenim je kazd4
trojice (t,—t,0), kde ¢ je libovolné redlné ¢islo.

Je-li z # 0, pak zy = 22%. Spole¢né s rovnici  + y = 3z dostavame
soustavu

T +y =3z,

Ty = 222

dvou rovnic o dvou neznamych z,y s parametrem z. Eliminaci napf.
neznamé y dostaneme kvadratickou rovnici

22— 3zz 4222 =0.

Ze vztaht mezi kofeny a koeficienty kvadratické rovnice ziskdme feSeni
ve tvaru T = z,y = 2z nebo r = 2z, y = z. Reenim je tedy kazda trojice
(t,2t,t) a (2t,t,t), kde t je libovolné redlné ¢islo (rtzné od nuly).

Zavér: Soustava ma feSeni (¢, 2t,t) a (2t,t,t) pro kazdét # 0, (¢, —t,0)

......

Jiné reSeni. Prvni rovnici vynasobime dvéma a odeéteme od ni troj-
nasobek rovnice druhé (vylouc¢ime tak nezndmou z). Ziskdme rovnici

223 4+ 2% — 322y — 3zy? = 0.
Levou stranu rovnice postupné upravime na tvar:

2(z +y)(e® —ay +y*) - 3@ +y)zy =0,
(z +y)(22® — 5y + 2y*) = 0,
(z+y)(2z - y)(z - 2y) = 0.
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Mohou tedy nastat tfi pripady:

e z+y = 0, potom y = —z. Dosazenim do prvni rovnice soustavy
dostaneme 92° = 2% + (—z)® =0, tj. z = 0.

e 2x —y = 0, potom y = 2z. Dosazenim do prvni rovnice soustavy
dostaneme 92% = 23 + (22)% = 923, tj. z = z.

e x — 2y = 0, potom z = 2y. Dosazenim do prvni rovnice soustavy
dostaneme 92° = (2y)® + 3 = 943, tj. z = y.

Zdvér: ReSenim jsou viechny trojice (¢, —t,0), (¢,2t,t) a (2t,t,t), kde
t je libovolné realné ¢islo.

B-1-3

Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze plati a = b. Jestlize je ob-
sah trojihelniku A’B’C’ se stranami délek a, b, 2¢ roven dvojnésob-
nému obsahu trojihelniku ABC se stranami délek a, b, c, jsou vysky
CV a C'V' téchto trojuhelnikti shodné. Trojuhelniky ACV a A'C'V’
jsou tedy shodné podle véty Ssu, proto miZzeme oba trojihelniky ABC
a A'B'C’ premistit tak, aby platilo B = B', C = C' a'V = V’; pak uZ
oviem nemiiZe platit A = A’. Jak4 je poloha bodu A a A’ na p¥imce BV?
Protoze b = |AC| = |A'C|, je trojuhelnik AA'C je rovnoramenny a jeho
zédkladna AA’ mé stied v bod& V (obr.9). Pfedpoklad a 2 b znamen3,

c=c

A v=V'" A ¢ B=B
Obr. 9
ze |AC| = |A'C| £ |BC|, takze bod B nelezi na tseéce AA'; protoze
|AB| = c a |A’B| = 2¢, lezi bod B na polopfimce opatné k AA’ tak, Ze
bod A je stfedem tsetky A'B.
Z pravouhlych trojihelnikd AV C a BV C vyplyva

ree- (3.

vP=0% - (%0)2.
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Porovnéanim pravych stran dostaneme po Gpravé
a? — b% =262

Ukézali jsme tak, Ze pokud k danému trojihelniku ABC existuje
trojahelnik se stranami a, b, 2c a obsahem 25, pak pro délky a, b, ¢ musi
byt splnéna rovnost |a? — b%| = 2¢2%.

Predpokladejme naopak, ze pro velikosti stran a, b, ¢ trojahelniku
ABC plati |a® — b?| = 2¢2. Nejprve ukdZeme, 7e trojihelnik se stranami
a, b, 2c existuje, tj. ze plati trojihelnikova nerovnost

a+b>2c>|a—b|

Pro trojthelnik ABC plati trojihelnikova nerovnost a +b > ¢ > |a — b|.
Proto plati 2¢ > ¢ > |a — b|. Vynésobime-li dile obé strany nerovnosti
¢ > |a — b| kladnym vyrazem a + b, obdrzime nerovnost

c(a+b) > |a* — b?| = 2¢%,
z niz po déleni ¢ vyplyva nerovnost
a+b>2c

Piedpokladdejme nyni, Ze v trojihelniku A’B’C’ o stranich a, b, 2¢
plati rovnost 2¢? = a? — b? (opét bez ijmy na obecnosti predpoklddame,
7e a > b — zde nemiiZe byt a = b, protoZe by bylo ¢ = 0).

Vysvétlime, pro¢ pata V vysky z vrcholu C’ na stranu A’B’ padne
dovnitf této strany (a ne na jeji prodlouzeni). K tomu stali ukazat, ze
trojahelnik A’ B'C’' m4 ostré vnitini thly u vrcholt A’ i B’ (obr. 10). Uhel
A'B'C'" je mensi nez tihel B'’A’C’, nebot predpoklddame, ze a > b. Uhel

'
b v a
TV
AI C A C BI
Obr. 10
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B'A'C" je ostry, pravé kdyz plati nerovnost |B'C’|? < |A'B'|? + |A'C"|?,
neboli a? < 4c? 4+ b2. Posledni nerovnost je ale zarucena rovnosti a? =
=b? +2¢%.

Z pravouhlych trojahelniki A’V C’" a B'VC’ plyne, Ze pro délky z =
= |A'V] av =|C"V] plati

’U2=b2—.’L'2,

v? = a? - (2c—z)2.

Porovnanim pravych stran dostaneme po tpravé
4ex = 4c? — (a® — b?)
a dosazenim za a? — b? vyjde
dex =42 - 22 =262, tj.x= %c.
Oznacime-li A (ve shodé s prvni ¢asti) stied strany A’B’, plati
|AC'| = |A'C'| = b,

tudiz trojihelnik AB’'C’ ma strany délek a, b, ¢ a obsah rovny poloviné
obsahu trojihelniku A’B’C’. Tim jsme dokazali opa¢nou implikaci.

Jiné Feseni. Z Heronova vzorce pro obsah S; trojthelniku ABC a pro
obsah S, trojihelniku A’B’'C’ mame

si=3/(@r o - )@ - @),

Sy = %\/((a +b)? —4c?) (4¢ — (a — b)?).

Z podminky S = 257 plyne
((a+b)? —4c®) (4¢®> = (a —b)?) =4((a+b)* = ) (* - (a — b)?).
Z této podminky po tpravé dostaneme
(a® = b?)? = 4ct, ;. |a2 - b2| = 2c2.

Provedené tpravy jsou ekvivalentni, proto je mozno cely postup obréa-
tit. Z rovnosti |a? — b%| = 2c? vyplyva, Ze trojihelnik A’ B'C’ ma dvakrat
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vétsi obsah nez trojihelnik ABC. Existenci trojahelnik lze dokazat stej-
nym postupem jako v prvnim feSeni.

Jiné fefeni. Uvazujme tsetku BC délky a (a > b) a kruZnici k se
stfedem v bodé C a polomérem b (obr. 11).

Obr. 11

Ve stejné poloroving (s hrani¢ni pfimkou BC') uvazujme body A a A’,
pro néz plati |[AB| = ¢, |A'B| = 2c. Lezi-li body B, A a A’ na téze p¥imce,
potom obsah trojihelniku A’BC' je dvojndsobkem obsahu trojihelniku
ABC'. Z mocnosti bodu B ke kruZznici k plyne

|BA|-|BA'| = 26 = a® — B2,

Je-li naopak splnéna posledni rovnost, protne polopfimka opa¢né
k AB kruznici k v bodé, jehoz vzdalenost od bodu B je rovna 2c, timto
bodem je v8ak A’. Odtud jiz plyne tvrzeni pro obsahy trojihelnikt. Exis-
tenci trojahelniki lze dokazat stejnym postupem jako v prvnim feSeni.

B-1-4

Secteme-li vSechna tii ¢isla nové vzniklé trojice, dostaneme
(r+5q)+(3r—>5p)+(2¢—3p) =4r+7¢—8p = 3(r+2q—3p) +(p+q+r).

Toto ¢&islo dava pri déleni tfemi stejny zbytek jako &islo (p + ¢ + r),
tj. zbytek pri déleni tfemi souctu Cisel v trojici zlstava zachovan. Pro
trojici (1,3,7) je zbytek roven dvéma (1+3+7=11=3-3+ 2).
Soucet tii po sobé jdoucich celych ¢isel je vSak délitelny t¥emi, takze
déava zbytek nula. Plyne to z rovnosti k + (k +1) + (k+ 2) = 3(k + 1).

Zavér: Po kone¢ném poctu kroku nemuzeme z trojice (1,3,7) dospét
k trojici po sobé jdoucich celych ¢isel.
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Jiné Feseni. Pfedpokladejme, Ze z néjaké trojice (a, b, c) vznikne v na-
sledujicim kroku trojice po sobé jdoucich ¢isel (aq,bq,c1). Tato tfi éisla
jsou tedy nutné ¢leny aritmetické posloupnosti s diferenci 1. Musi proto
platit

C1 -—bl :b1 —ap.

Dosadime-li sem a; = ¢+ 5b, by = 3¢ — 5a, ¢; = 2b — 3a, dostaneme po
Gpravé
7(a + b) = 5¢.

Odtud nutné plati ¢ = 7k, a + b = 5k pro néjaké celé ¢islo k. Potom ale
a; = 32k — 5a, by = 21k — 5a, ¢; = 10k — 5a. Aby tato trojice tvofila
aritmetickou posloupnost s diferenci jedna, muselo by byt 11k = —1,
tj. k= —11—1. To je spor s predpokladem, ze k je celé ¢islo.

Jiné FeSeni. Zkoumejme, jak se méni parita trojice ¢isel v nasledujicich
krocich. Na zacatku jsou vSechna tfi ¢isla licha. Postupné dostavame:

LD = (s,8,0) = (1,1,s) = (L,LL) — ...

ProtoZe se parita Cisel pravidelné méni dle daného schématu, nemu-
Zeme z trojice lichych ¢isel dospét k trojici (s,l,s), resp. (I,s,l), které
reprezentuji vSechny trojice po sobé& jdoucich ¢isel (za sudym &islem né-
sleduje liché a naopak).

B-1-5

Protoze tsetka AD je prumérem kruznice k;, je thel APD pravy
(obr.12).

D X C

ky

ks
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UvaZzujme spole¢nou teénu ¢t obou kruznic prochazejici bodem P.
Ozna¢me po fadé S a X priseciky teény t s tseckami AB a CD.
Pfimka AB je vSak také spoleénou te¢nou obou kruznic. Plati proto
|SA| = |SP| = |SB|. Bod S je proto stfedem Thaletovy kruznice se-
strojené na stranou AB jako priimérem. Uhel APB je tudiz stejné jako
uhel APD pravy a bod P je tedy vnitinim bodem tusecky BD.

Trojuhelnik BPS je rovnoramenny se zakladnou BP, pro jeho thly
tedy plati |xSBP| = |xSPB|. Uhel SPB m4 navic stejnou velikost jako
thel DPX (dvojice vrcholovych Ghli). Plati proto [« ABP| = |xDPX|.
Soucasné v8ak je ithel X PC Ghlem tsekovym pro tétivu C' P kruznice k.
Z rovnosti obvodového a tisekového Ghlu mame |<xPBC| = |x X PC)|.

Celkové dostavame

|<xABC| = |xABP| + |¥xPBC| = |«xDPX|+ |xXPC| = |xDPC|,
coz jsme chtéli dokazat.

B-1-6

Nulové body vyrazu 22 — uz jsou x = 0 a ¢ = u. Protoze dle zadani
plati u > 0, rozdélime redlnou osu na tfi vzajemné disjunktni intervaly
L = (—00,0), I = (0,u) a I3 = (u, 00).

Na intervalech I; a I3 feSime kvadratickou rovnici

22— (u—v)r—1=0.

Tato rovnice mé kladny diskriminant (u — v)? + 4, a tudiz dva rtzné
realné koreny

T = )
2
u—v++/(u—v)2+4
To = 2

Protoze \/(u —v)?2 +4 > |u — v|, plati z; < 0 a z2 > 0. Znamen4 to, Ze
Cislo z; je vzdy feSenim rovnice (1), nebot I; = (—o0,0), zatimco ¢&islo zo
je feSenim rovnice (1), pravé kdyz plati zo € I3, neboli zo > u.

Na intervalu I feSime kvadratickou rovnici

22— (u+v)r+1=0.
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Tato rovnice m4 diskriminant D = (u+v)? — 4 a p¥ipadné realné koteny

Tr3 =

Tyq =

Ze zadani vyplyva, Ze aspon jeden z kofenu z3, x4 musi byt FeSenim
rovnice (1) (lezicim na intervalu I5). Proto pfedné musi byt diskrimi-
nant D neziporny, z ¢ehoz plyne podminka |u + v| 2 2. Protoze navic
v (u+v)?2 —4 < |u + v|, maji oba kofeny z3, x4 stejné znaménko jako
soucet u+v. Dohromady to znamend, Ze musi platit u+v = 2 (v pfipadé
u+v £ —2 by totiz zadné z ¢&isel z3, z4 neleZelo na I). Za podminky
u+v 2 2 oviem plati 0 < z3 < x4, takZe ze zadani plyne, Ze na intervalu
I, = (0,u) lezi ¢islo z3 (a pfipadné i ¢islo x4).

Z dosavadnich Gvah plyne, Ze nasi tlohou je posoudit otazku, kdy za
podminek

u>0 a ut+v22 (2)

nastane néktery z téchto pripadi:
a) To ¢ I3, {l‘3,fl}4} C Iz, x3 # xy4;
b) T9 € I3, I3 =24 € 12;

C) To € I3, x3 € Iy, x4 ¢ I>.

Ad a. Zjistime, kdy jsou splnény jednotlivé podminky, které tento
pfipad vymezuji (pro lep$i piehled je v textu uvaddime éernymi puntiky).
e 22 ¢ I3, neboli zo < u. Po Gpravé ziskdme nerovnost

Vu-v)2+4=<u+o,

jejiz prava strana je podle (2) kladnd, takze obé strany miZeme umocnit
na druhou. Po dalsi snadné tipravé dostaneme podminku uv 2 1. Proto
plati:
z2 ¢l <= wuv21.
e {z3,24} C I,. Jak vime, za podminek (2) plati 0 < z3 £ x4,
sta¢{ proto pouze zkoumat nerovnost x4 < wu, neboli \/(u +v)2 —4 <
< u — v. Posledni nerovnost miize platit jediné tehdy, kdyz v = v. Pak

po umocnéni stran zkoumané nerovnosti a néasledné tpravé dostaneme
podminku uv £ 1. Proto plati:

{z3,24} C L <= u2v Auwl
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vvvvvv

rovnost £3 = x4 nastane, pravé kdyz u + v = 2. Za podminek (2) tedy
plati
3£ x4 <= u+tv>2

Shrneme nyni vSechny podminky pro zkoumany pfipad A. Z nerov-
nosti uv 2 1 a wv £ 1 plyne uv = 1, neboli v = 1/u. Zbyvajici podminky
jsou pak tvaru u 2 1/u a u+ 1/u > 2 a jsou zfejmé& obé splnény, praveé
kdyZz v > 1. Hledané body [u,v] v pfipadé A tedy tvoii ¢ast hyperboly
v = 1/u uréenou omezenim u > 1 (obr. 13). '

“A
g K
ol 1 >u

Obr. 13

Ad b. Z predchoziho rozboru pfipadu A plyne, Ze za podminek (2)
plati tyto ekvivalence:

o€l < w<l, x4€l, < uZv A w1,
T3 =T4 < u+v=2.

Vidime, ze v pfipadé B musi platit v = 2 — u. Tehdy jsou zbyvajici
podminky tvaru (2 —u)u < 1 au 2 2 — u a jsou ziejmé obé& splnény,
pravé kdyz u > 1. Hledané body [u,v] v pfipadé B tedy tvori polopfimku
urcenou rovnici v = 2 — u a omezenim u > 1.

Ad c. Podminku z3 € Iy lze vyjadfit nerovnosti z3 < wu, kterd je
ekvivalentni s nerovnosti \/(u + v)? — 4 2 v — u, jeZ je splnéna trivialné,
pokud u 2 v. Jak jsme ale ukézali diive, v p¥ipadé u = v plati nejen
z3 € I, ale také x4 € I, coz pripad C vylucuje. V piipadé C tedy nutné
plati u < v a z nerovnosti \/(u + v)2 —4 2 v — u po umocnéni a Gpravé
dostaneme podminku uv 2 1. Jak ale vime, z posledni nerovnosti plyne
x9 ¢ I3, takze piipad C nemtzZe nikdy nastat.
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Zdveér: Mnozinou vSech bodi vyhovujicim zadani je ¢ast hyperboly
v = 1/u a €ast pfimky v = 2 — u, v obou pfipadech ¢asti uréené podmin-
kou u > 1.

Jiné feseni. Rovnici lze fesit také graficky. Zkoumame, kdy budou mit
grafy funkci f(z) = |22 — uz| a g(z) = 1 — vz pravé t¥i spoletné body
(obr. 14).

Y)

Obr. 14

Graf funkce f je sloZen z Gasti paraboly, grafem funkce g je pfimka
prochézejici bodem [0, 1]. Aby tato pfimka méla s grafem f(z) spole¢né
pravé t¥i body, musi byt bud te¢nou paraboly na intervalu (0,u) (potom
u + v = 2, odvozeni je analogické jako v predchozim feSeni — pomoci
diskriminantu), nebo musi prochézet bodem [u,0] a soucasné protinat
graf funkce f ve vnit¥nim bodé intervalu (0, ). Dosadime-li soufadnice
bodu [u, 0] do rovnice pfimky g, dostaneme 0 = 1 —vu, tj. uv = 1. Stejné
jako v pfedchozim feSeni musi platit u > 1, coZ miizeme ovérit nalezenim
druhého pruseéiku primky s parabolou.

B-S-1

Libovolné z uvazovanych pétimistnych ¢isel ma desitkové soustavé zapis
tvaru abcba. Jeho rozvinutim a Gpravou ziskdme rovnost

abcba = 10001a + 1010b + 100c = 101(99a + 10b + ¢) + 2a — c.

Odtud plyne, Ze zkoumané &islo je délitelné 101, pravé kdyz 2a —c =0
(pro libovolné é&islice a, ¢ totiz jisté plati |2a — ¢| < 101). Z rovnosti
2a = c plyne a £ 4, a protoZe hleddme co nejvétsi takové &islo, zvolime
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jeho prvni &islici a = 4, které odpovida Cislice ¢ = 8. Protoze Cislice b
nemé na délitelnost ¢islem 101 vliv, zvolime ji co nejvétsi: b = 9. Hledané
Cislo je tudiz 49 894.

B-S-2

Stiedy stran ¢tyfahelniku ABCD ozna¢me K, L, M, N podle obr. 15.
Protoze tsetky KL a MN jsou stfedni pfi¢ky trojuhelniki ABC

Obr. 15

resp. ACD, plati KL || AC || MN. Obdobné plati LM || BD || KN,
tudiz KLMN je rovnobéznik a bod @ puli Gse¢ku K M. Viimnéme si
nyni trojahelniku KM N. Stiedem @ jeho strany KM prochézi podle
predpokladu tlohy tahlopricka BD, ktera je, jak vime, rovnobézna s dru-
hou stranou K N. Proto i stfed R tfeti strany M N leZi na thlopfi¢ce BD.
Protoze tsecka M N je stejnolehld s tseckou C'A podle stfedu D, pili
ahloptitka BD nejen usetku M N (v bodé R), ale i tsetku AC (v odpo-
vidajicim bodé P).

B-S-3

Dané pfirozend ¢isla ozna¢me podle velikosti 7 < 75 < 73 < 74 < 5.
Protoze plati

T+ 22 <21 +23<21+24<T1+25<Ty+2T5<23+T5 <Tq+ s,

je mezi vSemi soucty x; + z; aspon sedm rtznych hodnot. Nevypsany
zlistaly pouze tii z moznych soucti, a to soulty xo + 3, xo+4 a T3+ 4.
Proto pro po¢et p moznych hodnot uvazovanych soudti plati 7 < p < 10.
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Pro kazdou z hodnot p € {7,8,9,10} uvedeme pfiklad pétiprvkové
mnoziny M, pfirozenjch ¢isel, pro kterou uvazované soucty nabyvaji
pravé p riznych hodnot (jejich mnoZinu oznaéime Sp):

M7 = {1a2a3’475}a S7 = {3747 5767 7a 879}7
Ms = {1,2,3,4,6},  Ss={3,4,5,6,7,8,9,10};
Mg = {1,2,3,4,7}, So = {3,4,5,6,7,8,9,10,11};

M10 . {1’ 2) 37 5: 8}a SlO = {374, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 13}

B-I1l1-1

Mezi 109 po sobé jdoucimi pétimistnymi Cisly
10902, 10903, ...,10999, 11000,...,11009, 11010

neni zadny palindrom (je mozné uvést i jiné vyhovujici pfiklady 109 pé-
timistnych &isel, my jsme vypsali skupinu nejmensich z nich).

Nejmensi a nejvétsi pétimistné palindromy jsou ¢isla 10001 a 99 999;
pred éislem 10001 je jen jedno pétimistné Cislo, za Cislem 99999 uz do-
konce zadné takové ¢islo neni. UkdZeme nyni, Ze za kazdym pétimistnym
palindromem z,  # 99 999, nasleduje pétimistny palindrom z+ 100 nebo
z + 110 nebo z + 11. Skute¢né, je-li + = abcba, pak v pFipadé ¢ # 9 je
palindromem ¢islo z + 100 = ab(c + 1)ba, v pfipadé ¢ = 9 # b je palin-
dromem ¢&islo = + 110 = a(b + 1)0(b + 1)a, kone¢né v pfipadé c =b =9
(kdy nutné a # 9) je palindromem ¢islo z 4+ 11 = (a + 1)000(a + 1).

Odpovéd. Hledany nejvétsi pocet ¢isel je roven 109.

B-11-2

Protoze thly KLC, KMC a LCM jsou pravé (obr.16), je étyfthelnik
K LCM pravouhelnik a trojihelniky AKM a KBL jsou podobné troj-
dhelniku ABC. Oznaéme jako obvykle a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB|
a polozme |AK| = kc, kde 0 < k < 1. Pak ovSem |KB| = (1 — k)c
a ze zminéné podobnosti trojihelnik dostavame vyjadieni |AM| = kb,
|LC| = |KM| = ka, |BL| = (1 — k)a a |MC| = |[KL| = (1 — k)b. Proto
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plati

1 1
SaBLm = SaBc — SLmc = Eab -5 ka-(1—k)b=

1 2 1 1\2 3
= — — = - —_ - —_ b
2ab(l k+k*) 2ab((k 2) +4):
1 3 3

>Zab-2 =2

:2054 45ABC,

pfi¢emz rovnost Saprm = %S ABc hastane, pravé kdyz k = %, tedy praveé
kdyZ je bod K stfedem pfepony AB.

A ke K (1-k)c B

Obr. 16

Jiné FeSeni. Ctytiuhelnik ABLM m4 minimélni obsah, pravé kdyz ma
maximalni obsah trojihelnik LM C, ktery je ,polovinou“ pravothelniku
KLCM. Staci proto ukazat, ze obsah Skrcn je maximalni, pravé kdyz
je bod K stfedem piepony AB (kdy ziejmé Skrcm = 3SaBc). Je-li
bod K vybrén tak, ze |AK| < 3|AB|, je usetka KL stiedni piickou
lichobézniku AK'L'C, ktery mé o Sk/1-p mensi obsah neZ trojthelnik
ABC (obr.17a), takze plati

1 1
SkrLcMm = ESAK’L'C < ESABC-

Obr. 17
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Je-linaopak |AK| > %[AB|, vyuzijeme obdobny lichob&znik BK'M'C
(obr.17b) a usoudime, Ze plati

1 1
SkrLcm = 'Q'SBK'M’C < ESABC-

Tim je tvrzeni o maximalnim obsahu Sk o dokdzéano.

Odpovéd. Ctyrthelnik ABLM ma nejmensi mozny obsah, pravé kdyz
bod K lezi uprostfed pfepony AB.

B-1l-3

I kdyz lze danou tulohu Fe$it ndzorné geometrickou tvahou o vzajemné
poloze paraboly y = (z — 1)? a lomené ¢ary y = 3|z| — pz, ddme nejprve
prednost cCisté algebraickému postupu.

Dana rovnice zfejmé nema feSeni x = 0. Po odstranéni absolutni
hodnoty a snadné upravé dostaneme rovnice

2+ (p+1)z+1=0 pro z <0, (1)
2+ (p-5z+1=0 pro z > 0. (2)

Protoze kazda kvadraticka rovnice ma nejvyse dva rizné kofeny, hledame
vSechna ta éisla p, pro ktera m4 jedna z rovnic (1), (2) jeden kofen a druhd
dva rtzné kofeny (a to vzdy pfedepsanych znamének). VSimnéme si, Ze
pro kazdé q € R maji realné kofeny z; » rovnice z2 + gz + 1 = 0 (pokud
vibec existuji) stejné znaménko, které je opacné nez znaménko ¢isla g;
plati totiz ziz2 = 1 a 21 + 22 = —q. Pro rovnice (1), (2) tak pfedné
dostavame podminky

p+1>0 a p—5<0, neboli pe(-1,5).
Kromé toho uZ jen pozadujeme, aby pro diskriminanty obou rovnic
D;=(p+1)%2—-4, Dy=(p-572-4

platilo bud D; = 0 a Dy > 0, nebo D; > 0 a D = 0. Rovnost D; = 0
plati pouze pro p € {—3,1},rovnost D2 = 0 pouze pro p € {3,7}.Z téchto
¢ty hodnot lezi v intervalu (—1,5) pouze Cisla p = 1 a p = 3, pfiGemz
pro p = 1 vychazi Dy = 12 > 0, pro p = 3 zase D; =12 > 0.

Odpovéd. Hledané hodnoty jsou p=1ap = 3.
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Jiné FeSeni. Grafem funkce y = (z—1)? je parabola s vrcholem V'[1, 0],
grafem funkce y = 3|z| — pz je lomend Cara tvofend rameny nékterého
ahlu s vrcholem O[0,0] (obr.18a pro p = 2). Oba grafy maji spole¢né
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Obr. 18

tfi body, pravé kdyz jedno z ramen zminéného uhlu je tecnou paraboly
a druhé je jeji ,,secnou“. Protoze zkoumand parabola nemé te¢nu rovno-
béZnou s osou y, mizeme rovnice obou teéen prochazejicich bodem [0, 0]
hledat ve tvaru y = kx. Jak je znamo, smérnice k se ur¢i z podminky, zZe
rovnice kz = (z — 1)2 m4 dvojnéasobny koten, tedy nulovy diskriminant.
Ten mé vyjadieni (k + 2)? — 4, takZe hledané hodnoty jsou k; = 0,
ks = —4 a odpovidajici body dotyku 77 = V'[1,0] a T5[—1,4]. Z rovnic
pro smérnice teCnych ramen zkoumanych thli 3 —-p=0a -3 —p=—4
najdeme feSeni p; = 3 a p; = 1 a snadno se pfesvédcime, ze druhé ra-
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meno je v obou piipadech skute¢né se¢nou paraboly (obr. 18b pro p = 3
a obr. 18c pro p = 1).

B-1l-4

Oznacme S; a S stfedy uvazovanych kruznic (obr. 19). Obé tsecky S; A
a S3B jsou kolmé na pfimku AB, jsou tudiZz rovnobé&zné a st¥idavé Ghly

D C/ ko

Sa

Obr. 19

PS;B a PS;D shodné. Podle véty o obvodovych a stfidavych tdhlech
proto plati

1 1
l{PCB| = §|<):P52B| = 5]{P51D| = |<)CPAD|
Oba thly APD a ADC jsou vSak pravé, tudiz
|«PAD| =90° — | xADP| = |xCDP|.

Dohromady dostavame, ze thly PCB a CDP jsou shodné, coZ podle
véty o obvodovém a tsekovém thlu znamena, ze pfimka BC je tecnou
ke kruznici opsané trojuhelniku CDP.

Jiné feseni. Ve stejnolehlosti se stfedem P, pii které kruznice k; prejde
v kruznici k5, musi te¢na C'D kruznice k; prejit v rovnobéznou tecnu AB
kruZnice ko, pfitom se bod dotyku D zobrazi do bodu dotyku B. Bod P
tudiz lezi na thlop¥i¢ce BD (obr.20). Odtud plyne shodnost st¥idavych
thli CDP a PBA (mezi rovnob&zkami AB a CD). Uhel PBA je ale
usekovy thel mezi tétivou BP a tenou AB kruZnice ks, je tedy shodny
s piislu$nym obvodovym thlem PCB. Uhly CDP a PCB jsou proto
shodné, coz jsme potfebovali dokdzat (viz zavér pfedchoziho FeSeni).
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k1

Obr. 20

Poznamka. Podle dlohy B-I-5 jsou shodné thly ABC a CPD
(obr.21). Protoze jsou shodné i stiidavé thly PEB a PCD, kde E je

k1

Obr. 21

prisecik polopfimky CP se stranou AB, lze kyZenou shodnost tthlid CDP
a PCB odvodit z trojuhelniki BCE a PDC.
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